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D ans un monde qui évolue rapidement, la maitrise et I’approfondissement des mathématiques
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées
qu’elles sont dans I’ére de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dés 1983, 4 organiser des
réunions de concertation sur les problémes posés par ’enseignement des mathématiques qui
jouent un roéle essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de I’avenir.

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd’hui aux.leéves
de ’Enseignement Secondaire des pays francophones d’Afrique et de ’Océan Indien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, a l'élaboration et a
I’adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de I’Enseignement
Secondaire.

Elle a pour objectifs majeurs :

— I'harmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise a la disposition des éleves
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ;

— 'acquisition par les éléves des bases d'une formation mathématique solide qui leur per-
mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypothéeses et de les valider ou non a
I’épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modeles mathématiques qu’ils
connaissent et de dégager une conclusion ;

— la diminution du cotit du manuel pour permettre la réalisation d’un vieux réve : un éleve,
un livre. .

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d’enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et frangais, s’ap-
puient sur ’'environnement des éléves pour les motiver, les faire agir, les amener a comprendre et
a agir de nouveau, de maniére autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives.

Conformément & notre conception de ’enseignement des mathématiques, nous n’avons pas
voulu présenter les lecons sous forme d’exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain) sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la
participation active des éléves.

Insérés dans les lecons, des exercices d’application immédiate permettent I’assimilation des
notions étudiées. Placés a la fin des chapitres, des exercices d’entrainement et d’approfondisse-
ment permettent aux éléves d’éprouver leur compétence et aux professeurs d’évaluer leur ensei-
gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de 1’Education dans les
pays francophones d’Alrique el de I'océan Indien, ainsi qu’aux responsables de la Coopération
Francgaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les
meilleures conditions possibles. .

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux a I’attente et aux besoins des utilisa-
teurs (professeurs et éléves). Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu’ils voudront bien nous faire et,
par avance, nous les en remercions.

Saliou Touré
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Arithmétque

Introduction

7
L arithmétique est un des secteurs scientifiques les plus anciens et
les plus féconds. Fondée essentiellement par les pythagoriciens
pour qui tout était nombre, elle a connu de grands progrés sous
l'impulsion de Fermat, Euler, Lagrange, Gauss et Legendre.

Longtemps considérée comme la branche la plus abstraite et la
moins utile des mathématiques, elle connait aujourd’hui de nom-
breuses applications en informatique, en électronique et en cryp-
fographie.

@ Revee Toagents, [villstoolt 1993,

Les ensembles N et Z .ovevvevvvreveerennnnns

Q. DiVISIDIItE AaNS Z .ovvvvvrveverirererereesssesssersenssisiissrenns 19
3. PPCM et PGCD de deux entiers relatifs .................... 17
. NOMbIES Premiers .......c..ooerveivivrueusereriomsirnemesenenas 24
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1_Les ensembles Neet'Z = =57
1.1, Lensemble N

fid désigne l'cnsemble des entiers naturels et B> V'ensemble des entiers naturels non nuls.
Ona: M={0;1;2;3;..;n:r+1;..) e M*=R\ 0oL

=mue==1 Addition et mulfiplication dans 1|
e est muni de deux opérations :

—I'addition, notée + ;
- la multiplication, notée =

Addition dans i Multiplication dans R

. a+0=0+a=a axl=1ixa=a
Pour tous enliers naturels a et b, a + b et 0 est dlément neutre pour + |1 est élémenf neufre pour x
@ ¥ b sont dos entiers naturels ; on dit que

I'addition et la multiplication dans i sont a+fbrcl=la+bl+c axlbxc]={(axb)xe
dos lois de composition internes. + est associofie * est associative
i ) : a+h=b+a axb=hxa

LE’S Ill:ljpf'iﬁfﬂ‘ﬂ de llﬂddlt;ﬂl}l et dela l'.l.'ll.lhl- + st commmutalive w est commuiafive

plication dans M sonl résumdes dans le - :

tableau ci-contre o1 a, b ot ¢ désignent des axb+c]l =axbt+axc

entiers naturels. : = est distributive par rapport.a +
a+c=hbyrec=sa=bh axc=hbxec=a=h

Remarque e EM) (e € NY)

Lorsqu’il n'v a pas dambisuité le produit

ﬂ«xgﬁﬁtﬂﬂ'{é:fd?.. g .u+-,ﬂ:0=;:_u=b=l] axb=l=a=b=1

gsoEz=== Ordre dans I
(In déﬂﬂlt dans B une relation, notée <, par: Yia;bl e {ach & Ieceh b=a+cl.
Cette relation pnssule Ies pmprwté*, tuui.’mtm dont la démonstration est immédiate.

-I.::.q -.hl‘-l"'.s . _t q-l-—!'--....-_lﬂ""h_-i'--—..t;-.u’;f £l _.'"""'_-- i -ﬁ_w

Loy e il =

Pour tmm'e_nhers-naturels a, El.'&t C,ond:

~asa (ta relation = est réflexive)
“si a<h et bZa, alors a=b {fa relation < est antisymétrique)
~si ash et b, alors a<c Uﬂ relotion = est fransitive].

On dit que < dans B est une refation d’ordre.

Remarque

Deux entiers naturels a et b sont toujours comparables, o’est-i-dire on a tonjours - a<b ou h<a;
on dit que < dons N est une relation d’erdre total.

Mous admellons la prnpn été suivante.

Tuut{': partie non 1.r1de de [ admet p[us p&ttl élé;nunt

Exemples
* Le plus petil élément de R est 0.
* Le plus pelit élément de 'ensemble {2n + 7, n = ] est 7.

m==Em Raisonnement par récurrence

Considérons les premiers entiers naturels non nuls et comparons la somme de lenrs enbes au carré de
leur somme.

& Arithmeétique



(Jna: oy et 121

P+2'=9 et 1+2P=
1P +22 535136 et {(1+2+3*=36
1P+ 2 1334+ 43 =100 et [1+24+3+4)7=100.

Ces observalions conduisent d conjeclurer que: Ve N*, 172 2%:  + /¥ = {1+ 2+ ... + o}

Etant dans I'impossibilité d’effectuer uneé infinité de vérifications, nous allons wtiliser un raisonnement
par récurrence, dont le principe peunt étre illustré par la situation suivante 1 « si, dans une rangde de voi-
tures, la premiédre est verle et derritre toule veiture verde il v a une voiture verte, alors toutes Jes vififures
-gomt veries ».

Pour démontrer qu'une proposition P(r], qui concerne un entier naturel m, est vraie pout tout.
n supérienr ou &gal & n, nn-p_mu:%de en deux étapes =

* on démontre que : Pln,) est vraie ;
“» on démontre que : pour tout entier k supérieur ou égal A n,, si P{k) est vraie alors:

P(k +1) est vraie.-

I'xemples

* Soit P(n) la proposition: e 13+ 2%+ .+ ¥ = [1+ 2 + ... + nf ».

— Nouns avons déja vérifié que = P(1) est vraie.

— Soit k un entier natorel supérieur ou Sgal i 1. 3
S P(k) est vraie, ona: 1P+ 23+ .+ =1+2+ ... +kE;

done - P+2+  + P+ k+1P=14+2+. . +kPF+klk1 1P+ (k41

_ [k[k; 1]]5 - k[ﬁ:; 1) (k+ 1)+ ke + 177

= [k—-——[k; 3l +[k+ l}r

=l1+2+.. s k+(k+1)F;

&

c'est-3-dire : Plk + 1) est vraie.
On en déduil que, pour tout entier naturel n non nul, Pn} est vraie.

* Démontrons que pour toul enlier naturel n supérieur ou égal 344, ona: n? < 27
Soit Qn) la proposition : « n? < 2™ », :

—Ona:4a®<2 ; donc : Q4) est vraie.

— 5oit k un entier naturel supérieur ou égal 3 4.

51 Qlk) cst vraie, on a: k& = 28

ksl _;__ L. k=1 __'_5__ -
D['—k =1+ i s donc : o < o (k+ 1) €2k

Donc : (k + 1)* < 251 ; est-a-dire - QUk + 1) esl vaie.
On en déduit que, pour lout entier naturel # supérieur ou égal 3 4, Q(n) est vrate.

-—1.2. L'ensemble 7
# désigne I'ensemble des entiers relatifs et Z* Pensemble des entiers relatifs non nuls.
Ona: £=[..;n—-1:n;..:;-2:-1;0;1;:;2;_.] et F*=F\ 0]

puzm== Addition dans 7
Laddition dans Z posséde les propriétés suivantes.

Pour tous enliers relatifs ¢, betc,ona:

1) a+be? {+ dons & est une loi de composition interne)
(2] a+lb+e)=fa+bl+e {+ est associative)

{3) a+0=0+a=a (0 est élément neotre pour +)

) da'cd,a+a’=a’+a=0 (lout élément de 7 a un opposé dans T)

(53) a+b=b+a {(+ est commutative).

Arithmétique 7



Nozation et vocabulaire

* L'opposé d'un entier relatif a est unique ; on le note —a et on Pappelle syméfrique de a pour +.

* Pour résumer les 4 premidres propriétés, on dit que (£, +] est un groupe ;
pour resumer les 5 propriétés, on dit que (7, +) esl un groupe commutalif.
* PMlus généralement, un ensemble muni dunc loi de composition inlemne est un groupe lorsgue -
— Ia loi ostassociative ;
— Penseble posséde un élément neutre pour celic loi :
= lout élément de 'ensemble admet un symefrique pour cette loi dans cel ensemble.
Ce groupe esl commutatif si de plus la lui est commutative.

Exemples
= (i, #] esl un groupe commutatif.
(7, +) n’est pas un groupe.

* Soil ¥ I'ensemble des isométries du plan.

(¥, @) est un groupe ; en effet ;
— la compueii de deux isomctrics est une isométde .
— la composée des Isomélries est associative ;
= I"application identique, qui esl une isométde, est élément neutre pour o ;
— le syméftrigue d'une isoméirie pour o est son isométrie réciprogue.

Le groupe (%, o) n'esl pas commutatif.

Pour tous entiers relatifs a, bet c,ona:a+c=b+c = a<b.

Eneffel. sia+c=b+ec,alars:a+c+f-cl=h+e+ f-cl:done-a="0h

mas=== Multiplication dans #
La multiplication dans Z posséde les propriétés suivantes.

L
e

Pour tous entiers relatifs a, b elc,omar:

(1" axbeZ < dans Z est une loi de composition interne)

(2 axbxc)=(exbxc [ est associative]

(37) axb+cd=axb+axe (x est distribulive par rapport ¢ +)

(4) axb=bxa {x est commulative)

(37) axl1=1xa=a (1 est élément neutre pourx).
Vocabulaire

Pour résumer les pmpﬁ&t&s (1), £2). (3). (4). (5) de I'addition ot los propriétés (17, (2, (37), ¥). (51 de ha
mulliplication, on dil que (Z, +, x) esl un anneau commulafif unifoire.

Pour tous entiers relatifs a, b et ¢ fc#0),ona:

*ruXi=10 i *va=ch = a=5h.
Eémonstration
Nous ne démontrerons que la premiére propridté. .

Ona-as+taxO=ala+0)=ga=aa +0; donc:ax0=0.

ime== Ordre dans 7
Pour tous nombres entiers relatifs ¢ et b, on pase:bh—a=b+ [-a).

On définit dans Z une relatinn, notée spar:Via:b e (ash=h-uch)
Cetle relation est une relalion dordre total.

B Arthmetione



Nuus admeltuns: 1135 propriétés 1 et 2 suivantes.

|.-|.-".i" i

TURe, :‘h‘

Soit a et .E:'r.teux enliers relatifs.

» Pour tout entier relatif c, on a: a<h < a+tcib+e
* Pour lout entier ¢ strictement positif, ona: a<bh o ax cLhxc
* Pour tout entier ¢ sirictement négatif, ona: a < b axc> =bxe.

Propriétés 2 3= b B
* Toute partie non vide et majorée de Z admel un plus’ grand €lément,
+ Toute partie non vide et minorée de Z admet un plus petit élément,
Exemple

L'ensemble ln € £, (n + 2)* < 6 est borné.
Son plus grand élément est 0 et son plus pelit élément est - 4.

Smt a et b deux entiers relatifs tels que : b= 0.
Il existe un entier relatif i tel que : nb = a.

On dit que F est archimédien.

Zémonstration
T pazs: h =1 )
—siaz0,il sullit de prendre:n=a;

— sia < 0, il suffit de prendre = n =0,
eas:bz-1

Ona:—&21:donc il existe un entier relatif m, tel que : mi— .b] >
I suffit donc de prendre : 2 = = m.

emmr== Division euclidienne dans 7

Soit a et b deux entiers relatifs tels que : b= 0,
Hexlsteunumquacnup]e [q,r}dl'EthEI queza=bg+r et 0=r< ||:|f

Les nombres g el r s'appellent respectivement o quotiont et le reste de o division encfidienne de a par
b. Effectuer une division enclidicnne o'est déterminer son guotient et son reste.

D'émonstration

#* Evistence

Suit A l'ensemble des entiers naturels de la forme : a — = by [-q £ 7).

a -+ |bal est 6l6ment e A ; donc A est une partie non vide de R, qui admet un plus petit élément .
restélémentde A :doncrzOetr=a-bg (g EB

Deplus, r< 6| (sinon, r—|bl =a-by-|b| = a — by’ ; donc, r—|b)] serit un élément do A, plus
petit fque r; c'ast-a-dire, r ne serait plus le plus pelit éiément de A).

On en déduit qu'il existe un couple (g ; r) de 7 % i el que:a=bg+r et D=r< |b|

* Uncité

Soit (g : 7) et [g": v} deux couples de Z x M tels que : a = bhy+ra=bq'+r 05y« |5 elo<r< I5].
Ona:0=blg' —g)+ ' —r idone: [bllg =gl = |+ —r].

Or:=|b] <r—r< [b' ‘dont |r —r| |h

On en dedultque.: |q —fjl =0 (s |r._,- r-q| =1, on aurait : [5] |q'—-q| = |h|]

De plus :_]_r'-—r| =|n] |q'—q| idone:g'=qetr'=r.

Arithmétique 9



Exemples
Effectuer la division euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants :

a=53 et b=12 ; a=-53 et b=12 ; a=53 et b=-12 ; a=-53 et b=—-12.
*Ona: 53 =12x4+5 et 0<5<12. *Ona: 53 =(-12)%x(-4)+5 et 0<5<12.
Donc : 4 et 5 sont respectivement le quotient et le | Donc : — 4 et 5 sont respectivement le quotient et le
reste de la division euclidienne de 53 par 12. reste de la division euclidienne de 53 par — 12.
eOna: =53 =12x(—4)-5 s0Ona: — 53 =(—12)x4-5

=12x(-5)+7 et 057 < 12. =(-12)x5+7 et 07 <12,
Donc : -5 et 7 sont respectivement le quotient et le | Donc : 5 et 7 sont respectivement le quotient et le
reste de la division euclidienne de — 53 par 12. reste de la division euclidienne de — 53 par — 12.

...1.3.. Numération

Bases de numération

Toutes les civilisations anciennes de Chine, Mésopotamie, Egypte, Amérique du Sud ... ont inventé un.sys-
téme de numération. Mais ces différents systémes ne permettaient pas d’effectuer facilement les opérations.

Le systéme décimal (base dix) a I'avantage de rendre simples toutes les opérations, grace a I'invention
du 0 et a la valeur de position des chiffres.

Le systéme binaire (base deux) est adapté a 'informatique qui utilise également le systéme hexadécimal
(base seize) pour réduire la taille de I’écriture des nombres (code ASC II).

Nous admettons la propriété suivante.

Soit b un entier naturel supérieur ou égal a 2.

Tout entier naturel x non nul peut s’écrire de facon unique Z akb" ol les a, sont des entlers naturels
telsque:0<a, <b et a,+0. 3 2 :

Onécrit :x=a,a, ;.. azalagb. Cette écriture est appelée écriture de x en base b.

Par convention, les écritures sans « barre » sont en base 10.

Remarques

I
- -1
Soitx =a,q, ,...a,a,a, =ab’+a, b1+ .. +ab’+ab+a,

eOna: x:b(abl"1+ap_1bf"~’+...+q2b+a1)+aa,avec:05a0<b;

doncqo—aa ..a,a

1" ] P et a, sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de x
parb.

*Ona: q,= b(apbl’"z + .Ctp_IbP‘"J +..+a,)+a,avec0<a,<b;

donc q, = aparj 4o azb et a, sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de q,, par b.

On peut ainsi déterminer de proche en proche I'écriture de x en base b.

Exemples
‘e Ecrire dans le systéme décimal le nombre :423
Ona: 423 =4x5%+2x5'+3 x50
=4X25+2X5+3
=113,

On effectue les divisions successwes par 7, comme indiqué sur le schéma ci-contre.

e Ecrire le nombre 127 en base sept. 197 };
On en déduit que : 127 = 741 }‘

10 Arithmétique



gmmsms Systéme binaire
Pour écrire un nombre en base deux, I’ensemble des chiffres utilisés est : {0 ; 1}.

Exemples
* Ecrire dans le systéme décimal le nombre : T0700111001
Ona: T0100111001° = 21° + 28 + 25 4 2% 4 23 4 20 | 8712
=1024+256+32+16+8+1 ’EQ
=1 337. 11]21]2
e Ecrire le nombre 87 en base deux. 110 |i-
On effectue les divisions successives par 2, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 015 'i o
On en déduit que : 87 = T010111° L % }1—
s Systéme hexadécimal
Pour écrire un nombre en base seize, I’ensemble des chiffres utilisés est :
{0;1;2;3;4;5;6;7;8;9;A;B;C;D;E;F).
(A, B, C, D, E et F représentent respectivement 10, 11, 12, 13, 14 et 15.)
Exémples
o Ecrire dans le systéme décimal le nombre : FOA5 .
Ona:FOASI —15X163+0x162+10x161+5><‘160
=61440 + 160 + 5
= 61 605. 64 206 l__
e Ecrire le nombre 64 206 en base seize. 414 Owllé_
On effectue les divisions successives par 16, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 250 |7
On en déduit que : 64 206 = FACE®
_.1.4. Travaux dirigés
Un damier comporte 1 024 cases sur 1 024 toutes blanches sauf
une, peinte en noir, a un endroit non précisé du damier. On dis-
pose, en nombre suffisant, de « triminos » en forme de « L ».
Est-il possible, a I’aide des triminos, de paver toutes les cases : e
blanches du damier, sans déborder et sans que deux triminos ne Un trimino, comme son nom l'indique,
se chevauchent ? recouvre trois cases du damier.

Solution

On remarque que 1 024 = 210,
Soit P(n) la proposmon «un damier de cote 27, privé d’une case,
peut étre pavé par des triminos ».

* Pour n = 1, un damier 2 x 2 privé d'une case est un trimino.
Donc P(1) est vraie.

* Soit k un entier naturel supérieur ou égal a 1.

Supposons P(k) vraie et considérons un damier de c6té 2++1 , privé
d’une case.

Ce damier peut étre partagé en quatre « sous-damiers » de c6té 2.
L'un de ces quatre sous-damiers contient la case noire ; on peut
donc le paver de triminos.

Posons au centre un trimino a cheval sur les trois autres. Chacun
des sous-damiers restants, privé de la case couverte par le trimi-
no, peut étre a son tour pavé par des triminos.

Donc P(k + 1) est vraie.

On en déduit que le damier de 1 024 x 1 024 cases privé d’une
case peut &tre pavé par des triminos.
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E xercices -

\'I'h %

< - =
1.0 Résoudre dans N? Je systéme : {xy ser $a=50 et b=-18
x+y=4 *a=-59 et b=-18
. Cexy=1 *a=6941 et b=358
1 b Résoudre dans Z? le systéme : { 3£ Jogpe . eag=358 et b=6941.
l.c Démontrer par récurrence que pour tout entier f i . .. o
naturel non nul r, on a : 1 Déterminer I’entier naturel qui, divisé par 23, a
n(n +1)(2n + 1) pour reste 1 et qui, divisé par 17, a le méme
12+22+3%+...+n%= = quotient et pour reste 13.

1.d  Démontrer par récurrence que pour tout entier

st b e e pbul e o 1.g Ecrire en base deux chacun des nombres sui-

vanis:9:17; 205 ; 864.

l.e Effectuer la division euclidienne de a par b .
dans-chacun des cas suivants. 1.h  Ecrire en base dix chacun des nombres sui-

*a=59 et b=18 vants : 1011 ; 1101101
s ga=—59 et b=18 :

. 2.1. Multiples et diviseurs d’un entier relatif -

zmzmmes Définition et propriétés
_Définitio

Soit a et b deux entiers relatifs.

On dit que a est un multiple de b s’il existe un entier relatif k tel que : a = kb.
Si de plus b # 0, on dit que b est un diviseur de a ou que b divise a.

Exemples

*Ona:143=11x13; donc : 143 est multiple de 11 et de 13 ;
13 et 11 divisent 143.
*Ona:12=(-4)x(-3); donc: 12 est multiple de — 4 ;
. — 4 divise 12.

Remarques

¢ Tout entier relatif est multiple de 1 et — 1.

1 et - 1 divisent tout entier relatif.

* 0 est multiple de tout entier relatif.

Tout entier relatif non nul divise 0, mais 0 ne divise aucun entier relatif. *

* Lorsque b # 0, a est multiple de b (ou b divise aj si et seulement si le reste de la division euclidienne
de a par b est nul.

Les propriétés suivantes sont présentées en termes de diviseurs. Nous laissons au lecteur le soin de les
énoncer en termes de multiples. Selon le contexte, I'une ou I'autre de ces deux formes pourra étre utilisée.

= e = e — = — == —

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.
Si b divise a, alors : |b| < |a|.
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B émonstration

Si b divise a, alors il existe un entier relatif non nul q tel que : a = bq.
Ona:1%< lq] :donc: |b| < |b] |q|
C'est-a-dire : |b| < lal.

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs (a = 0, b = 0).

(1) adivisea. : )

(2) Si a divise b et b divise a, alors a=b ou a = - b.
(3) Si a divise b et b divise ¢, alors a divise c.

Démonstration

(1) et (3) découlent immédiatement de la définition de la divisibilité.

(2) D’aprés la propriété 1, a divise b = |a| < |b| et bdivisea= |b| < Ial :
donc : (a divise b et b divise a) = |al = Ibl

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs (a # 0).
Si a divise b et ¢, alors pour tous entiers relatifs p et g, a divise pb + gc.

On dit encore que a divise toute combinaison linéaire de b et ¢ dans 7.
Cette propriéié découle immédiatement de la définition de la divisibilité.

Exemples .

e La somme ou la différence de deux entiers relatifs pairs est un entier relatif pair.
* Le produit d’un entier relatif par un entier relatif pair est un entier relatif pair.

~ Ensemble des multiples d’un entier relatif

Soit b un entier relatif.
Les multiples de b sont les nombres : ..., bx (= 2), bx (- 1),bx0,bx1,bx 2, ...
Ces nombres sont de la forme : bk, ol k € Z.

____ Phriork e

L'ensemble des multiples de b (b € Z) est noté bZ.

Exemples
° 3Z={...;—9;—6;—3;0;_3;6;9;_...} e 17=7
¢ —2Z={..;—-6;-4:-2;0;2;4:6;...} « 0Z ={0}.

Pour tout entier relatif b, (bZ, +) est un groupe commutatif.

=zzzw Ensemble des diviseurs d’un entier relatif

Soit a un entier relatif.
On note : %(a) 'ensemble des diviseurs de a.

Exemples
e B4)=1{-4;-2;-1;1;2;4) e B(1)=1{-1;1}
* B(-6)={-6;-3;-2;-1;1;2:3;6) e 9(0) = Z*. '

Remarque

Pour tout entier relatif a non nul, @(a) est un ensemble fini non vide.
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i B i Congruence modulo n (n e N*)

Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers re]ai:l_fs
~ On dit que a est congru & b modulo n si @ — b est un multiple de n. -

On écrit rta=b [n].

Exemples
* 54 =4 [10] ; e -81=0[9] ; ¢« 9=—-1[10] ; e —5=2[7].

Remarques

*a=0[n] & amultipleden;
ca=bh[n]e a - b multiple de n ;
* si r désigne le reste de la division euclidienne de a parn, alors :.a=r [n].

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la déﬁmtmn

Smt n un entier naturel non nul, a, b et ¢ trois entiers relatifs.

s a=aln] (la relation de congruence modulo n est réflexive)

« Sia=b|[n], alors b =a [n] (la relation de congruence modulo n est symétrique) .
*Sia= bnletbh=c[n], alors a=cn] (la relation de congruence modulo n est transitive).

Soit n un entler natu.rel non nul aeta deux entiers relatlfs, retr’ les restes respectlfs des d:vzsmns
euclidiennes de a et a’ par n.
Ona:a=a’'[nle r=r1.

Démonstration

Désignons par q et g’ les quotients respectifs des divisions euclidiennes de a et a’ par n.
Onsaitque: a=ng+r et 0<r<n ; a’=ng’+r et 0<r'<n
Donc:a-a’'=b-=-b)n+r-r’,avec —n<r—-r’'<n.
On en déduit que:a=a’[n] & a—a’ multipleden

< r—r’multiple de n

7

& r—r'=0.

Soit n un entier naturel non nul et a, a’, b, b’ quatre entiers relatifs. -
*Sia=a’[n] et b=b’[n], alors a+b=a’ + b’ [n].
*Sia=a’[n] et b=>b"[n], aloxrs axb=a’ x b’ [nl.

On dit que la congruence modulo n est compatible avec I'addition et la muItxphcatmn dans Z.
Démonstration
e Ona: (@’+b)-(a+bh)=(@—-a)+ (b’ -b);
donc: (@’—a€nZ et b’ —-bEnZ) = (a’+b)-(a+b) EnZ.
e Ona: (a’xb)—(axb)=>bla’—a)+alb’—>b);
donc: (@'—a€nZ et b’-b EnZ) = (a’xb’)-(axb) € nZ
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Remarque

Si k est un entier naturel non nul, ona:a=a’ n] = a*=a™* n].

Exemples

On considere les nombres a et b tels que : a = 137 et b = 73.
Déterminer les restes des divisions euclidiennes de a + b, ab, 3a — 2b et a® + 3b3 par 25.
Ona:a=12[25] et b=- 2 [25].
°an:a+b‘510 [25]. *
Or: 0< 10 < 25 ; donc 10 est le reste de la division euclidienne de a + b par 25. :
e Ona:ab=-24[25];donc: ab=1[25].
Or:0<1<25;donc 1 est le reste de la division euclidienne de ab par 25.
* Ona:3a-2b=40[25]; donc: 3a—-2b =15 [25]. :
Or:0< 15 < 25 ; donc 15 est le reste de la division euclidienne de 3a — 2b par 25.

e Ona:a?+ 3b%=120[25] ; donc : a® + 3b° = 20 [25].
Or:0< 20 < 25 ; donc 20 est le reste de la division de a® + 3b® par 25.

.2.3. Utilisations des congruences

=mmm=== Déterminations de restes
1. Déterminer le reste de la division euclidienne de 72 %2 par 9.
Ona: 7°=110[9] ; 7*=7[9] ; 72=4[9] ; 7®=1]9].
2 002 =3 X667 + 1.
Donc : (73)587 x 7 =167 x 7 [9] ; c’est-a-dire : 72002 = 7 [9].
Or: 0<7<9;donc?7 estle reste de la division euclidienne de 72992 par 9.

2. Déterminer, suivant les valeurs de I'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 5" par 3.
Ona: 5°=1[3] ; 51=2[3] ; 5%2=1][3].

eSin=2k(k€N),ona: (52)=1%[3] ; donc:5"=1 [3].

eSin=2k+1(ke€eN),ona: (562)*x5=1%x5[3];donc:5*=2 [3].

=== Démonsirations de propriétés

1. Soit n un entier naturel. Démontrer que n(n* — 1) est multiple de 5.
On distingue cinq cas : n=0[5],n=1[5], ... , n=4 [5].

Les résultats sont regroupés dans le tableau de congruences ci-contre. ;
On en déduit que n(n* — 1) est multiple de 5. D=
nint-1){olojlolofo

n 011|12|3|4

W
o
o

2. Soit n un entier naturel.
1°) Démontrer que le reste de la division euclidienne de n? par 8 est 0, 1 ou 4.

2°) En déduire que les nombres de la forme 8k + 7 (k € Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits.
1°) On distingue huitcas: n=0[8l,n=1[8],...,n=7 [8].
Les résultats sont regroupés dans le tableau de congruences gi-contre. |7 |0]1]2]3]4]5|6
On en déduit que le reste de la division euclidienne de n? par8est0,1 |n2|0|1|4|1|0|1|4|1
ou 4.

2°) L'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois carrés parfaits
est le méme que I'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois
éléments de {0 ; 1 ; 4.

Le tableau ci-dessous regroupe les restes possibles :

(a, b, ¢}|(0, 0, 0}{(0, 0, 1){(0, 0, 4)|(0, 1, 1) (0, 1, 4)|(0, 4, 4)|(1, 1, 1)|(1, 1, 4)|(1, 4, 4)| (4, 4, 4)
reste 0 1 4 2 5 0 3 6 1 4

On en déduit que les nombres de la forme 8k + 7 (k € Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits.
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s=sme==s Congruences particuliéres

Les critéres de divisibilité par 2, 3, 4 ,5, 9 et 11 ont été utilisés au collége. Nous allons, grice aux
congruences, démontrer ces résultats et les généraliser a la détermination des restes de certaines divi-
sions.

Dans cette partie, x désigne un entier naturel non nul et a

aa, ,.a, SOH. écriture décimale.

Ona:x= apiof’ + aP_IIOP‘I o+ @, 10" + a,,

1. Congruences modulo 5

a) Démontrer que : x = a, [5].

b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325.

a)On a : 10 =0 [5] ; donc, pour tout entier naturel k non nul : 10€=0 [5].

On en déduit que : aplf}p + ap_l‘.lOP—fl + ...+ @10 + ay = a, [5].

b) Les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, 2 et 0.

2. Congruences modulo 4 et modulo 25
a) Démontrer que : x =a,a,[4] et x=a,q,[25].
b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 4 et 25 de 1 826, 3 252 et 27 325.
a)Ona:10%2=0 [4] et 102=0 [25];
donc, pour tout entier naturel k supérieur ou égal 4 2 : 10 =0 [4] et 10’“ =0 [25].
On en déduit que : a,10? + a, ;10771 + ... + @,10" + a; = a,10' + q, [4]
et : a,107 + a,. 11077 + L+ 10! + a; = a,10" + a; [25].
b) Les restes des divisions euchdlennes par 4 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 2, 0 et 1.
Les restes des divisions euclidiennes par 25 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, 2 et 0.

3. Congruences modulo 9et3
a) Démontrer que : x = Z - [9] et x= Z % [3].
b) Déterminer les restes des divisions eu(:hdlennes par 9 et 3 de 1 826, 3 252 et 27 325.

a)Ona:10=1[9] et 10=1][3]:;
donc, pour tout entier naturel k : 10 =1 [9] et 10¥=1 [3].

p
On en déduit que : a,10” + awll()i'"‘l +..+a10' +q,= k2=0ak [9]
p
. 1 _
et : a0’ +a, 1077 + .. +a 10! +a = ;an" [3].

b)Ona:1826=1+8+ 2 + 6 [9] ; donc le reste de la division de 1 826 par 9 est 8.

De méme, les restes des divisions euclidiennes par 9 de 3 252 et 27 325 sont respectivement 3 et 1.
Les restes des divisions euclidiennes par 3 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 2, 0 et 1.

4. Congruences modulo 11

5 _
a) Démontrer que : x EkZ (- 1)*q, [11].

=0
b) Déterminer les restes de la division euclidienne par 11 de 1 826, 3 252 et 27 325. -
a)On a: 10 =- 1 [11] ; donc, pour tout entier naturel k : 10¢ = (— 1)k [11].

p

On en déduit que : a,10” + ap_110P—1 + ...+ a,10? +ay= k2=0[_ 1)"0.,( [11].

b)Ona:1826=—1+8-2+ 6 [11] ; donc le reste de la division euclidienne de 1 826 par 11 est 0.
De méme, les restes des divisions euclidiennes par 11 de 3 252 et 27 325 sont respectivement 7 et 1.
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;J’,IE xercices :

2.a Combien y a-t-il de multiples de 11 compris 2F  Sans effectuer la division euclidienne, vérifier
entre — 1 000 et 1 000 ? que 23 157 est divisible par 9.
2.b  Déterminer I ble des divi de 60. |
Her Tensem s Clvisows de 2.g Déterminer les couples (x ; y) de chiffres tels
2.c  Déterminer les entiers naturels n et p tels que : que le nombre d’écriture décimale 724xy soit
n* — p? = 28, multiple de 9.

2d Démontrer que : 232 =1 [5].

2h Soit o, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls.

2. Soit n et d deux entiers relatifs non nuls tels 1. Démontrer que si be divise a, alors b divise
que d divise n.

Démontrer que pour tous entiers relatifsa et b
ona:a=bnl=a=hI[d].

aetcdivissa
2. La riciprogue est-elle vraje ?

Smt a et b deux entiers relatifs non nuls et A l’ensemble des entiers naturels non nuls appartenant a
aZ N bZ..

lab| € A ; donc A, partie non vide de N, admet un plus petit élément.

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle plus petit commun multiple de a et b, et on note PPCM(a ; b), le plus pet1t élément stric-
tement positif de aZ N bZ. ,

Exemples

*Ona: 127 ={...;—-24;-12;0;12;24;36;48;60;72;84;96; ...}
16Z ={...;—32;-16;0;16;32;48;64;80;96; ...}
12ZN16Z ={...;~48;0;48;96;...}..

Donc : PPCM(12 ; 16) = 48.
¢ Déterminer le PPCM de 5 et 7.

Les multiples strictement positifs de 7 sont dans I’ordre croissant : 7 ;14 ; 21 ; 28 ; 35 ...
Le plus petit d’entre eux qui est multiple de 5 est 35 ; donc : PPCM(5 ; 7) = 35

Remarques

* Pour tous entiers relatifs non nulsa et b, on a : PPCM(a ; h) = PPCM{ | a] ]b [ ).

Dans une recherche de PPCM, on peut donc se ramener a la recherche du PPCM de deux entiers natu-
rels non nuls. , :

* Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : Max(a ; b) < PPCM(a ; b) < ab. .

® Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : PPCM({a : b)=a < a € bZ.

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et p. lenr PPCM.
Ona:aZ NbZ =pZ.

Démonstration

¢ Soit k& un élément de pZ,

k est multiple de p et u est multiple de a et de b ; donc k est multiple de a et de b.
Tout multiple de . est multiple de a et de b ; donc : uZ € aZ N bZ.

+
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¢ Soit k un élément de aZ N bZ.
Désignons par g et r le quotient et le reste de la division euclidienne de k par p;ona:r =1k - pg.
k et p sont des multiples communs a a et b ; donc : r € aZ N bZ.

De plus, p est le plus petit élément strictement positifde aZ N bZ et 0<r<p;donc:r=0.
On en déduit que : k € pZ.

Donc: aZ N bZ C pZ.
*Ona:uZCaZNbZ et aZNbZ C puZ ; donc: p_Z aZ N bZ.

Exemple
PPCM(12 ; 16) = 48 et 12Z N 16Z = 48Z.

Propriéte2

Soit a, b et k trois eutxers nature]s non nuls
On a : PPCM(ka ; kb) = kPPCM(a ; b).

Bémonstration

Posons : p=PPCM(a ; b) et i, = PPCM (ka ; kb).

. # 1l existe deux entiers naturels non nuls a’ et b’ tels que : 4 = aa’ et u = bb".
Ona: kp=kaa’ethu=Ikbb".
kep est un multiple commun a ka et kb ; donc : kp = p,.

¢ Il existe deux entiers naturels non nuls a” et b” tels que : u, = kaa” et u, = kbb”.
On a:aa”=bb”; aa” est un multiple commun a a et b, donc : aa” = p.
On en déduit que : p, > k.

*Ona:kp=p, ety =kp. Donc: PPCM(ka ; kb) = kPPCM(a ; b).
Exemple
PPCM(120 ; 168) = PPCM(24 x5 ; 24 x 7) = 24 x PPCM(5 ; 7) = 24 x 35 = 840.

*,_3* PGCD de deux entiers relatifs

smzmssm Définition et propriétés

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

L’'ensemble des diviseurs communs & a et b, noté %(a ; b), contient 1 et est fini. Il admet donc un plus
grand élément, strictement positif.

“Définiti

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

On appelle plus grand commun diviseur de a et b, et on note PGCD(a ; b], le plus grand élément de
%(a ; b).

Exemples

"eQOna: 924)={-24;-12;-8;—-6;—4;—3;—2;—-1:;0;1;2;3:4;6;8:12; 24}
%(30)={-30;-15;-10;-6;-5;-3;—-2:-1:0:;1:2;3:5;6;10;:15; 30}
@(24 ; 30)_{—6 -3;-2;-1;0:1; z 3; 6}

Donc : PGCD(24 ; 30) =

¢ Déterminer le PGCD de 5et12.

Ona: @(5)={-5;-1;0;1;5}et5ne divise pas 12.

Donc : PGCD(5; 12) =1

{emarques

e Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PGCD(a ; b) = PGCD( ] al |b | i

Dans une recherche de PGCD, on peut donc se ramener a la recherche du PGCD de deux entiers natu-
rels non nuls.

¢ Pour tous entiers naturels non nulsaetb,ona : 1< PG‘CD(a ; b) < Min{a ; b).
® Pour tous entiers naturels non nulsa et b, on a : PGCD(a ; b) =b & b € 9(a).
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Smt a et b deux entiers naturels non nuls et ‘6 leur PGCD
On a: 9(a ; b) = D(3).

2 émonstration

* Soit d un élément de %(3).

d divise & et & divise a et b ; donc d divise a et b.

Tout diviseur de d divise a et b ; donc : B(8) C Z(a : B). *
e Soit d un élément de %(a ; b).

Désignons parp le PPCM de d et 3;ona:d<p.

a est multiple de d et de 9, donc a est multiple de u. De m&me b est multiple de p.

pndivise a et b ; donc : p < 6.
On a : PPCM(d ; 8} = 8. Donc d divise 3 ; c’est-a-dire : d = Z(3).

* On en déduit que : 9(a ; b) = B(8).

Exemple .
PGCD(24 ; 30) =6 et @(24 ; 30) = %(6).

Soit a, b et k trois entiers naturels non nuls.
On a : PGCD(ka ; kb) = kPGCD(a ; b).

D ¢émonstration

Posons : 6 =PGCD(a ; b) et &, = PGCD(ka ; kb).

* Il existe deux entiers naturels non nuls a’ et b’ tels que : a = 8a’ et b = §b".
On a: ka = kda’ et kb = kb’
kd divise ka et kb, donc k3 divise 3,.

Il existe un entier naturel non nul ¢ tel que : 8, = qkd (1).

¢ Il existe deux entiers naturels non nuls a” et b” tels que: ka=3a”et kb =3>b"
Ona: a=qgda”etb=qdb”; ¢qé divise a et b, donc : gd < &.
On en déduit que : g = 1.

* En remplacant g par 1 dans (1), on obtient : PGCD(ka ; kb) = kPGCD(a ; b).

Exemple
Omn a : PGCD(205 ; 492) = PGCD(41 x 5 ; 41 X 12] 41 x PGCD(5 ; 12) = 41.

Soita et b deux entiers naturels non nuls et 8 leur PGCD :
Un entier relatif m est multiple de 5 si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que 5
m = au + bv. -

Il revient au memé de dire que : 8Z = {du + by, (u ;v) € 7).

B émonstration

¢ Soit u et v deux entiers relatifs.

au et bv sont multiples de §, donc au + bv est multiple de 8.

* Considérons I’ensemble A des entiers naturels qui peuvent s’écrire sous la forme au + bv (u € Z,
veEZ).Ona:a=ax1+bx0;:donc:a € A.

A est une partie non vide de N, elle admet donc un plus petit élément p.

1l existe deux entiers relatifs u’ et v’ tels que : p = au’ + bv’.

Effectuons la division euclidienne de a par p ; on obtient : @ = pg + r, avec 0 < r < p.

Donc : r= a(l — qu’) + b(— qv’) ; r est de la forme : au + bv.

Sir était non nul, il serait un élément de A strictement inférieur & p. Donc : r = 0 et p divise a.
De méme p divise b ; donc p divise 8.

Or, p est multiple de 8 ; donc : p = 8.
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e Soit m un multiple de 8.
Il existe un entier relatif k tel que : m = k8 ; donc : m = a(ku’) + b(kv).

Exemple

On a : PGCD(205 ; 492) =41 et 82 € 417 ;

donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 82 = 205u + 492v.
En cffet : 82 =205 x (- 2) + 492 x 1 ou 82 =205 X 10 + 492 x (- 4).

Smt a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par b.
* Si r=0, alors %(a ; b) = 9(b) * Sir=0,alors @(a;b)=%(b;r).

B émonstration

e Sir =0, alors a = bq et le résultat est immédiat.

e Sir#0,alorsa=bqg + r,avec 0 <r <b.

— On a : a combinaison linéaire de b et r dans Z ; donc tout diviseur de b et r est un diviseur de a.
On en déduit que : B(b ; ) C D(a ; b).

— De plus : r = @a — bq ; c’est-a-dire : r combinaison linéaire de a et b dans Z.

Dongc tout diviseur de a et b est un diviseur de r.

On en déduit que : @(a ; b) C 2(b ; r).

Smt a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclldlenne dea L par b.
*Si r=0, alors PGCD(a ; b) = * Si r#0, alors PGCD(a ; b) = PGCD(b ; ).

Démonstration

On utilise les propriétés précédentes.

e Sir =0, les ensembles %(a ; b) et D(b) sont égaux et ont le méme plus grand élément.
Donc : PGCD(a ; b) = b

® Sir#0,les ensembles @(a ; b) et B(b ; r) sont égaux et ont le méme plus grand élément.
Donc : PGCD(a ; b) = PGCD(b ; ).

Exemple

Nous avons vu que : PGCD(492 ; 205) = 41.

—Or:492 =205 x 2 + 82 ; donc 82 est le reste de la division euclldlenne de 492 par 205.
On obtient : PGCD(492 ; 205) = PGCD(205 ; 82).

—De méme : 205 = 82 x 2 + 41 ; donc 41 est le reste de la division euchd1e11ne de 205 par 82.
On obtient cette fois : PGCD(205 ; 82) = PGCD(82 ; 41) =

On déduit de ce qui précéde une nouvelle méthode de recherche du PGCD, appelée al_gorithme d’Euclide.

= = r“"'

Pour déterminer le PGGD de deux entiers naturels aeth tels que a> b >0, on peut effectuer
les divisions euclidiennes successives suivantes : e S

e division de e par b, _pour obtenir a = b x qQ+ rﬂ ; (avec 0 < < b) STz
e division de b par r;, pour obtenir b=r;xq, +1,  (avec 0<r;<7,< b] :
. lelSlDIl de ro parr;, pour ubtemr ro = r1 X X d, + r : _(avec __O <___r2 __{ r1 <_rQ <b);

La suite (r,), posmve et stnctement decrmssante, s annule aprés un nombre ﬁm de lelSlOIIS
euchchennes et le dermer reste non nul obtenu est egal a PGCD(a b) -
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Exemple

Déterminer le PGCD de 304 939 et 151 097.
Posons : 8 = PGCD(304 939 ; 151 097).

* 304939 =151097 X2+ 2 745 ; donc : 6 = PGCD(151 097 ; 2 745).
e 151097 =2 745x55 +122; donc : § = PGCD(2 745 ; 122).
. 2745 =122 x 22 + 61 ; donc : d = PGCD(122 ; 61).
A 122 =61x2+0; donc: 6 = 61. g
dividende |304 939|151 097| 2 745 122
On adopte généralement la diSPOSiﬁOﬂ pratique diviseur |151 097| 2 745 122 61
ci-contre.
| Teste 2745 | 122 61 0

Solt a et b deux entiers relatifs non nuls.
On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal a 1.

Les seuls diviseurs communs de a et b sont alors 1 et - 1.

Exemples

* On a:PGCD(4;17) =1 ; donc 4 et 17 sont premiers entre eux.
* 60 et 135 sont tous les deux divisibles par 3 ; donc ils ne sont pas premiers entre eux.

Remarque

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun a a et b.
Ona:a=da’,b=db’ et PGCD(a ; b) = dPGCD(a’ ; b’).
d est le PGCD de a et b si et seulement si a’ et b’ sont premiers entre eux.

‘Théoréme de Bézout
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls.

a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relahfs u et v tels que :
au + bv = 1.

Ce théoréme est une conséquence de la propriété 3, établie au §3.2.

Exemples

*Ona:49x54 + 115 x(—23) =1 ; donc : PGCD(49 ; 115) = 1. £
* Deux entiers consécutifs non nuls netn+ 1 sont premlers entre eux.
Eneffet,ona:nx(-1)+(n+1)x1=1.

Théoréme de Gauss?

Soit a, b et c trois entiers relat]ﬂs non nuls
Si a divise bc et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c.

Démonstration

Il existe trois entiers relatifs k, u et v tels que : bc = ka et au + bv = 1
On a: auc + bvc = ¢ ; donc : aluc + kv) = c.
On en déduit que a divise c.

1 Etienne Bézout, mathématicien francais — 1730 - 1783. :
2 Carl Friedrich Gauss, mathématicien, physicien et astronome allemand — 1777 - 1855.
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Exemple

Résoudre dans 72 I’équation (E) : 2x — 5y = 0.

* Soit (x ; y) une solution de (E). On a : 2x = 5y.

2 divise 5y et est premier avec 5 ; donc, d’aprés le théoreme de Gauss, 2 divise y.
11 existe un entier relatif k tel que : y = 2k.

On en déduit que : x = 5k.

e Réciproquement, pour tout enticr relatif k, le couple (5k ; 2k) esl solution de (E).
* U'ensemble des solutions de (E) est donc : {(5k ; 2k), Ik € Z}.

Soit a, b et ¢ trois entiers relatifs non nuls,

* Si a et b sont premiers entre eux et si a et ¢ sont premiers entre eux, alors a et be sont premiers
entre eux. :
* Si a et b divisent c et si a et b sont premiers entre eux, alors ab divise c. -

~* Si a et b sont premiers entre eux, alors : PPCM(a ; b) = ab. )

Démonstration

¢ 1] existe quatre entiers relatifs u, v, u’, v’ telsque: au + bv =1et au’ +cv’=1.
En multipliant membre & membre ces deux égalités, on obtient : a(uau’ + ucv’ + bvu’) + be(vv’) = 1.
Donc a est premier avec bc.

* 1l existe un entier relatif a’ tel que : ¢ = aa’.

b divise aa’ et est premier avec a ; donc il existe un entier relatif b’ tel que : @’ = bb".
On en déduit que : ¢ = abb’ ; donc ab divise c.

* a et b divisent PPCM(a ; b), a et b sont premiers entre eux ; donc ab divise PPCM[a b).
ab est multiple de a et de b, donc ab est multiple de PPCM(a b).
On en déduit que : PPCM(a ; b) = ab.

Soit n un entier naturel non nul et a, b, ¢ trois entiers relatifs (a £ 0). Ly
Si a est premier avec n et si ab = ac [n], alors b =c [n]. i 2

Démonstration

Ona : ab=acn] & alb-c) €nZ
n divise a'[b — c) et est premier avec a, donc n divise b — c.
On en déduit que : b =c [n].

Smt a et b deux entiers naturels non nuls, h) leur PGCD etpn leur PPCM
On a: éyu = ab. £ e o ;

Démonstration ¥

Les entiers relatifs a’ et b’ tels que @ = da’ et b = b’ sont premiers entre eux.
Donc : PPCM(a ; b) = SPPCM(a’ ; b') = da’b’.
On en déduit que : 8y = ab. .

Exemple

Déterminer le PPCM de 304 939 et 151 097.
On a vu que : PGCD(304 939 ; 151 097) =

donc : PPCM(304 939 ; 151 097) = S02 989 X151 097 _ o0 533 gp3.

61
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—..3.4. Exemples d'utilisation

= = Détermination des coefficients d’une égalité de Bézout
1. Démontrer, en utilisant I’algorithme d’Euclide, que 564 et 271 sont premiers entre eux.
2. En déduire deux entiers relatifs u et v tels que : 564u + 2710 = 1.

Solution

1. Ona: 564 =271 x2 + 22 g donc : PGCD(564 ; 271) = PGCD(271 ; 22). s
Ona: 271 =22x12+ 7 3 donc : PGCD(271 ; 22) = PGCD(22 ; 7).
Ona: 22 =7x3+1 ; donc : PGCD(22 ; 7) =PGCD(7 ; 1) = 1.

Les nombres 564 et 271 sont premiers entre eux.
2. Utilisons les divisions euclidiennes précédentes, de la derniére 4 la premigre.
Ona: 1 =22+7%-3)
=22+ (271-22%x12) x (- 3)
=271 % (- 3) +22x 37
=271 x (- 3) + (564 — 271 x 2) x 37
=564 X 37 + 271 X (- 77).
On peut donc prendre : (u; v) = (37 ; — 77).

2 Equations du fype ax + by = ¢ -

D’apres la propriété 3 §3.2, une équation d’inconnue (x : y) dans Z? du type ax + by = ¢, a des solutions
si et seulement si ¢ est multiple du PGCD de a et b. :

On se propose de résoudre dans 72 ’éguation (E) : 34x - 15y = 2.

1. Résoudre dans 72 I'équation (E’) : 34x — 15y = 0.

2. Déterminer une solution (x, ; y,) de (E).

3. Résoudre (E).

€olution

1. Soit (x; y) une solution de (E’). On a : 34x = 15y.

15 divise 34 et est premier avec 34 ; donc, d’aprés le théoréme de Gauss, 15 divise x.

Il existe un entier relatif k tel que : x = 15k. ;

On en déduit que : y = 34k. )

Réciproquement, pour tout entier relatif k, le couple (15k ; 34k) est solution de (E).
L’ensemble des solutions de (E’) est donc : {(15k ; 34k), k € Z). ,

2. On remarque que : 4 x34 =136 et 9x15=135;donc:34x8—-15x18 = 2.

On peut prendre : (x; ; y,) = (8 ; 18).

3. Soit (x; y) un couple d’entiers relatifs.

Ona: 34x-15y=0 & 34(x + x;) — 15(y + y,) = 2.
On en déduit que les solutions de (E) sont les couples (x +x,; y + Y,) ol [x ; y) est solution de (E’).
L'ensemble des solutions de (E) est donc : ((15k + 8 ; 34k + 18), k € 7).

mmEeEsEm Systémes
1. R¢soudre dans Z le systéme (S): {

Solution
Soit x une solution de (S,). Il existe deux entiers relatifs p et g tels que : £ = 34p — 1 et x = 15¢q + 1.
On en déduit que : 34p — 15¢q = 2.
Draprés I’étude précédente, il existe un entier relatif k tel que : (p ; g) = (15k + 8 ; 34k + 18).
~ Réciproquement, soit & un entier relatif. i
Posons : x = 34(15k + 8) — 1.
Ona: x=-1[34] et x=1 [15].
L’ensemble des solutions de (8,) est donc : {510k + 271, k € Z].
[A noter qu’on obtient le méme résultat en posant : x = 15(34k + 18) + 1.]

2. Résoudre dans N? le systeme (S,) : { PGCD(;" ;3’3 Z éﬁ .
Solution
x=12x" et y =12y’

{PGCD(JC ¥ =12 L} peCDW’ ;) = 1
xX+y=60 x’+y’=5

Aonobtient: e ety’=4 ; e y3=3 . x'=3 et y’:z 3 x'=4 et y’:l-

Lensemble des solutions de (S,) est donc :{(12 ; 48), (24 ; 36), (36 ; 24), (48 ; 12))

x=-1[34]
x= 1][15]
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%_E xercices

3.0 Déterminer le PPCM des entiers relatifs a et b 3.d Démontrer que deux nombres impairs consé-
dans chacun des cas suivants. cutifs sont premiers entre eux.
* a=48 et b=12
* a=—3 e b=8 3.e A Taide du théordme de Bézout, démontrer
s a=15 et b=21 gque:vn € Z PGCD2n +1;3n+1) =1.

* a=160 et b=200.
3f Démontrer que le produit de trois entiers rela-

3.b  Déterminer le PGCD des entiers relatifs a et b tifs consécutifs est divisible par 6.
dans chacun des cas suivants.
e a=24 et b=24 3.g Dans chacun des cas suivants, déterminer le
s g=14 o b=931 PGCD des entiers relatifs a et b, puis en dédui-
e a=-75 et b=-25 e leur FPCM. _
s g=132 et b__gs s g=24 et b =56
) * @ =300 et b=750

3.c A I'aide de l’algorithme d’Euclide, déterminer SESLS8S SR <ESaN

le PGCD de 2 867 et 3 431. *a2=-3015 et b=3975

On dit qu’un entier naturel p est premier s'il posséde exactement deux diviseurs positifs : 1 et p.

Exemples

®2,3,5,7,11 et 13 sont des nombres'premiers.
* 12 et 49 ne sont pas des nombres premiers.

'Remarques

* 0 et 1 ne sont pas des nombres premiers.
* Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux.

Tout entier naturel n différent de 0 et de 1 admet au moins un diviseur premier.

D émonstration

Considérons I’ensemble A défini par: A = {d € %(n). d = 2}.

n € A ; donc A, partie non vide de N, admet un plus petit élément p. _

Le nombre p, comme tous les éléments de A, est un entier naturel différent de 0 et de 1.

On en déduit que p est un nombre premier ; en effet si ce n’était pas le cas, il admettrait un diviseur g
entier naturel autre que 1 ou lui-méme et ¢ serait un élément de A strictement plus petit que p.
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=== L'ensemble des nombres premiers

L’algorithme suivant, dii 2 Eratosthéne de Cyréne (276-194 av. J.-C.), permet de déterminer les nombres
premiers inférieurs & un nombre donné n. On écrit les entiers naturels successifs compris entre 1 et n.

* On barre 1 qui n’est pas premier. T+ 9 3 | 4] 5 | 61 7 |89 10
* Le nombre 2 est premier. On barre LiL A B W Ayl 1] 19
tous les multiples de 2 autresque 2. | 2+~ | 22" 93 | 2+ | 95 | 267 | 27| 28| 29 @ 36

_ 31 |37 | 33| 34| 35| 36| 37 | 36| 39 | 40
e Le premier nombre_a non barré est 41 | A2 a3 | A% | 45 | A6 | 47 | 4B | 49 | 507
3, qui est donc premier.

- 5|52 53 | 54| 55| B& | 34| 58| 59 | 64
On barre tous les multiples de 3 61 | 67 63| B4 | b5 | bE | 67 | 68| 69| 20
aures que 3. N 7 B | F ||| 19|80
e On itére le procédé jusqu’a la fin BT 227 8 2+ 85| 86 | 87 | 88 | 89 | 90
du tableau. 91 99, 93 | 94, 951 96| 97 | 98| 99| 160

Il existe une infinité de nombres premiers.

D émonstration

Supposons qu’il n’existe qu'un nombre fini de nombres premiers distincts notés p,, p,, ... , p, et
considérons le nombre n défini par:n=p, xp,x...x p_ + 1.

D’apres la propriété précédente, n admet au moins un diviseur premier p.

Donc p est I'un des nombres p,, p,, ... , P,

On en déduit que p divise n — p, X p, X ... X p,, c’est-a-dire 1.

Ce qui est contradictoire avec le fait que p est premier.

Il existe donc une infinité de nombres premiers.

Remarque

Depuis I’Antiquité, les mathématiciens s’interrogent sur la répartition des nombres premiers. Est-elle
réguliére ? Présente-t-elle des particularités ?

* Jacques Hadamard a démontré en 1896 qu’il y a environ IHHTJ nombres premiers inférieurs a n et que
cette approximation est d’autant plus précise que n est grand.

e En 1963, Stanislas Ulam place les entiers naturels en spirale, comme I'indique la figure
ci-contre, puis noircit les cases des nombres non premiers.

Il obtient une constellation présentant des alignements surprenants, appelée spirale
d’Ulam (cf. introduction du chapltre)

e Le plus grand nombre premier connu, depuis 1998, est : 23921377 _ 1,

Tout entler naturel n, autre que O et 1 et non premier, admet au moins un dnnseu.r premier d tel que :
1<d?<n.

B émonstration

Si n est un entier naturel non premier, autre que 0 et 1, il admet au moins un diviseur strictement
compris entre 1 et n. Notons d le plus petit d’entre eux.

Ona:n=dxd,avecl<d<d ;donc:1<d?<n.

De plus d esl premier (sinon il ne serait pas le plus petit diviseur strictement positif de n).

Cette propriété fournit un critére d’arrét lorsqu’on cherche a savoir si un entier naturel est premier.
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Pour détermmer siun entler naturel n est premler, on essaie de 1e chwser pa.t taus les nombre
prem1ers mfénew:s a qn 51 aucun de ces ncmbres ne divise n, 011 peut du'e que n est prelru

Exemple -

Démontrer que 137 est un nombre premier.

On a: /137 = 11,704.

137 n’est divisible par aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11 ; de plus, 132 > 137.
Donc 137 est un nombre premier.

—.4.2, Décomposition en produit de facteurs premiers

. Théoréme fondamental

Considérons I’entier naturel 14 394 744.
Il peut se décomposer en produit de facteurs premiers ; en effet : 14 394 744 = 23 x 32 x 7 x 13%.

Plus généralement, nous admettons le théoréme fondamental suivant.

Soit n entier naturel (n = 2).
» Il existe des nombres premiers p,, p,, ... , p; et des entiers naturels non nuls o, o, ... , o, tels que :

n= piﬂax P2 X. X p% et p,<p,< ... <Py
‘» Cette décomposition est unlque

Exemple . ; 4 872 2
Pour décomposer 4 872 en produit de facteurs premiers, 2 436 &
on peut utiliser la disposition pratique ci-contre. 1218 2
On obtient : 4 872 = 29 x 3 x 7 x 29, 6001 3
203 7

29 29

£33 L3 1
Exemples d'utilisation

1. Détermination de PPCM et de PGCD

Déterminer le PPCM et le PGCD de 700 et 18 375.

Solution

Ona: 700=22x52x7 et 18 375 =3 x53x 72

Donc : PPCM(700 ; 18 375) = 22 x 3 x 5% x 72 = 73 500.

PGCD(700 ; 18 375) = 52X 7 = 175.

2. Détermination de Pensemble des diviseurs positifs d’'un entier naturel
*a} Quel est le nombre de diviseurs positifs de 14 553 ?
- b) Déterminer P’ensemble & des diviseurs positifs de 14 553.

Solution

a)Ona:14553 =33x72x11.

Les diviseurs positifs de 14 553 sont les nombres qui peuvent s’écrire sous la forme 3% x 78 x 117, ot
a€{0;1;2;3L,B€(0;1;2)etye{0; 1}

Le nombre de diviseurs positifs de 14 553 est donc : 4 X 3 X 2 = 24. C 3% |1]3]9)27

b) Chaque diviseur positif de 14 553 est le produit de 3 nombres, a raison d'un 7011|749

par chacune des trois lignes du tableau ci-contre. 117|111

On en déduit que les diviseurs positifs de 14 553 sont :
1x1x1 1x1x11 1x7x1 1x7x11 1x49x1 1x49x11
3x1x1 Ixixdl 3x7x1 doc 73001 3x49x1 3x49x11
9x1x1 9X1x11 O9x7x1 9x7x11 9x49x1 9x49x11
27)(1)(1 27x1x11 27 x7x1 27 x 7 x11 27 x49x1 27 X 49 x 11.

Donc : ={1;3;7;9;11;21;27;33;49;63;77;99;147 ;189 ;231 ;297 ;441 ;539; 693 1 323 ;

1617 ;2 079;4 851 ; 14 553}. 2
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__4.3. Travaux dirigés

—

e=mmsz Le pefit théoréme de Fermat®
Soit p un nombre premier.

1°) a) Démontrer que pour tout entier naturel i strictement compris entre 0 et p, C; est multiple de p.
b) En déduire que pour tous entiers relatifs a et b, on a: (a + b} = @? + b? [pl.

2°) a) Démontrer que : V a € N, a? =a [pl.

b) En déduire que pour tout entier naturel ¢ premier avec p, on.a : e =1 [pl.

€olution ,
< A P P (p—1 P i, i RN,
1]a)0na.Cp_ ﬁ(p——t]‘ =7 X PRy _?Cri,donc. pC.P_i—ICP.

e so il : : i ;
p divise iC et est premier avec i ; donc G, est multiple de p.

1,
b]Ona:[a-;b)P:ap.[.(I:gl C;)aibp—i) L bP,
-1 =
Or : zc;aibp‘isﬂ[p] . donc ; (@ + b)? = a? + b? [p).

2°) @) Pour tout entier naturel a, considérons la proposition P(a) : « a? = a [p] ».

e P(0) est vraie. :

e Soit k un entier naturel.

Si P(k) est vraie, on a : kP =k [p].

Or, d’aprés la question précédente, on a : (k + 1)P = kP + 17 [p].

Donc: (k+1)P=k+1 [p] ; c’est-a-dire : P(k + 1) est vraie.

On en déduit que P(a) est vraie pour tout entier naturel a.

b) Soit @ un entier naturel premier avec p. '
Ona:axa’'=ax1[p];donc:a”1=1[pl

Les propriétés démontrées & la question Z sont connues sous le nom de petit théoréme de Fermat.

4.a  Vérifier si les nombres suivants sont premiers : 4. En utilisant la décomposition en produit de
103 ; 119 ;137 ; 211. facteurs premiers, dresser la liste des diviseurs
des nombres suivants : 90 ; 120 ; 245.
4b  ¢)Pour tout entier naturel n non multiple de 5,
le nombre 6n + 5 est-il premier ? Af

: Dans chacun des cas suivants, décomposer a et
b) Pour tout entier naturel n, le nombre

b en produits de facteurs premiers et détermi-

5 § :
n? —n + 41 est-il premier ? ner leur PGCD et leur PPCM:

4.c  Décomposer en produit de facteurs premiers . *a=4312 et b=6776
les nombres suivants : 120 ; 126 ; 336 ; 735. *a=28665 et b=412375.

Décomposer 1 925 et 6 860 en produit de fac-
teurs premiers, puis calculer :

51 + 3
1925 6 860 °

4.d En utilisant la décomposition en produit de 4 g
facteurs premiers, metire les fractions sui- E
vantes sous forme irréductible :

495 . 780 . 918
315 * 204 ’ 1242°

3 Pierre de Fermat, mathématicien frangais — 1601 - 1663.
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‘aisonnement
par récurrence

‘ 1 Démontrer que pour tout entier naturel n non
nul,on a:
a) z k(k + 1) = ’1[_“*_13](”_"‘2) |
n(n+1)n + 2)(n + 3)
- :

gb) 3 klle + 10k + 2) =

2 Démontrer que pour tout entier naturel n non
nul, on a:
I T (r=1)n(n+1)
a) k%k[n k)= 5

L 1 n
Jb} kéi k(e+1) n+1

“‘;CJ i 2kl = (n—1)2" + 1.

3 Démontrer que pour tout entier naturel n supé-
rieur ou egal ab,ona:2">5(n+1).

& Démontrer que n droites du plan déterminent
nn+1) -
2
5 30it a et b deux nombres réels.

a) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal a
Z,ona: .

a*—=b"=(a-bla +a2b + ... + ab™? + b1,

b) En déduire que pour tout entier n impair et supérieur
a2ona: '
a’*+b*=(a+b)la?! - avb + .

au maximum + 1 régions.

abn-z + bn—l ]

[ es ensembles N et Z

e - s X — 1
& Résoudre dans Z2 le systéme : {25?-}- i
7 Effectuer la division euclidienne de a par b

dans chacun des cas suivants,

e qg=—2372 et b=44
*a=735 et b=-412
s qg=-—230 et b=-17
e =50 764 _e't b =327,

€ La division euclidienne de 900 par un entier
naturel b a pour quotient 14 et pour reste r. Quelles sont
les valeurs possibles de betr?

9 Déterminer les entiers naturels n dont la divi-
sion euclidienne par 16 a un reste égal au carré du quo-’
tient.

10 Soit q et r le quotient et le reste de la division
euclidienne d’un entier naturel @ par un entier naturel
b. Sachant que @ + b + r = 3 025 et g = 50, rétablir la
division.
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"du nombre B =

11 Ecrire en base deux les nombres suivants :
85,104 ;3 607.

12 Ecrire dans le systéme décimal les nombres
suivants, écrits en base deux :

10110°; 111000° ; 10101010°

. 110100011°.

13 Ecrire 25— 1 en base deux.

18 b est un entier naturel superleur al.
Ecrire (b + 1)2 en base b.
(On distinguera deux cas : b= 2 et b # 2}

Multiples et diviseurs

15 Résoudre dans Z 'équation : x2 =-1 [5].

16 Résoudre dans Z 1'équation :
2 —3r+4=0[7]

17 Démontrer que la somme des cubes dé trois
entiers relatifs consécutifs est divisible par 9.

18 1. Déterminer, suivant les valeurs de 'entier
naturel n, le reste de la division euclidienne par 7 du
nombre A=n*-n+ 1.

2. En déduire les entiers n tels que le nombre A soit
divisible par 7.

3. Déterminer le reste de la division euclidienne par 7
(2 753)2 —2 753 .+ 1.

49 Démontrer que pour tous entiers naturels a, b
gtc,ona: a®+ b2 +c*=0[7] = abe=0[7]

20 1. Déterminer le reste de la division eucli-
dienne de 111 9% par 7.
2. Plus généralement, déterminer suivant les valeurs de
I'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de”
117 par 7.

21 Déterminer les entiers relatifs n tels que la
n+ 17

s soit un entier relatif.

fraction

22 Démontrer que pour tout entier naturel n, le
nombre n(2n + 1)(7n + 1) est divisible par 2 et par 3.

23 p et g sont deux entiers naturels inférieurs ou
égaux A 9. Parmi les nombres suivants, un seul est divi-
sible par 7 quelles que soient les valeurs de p et q.
Trouver ce nombre. ,

—_ 10 —_—0

a) qqp pap b) qqq ppp .
_0 —_—0

c] qpq gpp d) qpq pqp

2% 1. Un nombre s’écrit x43y dans le systéme
décimal.
Déterminer x et y pour qu’il soit divisible par 2 et 9.
2. Un nombre s’écrit Z8x75y dans le systéme décimal.
Déterminer x et y pour qu’il soit divisible par 3 et 11.
3. Un nombre s’écrit 1x1yxy dans le systeme décimal.
Déterminer x et y pour qu’il soit divisible par 63."



25 Démontrer que pour tout entier naturel n,ona:
q) 32l g gne2 divisible par 7
b} gp¥L.. 28l divisible par 11
c) 1092 4 1087+ 4 9 ... divisible par 111.
{(On pourra faire un raisonnement par récurrence.)

26 Démontrer que pour tout entier naturel n, on a :

a) 5™—3n divisible par 11
b) -1 divisible par 6
g) 3®_ge divisible par 7

d} 3 x 521 4 23n41 divisible par 17.
. (On pourra utiliser les congruences.)

27 Soit n un entier non divisible par 7.
Démontrer que I'un des nombres n® — 1 et n® + 1 est
divisible par 7.

28 Soit n un entier naturel.
1. Quels sont les restes possibles de la division eucli-
dienne de n® par 5 ? :
2. Démontrer que n® — n est divisible par 5.

29 Soit n un entier naturel.
1. Déterminer suivant les valeurs de n le reste de la
division euclidienne de 7™ par 10.
2. Dans le systéme décimal, déterminer suivant les
valeurs de n le chiffre des unités du nombre :
A=1+7+72+7+...+7"

. 30 Quels sont les entiers naturels n pour lesquels
15 X 3" — 3 est divisible par 7 ?

31 Démontrer que parmi cing entiers relatifs, on

peut toujours en choisir trois dont la somme est divi-
sible par 3.

GCD et PPCM
Nombres premiers entre eux

32 Déterminer le PPCM des entiers a et b dans
chacun des cas suivants. ’
e q=24 et
* g =180 et

b=56
b = 450.

33 Déterminer le PGCD des entiers a et b-dans
chacun des cas suivants.

s a=48 et b =32
*a=1640 et b =492
s =168 et bh=2160
* a=2343 et b =1 225.

38 Déterminer les couples (a ; b) d’entiers natu-
rels tels que : PGCD(a ; b) =7 et a + b = 105.

35 Déterminer le PGCD des entiers a et b dans
chacun des cas suivants.

e a=1455 et b =335

*» a=3 604 et b= 4452

* a=13 860 et b= 4438

* a=2323232 et b= 232 323.

" 36 Déterminer le PPCM des entiers a et b dans
~ chacun des cas suivants.
s a=162 et
*a=06 974 et

b =252
b=9 287.

&

37 Résoudre dans N2 les systémes suivants.

PGCD(x ; y) = 354 PPCM(x ; y) = 168.
a){x+y=5684 % bJ{x-xy:lOOB

38 Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on
désigne par p leur PPCM et par 8 leur PGCD.
1. Determmer les couples (a ; b) d’entiers nat'urels tels
que : 2u + 38 = 11.
2. Dresser la liste des diviseurs de 108.
Déterminer les couples (a ; b) d’entiers naturels tels que :
n—35=108 et 10<d < 15,

39 1. Quels sont les entiers naturels dont le carré
est un diviseur de 1998 ?
2. Pour tout couple (a ; b) d’entiers naturels, on désigne
par u leur PPCM et par & leur PGCD.
Déterminer les couples (a ; b) d’entiers naturels tels que :
u? — 352 = 1998,

£0 Démontrer que pour tout entier naturel n, on a:
o pin*—1) divisible par 12 ;
s nin®-1) divisible par 60 ;
e n[n®-1) divisible par 42.

41 Démontrer que les fractions suivantes sont
irréductibles.

0 2 (EZ) b) 2212 (rEZ)
o -t (heZ\-1) d)z';g‘—flﬂ( c2)

42 Démontrer que si la fraction % est irréduc-
tible, il en est de méme pour les fractions :
a+bhb ab a+b a?b?
ab @ + b* a?+ab+b* . a®+b?

£3 1. Déterminer I'ensemble des entiers relatifs n
tels que n + 2 divise 2n— 1.
2. Démontrer que pour tout entier relatif n, les nombres
n + 2 ot 2n? + 3n 1 sont premicrs cntre cux.
3. En déduire les entiers relatifs n pour lesquels la frac-
(2n—-1)2n% + 3n—-1)

tion est un enti latif. ¢
22 n entier relati

&5 1. Résoudre dans Z? I'équation (E’) :

2x—3y=0.
2. Déterminer dans Z? une solution de 1’équation (E) :
Zx -3y =3.

3. Résoudre (E).
45 Résoudre dans Z2 ’équation : x + 11y = 203.

£6 1. En utilisant I'algorithme d’Euclide, déter-
miner deux entiers naturels x et y tels que :
45x — 28y = 1. :
2. Résoudre dans Z2 I’équation (E) : 45x — 28y = 1.
3. Résoudre dans 72 I’équation (E’) : 45x — 28y = 6.

£7 Un entier naturel n a :
— pour reste 5 dans la division euclidienne par 8,
— pour reste 4 dans la division euclidienne par 11.
Quel est le reste de la division euclidienne de n par 88 ?

"

£8 Résoudre dans Z le systéme.: {
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N ombres premiers

A9 Verifier si les nombres suivants sont pre-
miers : 649 ;1 001 ;1999 ; 71 487 ; 257 323.

5@ Démontrer que si n est un entier naturel supé-
rieur ou égal a 3, alors n? + 4n — 5 est un nombre qui
n’est jamais premier.

51 Soit A =100
1. Quelle est la puissance de 2 dans la factorisation de
A?
2. Par combien de zéros A se termine-t-il ?

52 Déterminer les entiers naturels n tels que :
a) PPCM(n;6)=96 ; b} PPCM(n; 72) = 216.

53 Déterminer I'entier naturel n tel que :
600 <n <1100 et PGCD(n; 630) = 105.

5% Quel est le plus petit entier naturel ayant 15
diviseurs positifs ?

BB Déterminer les entiers naturels, écrits avec
deux chiffres, dont le nombre de diviseurs est le plus
grand possible.

56 Déterminer I’ensemble des entiers naturels n
telsquen,n+2,n+6,n+8, n+ 12 et n + 14 soient
premiers.

57 Déterminer I'entier naturel n, écrit avec 4
chiffres, tel que les restes des divisions euclidiennes de
39 818 et 62 566 par n sont respectivement 37 et 53.

58 Démontrer qu'un entier naturel n posséde un
nombre impair de diviseurs positifs si et seulement si n
est un carré parfait.

59 Déterminer les couples (a ; b) d’entiers nafu-
1els tels que : PPCM(a ; b) = 504 et a + b = 135.

@0 Déterminer les couples (a ; b} d’entiers natu-
rels tels que : PGCD(a ; b) = 42 et PPCM(a ; b) = 1 680.

61 1. Décomposer 469 en produit de facteurs pre-
miers.
2. Résoudre dans N? I'équation : x* — y* = 469.

62 Soit a, b et ¢ trois entiers naturels non nuls.
Démontrer que si ab < ¢, alors:a+ b <c.

63 On se propose de résoudre dans Z 1’équation
(E) : x2=-1 [25].
1. Démaontrer que (E) se raméne a chercher des nombres
x tels que : x% = 49 + 25k (k € Z).
2. Résoudre alors I’équation (E).~

&4 Soit a et b deux entiers naturels non nuls.
Démontrer que : PGCD(13a + 8b ; 5a + 3b) = PGCD(a ; b).

&5 Soit n un entier relatif.

Démontrer que si 11 ne divise pas (n — 4), alors (2n + 3)
et (n + 7) sont premiers entre eux.
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66 On veut planter des arbres sur le périmétre
d’un terrain triangulaire de c6tés 132 m, 156 m et
204 m, de telle sorte qu’il y ait un arbre a chaque som-
met du triangle et que les arbres soient également espa-
cés. Quel est le nombre minimum d’arbres que I’on
pourra planter si ’on veut que la distance entre deux
arbres soit exprimée en un nombre entier de métres ?

&7 On dispose de dix poids, dont les masses res-
pectives sont 1, 2, 22, 23, ... , 28 et 2° grammes.
1. Quelle est la masse maximale M que I’on peut équi-
librer sur une balance avec ces dix poids 7
2. Démontrer que tout objet, dont la masse est un
nombre entier de grammes inférieur ou égal a M, peut
étre équilibré avec ces dix poids.

68 A l'aide de deux seaux dont les capacités en
litres sont C, et C,, on veut mettre exactement 1 litre
d’ean dans une citerne que I'on peut remplir ou vider 2
volonté.

1: Est-ce possible lorsque C, =7 et C,=47?
Lorsque C, =6etC,=47?
Etud.ler le cas général

€9 Le plan est muni du repére (O, L, J).
Soit p et g deux
entiers naturels non |¢
nuls et M le point de 4
coordonnées (p ; q). /
Déterminer, en fonc-
tion de p et ¢q, le B
nombre de points du | | [ {7
segment [OM] dont |[7| A
les coordonnées sont [of | »
des entiers naturels.

70 Soit a, b et c trois entiers naturels tels que :
2+ b%=ck
Démontrer que abe est divisible par 60.

71 On désigne par ¢(n) le nombre d’entiers natu-
rels inférieurs & n et premiers avec n.
1. Calculer ¢(5), ¢(13), ©(15), ¢(36).
2. p et g sont deux nombres premiers distincts. Calculer

o(p), 9lpg), olp?).
7% Soit (x,) et (y,) les suites définies par :

x,;=3,y,=1
VreNx, = gx +—yn+1
VneNy,,,= 21: +—yn+2

1. Démontrer par récurrence que les points M, de coor-

données (x,, ; y,) sont sur la droite (D) d’equanon
2x—y—-5=0.

2.En dédun‘e X,,, en fonction de x,.

3. Démontrer que (x,) et (y,) sont des suites d’entiers

relatifs.

4. Soit n un entier naturel. :

a) Démontrer que x, est divisible par 5 si et seulement

si y, est divisible par 5.



b) Démontrer que si x,, et y, ne sont pas divisibles par
5, alors ils sont premiers entre eux.
5. a) Démontrer par récurrence que :

vyne N,xn=2“+1+ 1.
b) Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise x_ si
et seulement si 5 divise x,_,.
c) En déduire les valeurs de n pour lesquelles x, et y_
sont divisibles par 5.

73 On considére les nombres A et B tels que :

A= —106n+2 + 103n+1 +1

B =10 + 105" + 103" + 1
1. Vérifierque: 10%-1=9x111;

1034+ 1=7x11x13.

2. Démontrer que :
* ¥V ne N, A est divisible par 111 ;
* si n est impair, alors A est divisible par 7 et par 13.
3. a) Si n est impair, démontrer que B est divisible par
7,11 et 13.
b) Si n est pair, déterminer le reste de la division eucli-
dienne de B par 7, 11, 13 et 111.

(n € N).

7% 1. Résoudre dans 72 I'équation :
661x — 991y = 1.
2. Soit (u) et (v,) les suites arithmétiques définies par :
U, =3,0v,=2 '
VneN, u'n “
VreEN, D,
Déterminer tous les couples (p ; g) d’entiers naturels

inférieurs a 2 000, tels que : U, = U,

=un+991 .
=uv, + 661

75 30it 2 résoudre dans N2 I’équation
(E) : 15x% — 7y = 9.
1. a) Démontrer que dans le systéme décimal, le dernier
chiffre d’un carré est 0, 1, 4, 5, 6 ou 9.
b) En déduire que 7y + 9 n’est pas divisible par 5.
2. Résoudre I’'équation (E).

76 Soit a résoudre dans 72 I’équation
(E):3x% + 3x+ 7 =35
1. Vérifier que (E) est équivalente a :
3xt+x+2)=p°-1.
2. Résoudre I’équation (E).
{On pourra distinguer 3 cas :
y=0{[3], y=1[3] et y=2{(3])

77 On désigne par P I'ensemble des entiers natu-
rels premiers. On se propose de résoudre dans P2
I’équation (E) x® — y? = pq, ol p et q sont deux entiers
naturels premiers.

1. Etudier le cas ol p =g = 2.

2. Etudier le cas ol g = 2 et p > 2.

3. a) On suppose que : 2 < g < p.

¢ Démontrer que y est nécessairement égal 2 2.

* En déduire que si p — g # 4, (E) n’a pas de solution.
b) On suppose que : p— q = 4. _
Démontrer que si (x ; 2) est solution de (E), alors les
nombres ¢, x et p forment une suite arithmétique de rai-
son 2.

En déduire que (E) n’a de solution quesig=3etp =7.
(On pourra démontrer que pour tout entier n, Pun des
trois nombres n, n + 2, n + 4 est divisible par 3.)

Quelle est la solution de (E) dans ce cas ?

78 On se propose de résoudre dans N2 Péquation

(E) : 5% — 4% = .
1. Vérifier que (1 ; 1) est solution de (E).
Dans la suite du probléme, on suppose que x est diffé-
rent de 1.
2. L'objet de cette question est de démontrer que x est
pair '
aj Quels sont les entiers naturels n tels que : n2 =5 [8] ?
5] Démontrer que si x est impair, alors 5° — 4* =25 [8].
c] Conclure.
3.Onpose:x=2m(m e N).
a) Demontrer que (E) est équivalente & :
[5m _y)(5m A y) = 24m.
b) En déduire qu'il existe deux entiers p et q tels que :
5¥—y=2% et 5™M+y=2%avec p+gq=4m.
p=1
¢) Déduire de 3. b}que:{q=4m— 1
5™ =1 + 42m-1
En déduire que: m < 1.
(On pourra faire un raisonnement par I'absurde.)
4. Déterminer les solutions de (E).

79 0n se propose de déterminer tous les entiers
relatifs k tels que k* + k% + k2 + k + 1 soit un carré par-
fait.

Onpose: g =k?'+k*+ k2 +k+1(q € Z).
1. Etablir les égalités suivantes :

4q = (2k? + k)? + 3K% + 4lc + 4 (1)
4t =2k +k+ 12— (k-3)(k+ 1) (2)
492 = (2% + ke + 2)2 — 5k? - (3).

2. Déduire de (1) et (3) que :
(2% + k)? < 4g® < (2K2 + & + 2)2.

3. Déduire de la question 2. que :

4% = (2K2 + k + 1)? (4)

ou

4q% = (2k% + k + 2)2 (5).
4. Déterminer les valeurs de k en considérant les éga-
lités (2) et (4), (3) et (5).

80 1. Soit p et q deux entiers relatifs premiers
enire eux, n un entier naturel non nul.
Démontrer que p et g" sont premiers entre eux.

2, Soit P(x) = a xa™ + ... + a,x + a, un polyndme a coef-

ficients entiers relatifs admettant une racine rationnel-
le —g— (p et g sont des entiers relatifs premiers entre eux).

Démontrer que p divise a, et ¢ divise a,,.
3. Factoriser le polynéme : 3x° + 7x2 + 7x + 4.
4. Résoudre dans Q 1’équation :

LA+ 12704 — 1200 + x4 TX— 1= 0,

81 1. Soit n un entier naturel congru & 3 modulo 4.
Démontrer que n admet un diviseur premier congru & 3
modulo 4.

(On pourra remarquer qu’un produit de nombres
congrus & 1 modulo 4-est congru a 1 modulo 4.)

2. Démontrer qu’il existe une infinité de nombres pre-
miers congrus a4 3 modulo 4.

(On pourra utiliser un nombre n de la forme 2 xp! —1.)

&% On appelle nombre triangulaire tout entier

2
Ereaen.

naturel qui peut s’écrire sous la forme 3
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1. Démontrer que si n est la somme de deux nombres
triangulaires, alors 4n + 1 est la somme de deux carrés.
2. Etudier la réciproque.

€3 Nombres amiables — Nombres parfaits
1. On appelle diviseur strict d’un entier naturel r tout
diviseur de n positif et autre que lui-méme.
Déterminer les diviseurs stricts de 220.
2. On appelle nombres amiables deux entiers naturels
tels que chacun d’eux est égal & la somme des diviseurs
stricts de ’autre.
Vérifier que : 220 et 284 sont amiables ;
17 296 et 18 416 sont amiables.
3. On appelle nombre parfait tout entier naturel égal a
la somme de ses diviseurs stricts (c’est-a-dire amiable
avec lui-méme).
a) Le nombre 28 est-il parfait ?
b) Déterminer un nombre premler p tel que 2%p soit un
nombre parfait.
¢} Soit n et p deux entiers naturels, tels que p soit pre-
mier. Quelle doit étre ’expression de p en fonction de
n pour que 2"p soit parfait ? '
Dresser la liste des nombres parfaits de cette forme,
pour n < 10.

8% Nombres de Mersenne
1. Soit a et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux
4 2. Démontrer que si @" — 1 est premier, alors a = 2 et
n est premier.
2. On appelle nombre de Mersenne, tout entier naturel
M, de la forme M, = 2" — 1, ol n est un entier naturel
premier.
a) Vérifier que M,, M;, M, et M, sont premiers.
b)Qu’en est-il de M,, ?

Le Pére Marin Mersenne (1558-1648) fut le premier @

tenter de dresser la liste des nombres premiers de la
forme 2™ - 1.
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1l Ie fit, avec quelques erreurs, jusqu’a n = 257.

On sait aujourd’hui que, jusqu’é@ n = 5 000, 2" - 1 est
premier lorsque n prend I'une des valeurs suivantes : 2,
3,5,7,13,17, 19, 31, 61, 89, 107, 127, 521, 607, 1 2789,
2203,2281,3217,4253 et 4 423.

Le plus grand nombre de Mersenne premier connu
depuis 1998 est 2" — 1, avec n = 3 021 377.

85 Nombres de Fermat
On appelle nombre de Fermat tout entier naturel F, de
la forme F, = 22" + 1, oil n est un entier naturel.

1. a) Calculer Fu B, B otF,,

Vérifier que ces nombres sont premiers.

b) Vérifier que F, est divisible par 641.

2. Démontrerque: VnEN,F = (F -1+ 1.

3. Démontrer par récurrence que pour tout entier natu-
rel n strictement supérieur 4 1, I’écriture décimale de F,
se termine par 7. (On pourra utiliser les congruences.)

4. Soit k un entier naturel non nul.
a) En posant a = 22", démontrer que :

Fn+k—2 a2k_1

F a+1

n

b) En déduire que F, divise F, ;. — 2.

5. Déduire de la question précédente que deux nombres

de Fermat distincts sont premiers entre eux.

&6 Des urnes et des billes

Trois urnes contiennent des billes. Chaque urne est suf-
fisamment grande pour contenir la totalité des billes. La
seule opération autorisée est de doubler le nombre de
billes contenues dans une urne en prélevant des billes
dans une autre.

Démontrer qu’il est possible, quel que soit la configura-
tion initiale, d’obtenir une configuration ot I'une des
urnes est vide.



2 1 Cal_culs vectoriels
~

Introduction

Deux outils géoméirigues sonf cu cceur de ce chapitre : bary-
centre et produit vecioriel.

Le premier, introduit e uiilisé dans le plan en classe de premiére
Teis fait I'objet d'une généralisation a Fespace. '
it Rt Le second est une nouveouié qui permet de résoudre, géométri-
quement ou analytiquement, cerigins problémes de calcul de dis-
tances, d'angles, d'aires ef de volumes.

Les lignes ou surfaces de niveau constituent un inferméde entre ces
outils.

© Tongente.

Une illustration du théoréme de 'angle inscrit.

1. Barycentre de n points pONAErés ...............cc.ee.u...
2. Lignes de niveau ...........c.cco..cvee. S T 39
Bu  PrOCOIEVBEIONE] wovavsmmssima i 44
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P (respectivement €) désigne Ie plan (respectivement I'espace).
V' (respectivement W) désigne I'ensemble des vecteurs du plan (respectivement de I'espace).

Dans cette lecon, sauf mention contraire, I'ensemble de référence peut étre aussi bien le plan P que 'es-
pace €.

Smt [Avoal]1 <i<n N points pnnderes.

Si Za # 0 alors il existe un umque pomt G tel que: 3 ._”__= 0.
i= =% = ;
Bémonstra_tion _
Soit O un point.
n — n
Ona: Yo,GA,= ( ):,ocl)GO +Ya,0A,
i=1 i=1 i=1
n = - —r
Donc: 20,GA;=0 & 0OG= ):oz;(i)Al
. i=1 z o =1
=
Or, le vecteur - nl ):,{x OA est parfaltement déterminé par les points O ef (A,0), c;cp b
s i=1

o, =
i=1

dong, le point G existe et est unique.

‘Soit (Al,onl]1 <i<n Tt points pondérés tels que : Za #0.
On appelle barycentre des points pondérés (A,0); .; 1’umque point G tel que : 20!. _E =0, :

-

A.l -
oyl Jon]

o3
=

On note : G =bar{(A,,a,), ..., (A,,&,)} ou G=bar

....1.2. Propriétés

=2 Homogeénéité

Le barycentre de plusieurs points ponderes est mchange lorsqu on multiplie tous les coefﬁments par
un méme nombre réel non nul. - -

En effet, pour tout nombre réel k non nul, on a : Z{x GA =0 & Zka GA =0.

i=1 . i=1

Remarque

Le barycentre de points pondérés affectés de coefficients égaux est appelé isobarycentre de ces points.
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Soit (A,00), ;. ,, n points péndérés.
Pour tout point M, ona:

*si Eaﬁtﬂ alors ZOt__MA

i=1

(i’o&i) MG oii G est Ie barycentre des points pondérés (A,0.), c;,, 5
=1 T e N N S R L . =i

* 5j Z'a;: 0, 'a'lors le vectem'._Z{tiMAi est indépendant de M.
i=1 =1

Démonstration *
e Si Zoc +# 0, alors iaimf = (ZC&)MG + ha:(};‘;' (f )\{G

i=1 i=1 =i
e Si Z(x. =0, alors 0t1=—§0t£

i=1 i=2

et Eo&tMA ——(ZO‘,)MA +ia1\; i)=iai(4®+ﬁyz%i)=%aiﬁi.

i=1 i=2 i=

Dong, le vecteur ﬁociﬁ?&i est indépendant de M.
i1

Exemples
Soit ABC un triangle et M un point du plan.

. —> —> - —>
Réduire les sommes : 3MA + MB + MC
—> —> —
MA - 2MB + MC.

A
, M
w_él 'y
B | c |
—> — —> — —
3MA + MB + MC =5MG" MA 2MB + MC = MB+BA 2MB+MB+BC

ol G = bar {(A,3), (B,1), (C,1)}. = BA + BC.

ssmzm=a Coordonnées du barycentre

L'espace 8 est muni du repére (O, i, j, k). Mo =egeng
Soit (A,,¢t), . ;. , " points pondérés et G leur barycentre. |

Si (x; ; yl ; z,) sont les coordonnées du point A, {1 <i<n) et (x y z) ce]]es de G

ey Zoy,  Yag
alors: x=51___  y=8__ - =l -

_Zai : 20, 20k

i=1 . =1 = g et

En effet, d’apreés la propriété de réduction de Ea I\iA onapourM=0: f',o&ifj;‘li = ( ﬁ(xi) 0G.
i=1 i=1

i=1
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Exemple

Soit ABCD un tétraédre. Y
L'isobarycentre de ABCD est le point G tel que : 4AG = AA + AB + A

— —> —r . 1 =
Donc dans le repere (A, AB. AC, AD), G a pour coordonnées ( ik n

EEEsE

On ne chanae pas le barycentre de n points pondérés (n >3) en remplagant P d’entre eux [1 <p< n]
dont la somme des coefficients est non nulle, par leur barycentre partiel affecté de cette somme.

Cette propriété est aussi appelée propriété d’associativité.

Démonstration

Soit G le barycentre de n points pondérés (A;,a), .;.,(n=3).

Supposons, par exemple, que pour un entier naturel p (1 < p < n) on ait Ecx # 0 et désignons par H le
barycentre des p points pondérés (A;, ), ., . 5

On peut toujours considérer, en changeant éventuellement 1’ordre, que ces p points sont les p premiers.

P
Ona: ZaiG_Ai = ( 2.0 )Gﬁ (d’apres la propriété de reductmn]
i=1 i=1

—> P —
Donc : ZOLGA =0 & ZOLIGA + 2‘, oszA -0

i=1 =1 i=p+1

& (Eoc)GH+ b ocGA = 0™

i=p+1
; » ‘
C’est-a-dire : G est le barycentre des points pondérés (H, iZocI.), [Ap ol upﬂ], . )
=1

Exemple

Soit ABCD un tétraédre, G son centre de gravité et G, le
centre de gravité du triangle BCD.

—> —> — —_ > — —
Ona: GA+GB+GC+GD=0 & GA+3GG, =0

—> 3 —=
& AG=3AG,.

...1.3. Ensemble des barycentres de points pondérés

= Ensemble des barycentres de deux points disfincts
La propriété suivante a été démontrée en classe de premiére.

L’ensemble des barycentres de deux points thstmcts A et B est la droite (AB).

== Ensemble des barycentres de trois points non alignés
Soit A, B et C trois points non alignés.
* Si a, B et y sont trois nombres tels que o + B + v # 0, désignons par G le barycentre des points pondé-
rés (A, o), (B, ) et (C, 7).
—> —> —
D’aprés la propriété de réduction, on a : BAB + YAC = (o + B + Y)AG.

Donc, AG =—J3——A_]§ =T __AC ot appartient au plan (ABC).
a+pP+y oa+B+y

-
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* Réciproquement, soit M un point du plan (ABC).

: — — —r —> — —> —>
Il existe deux nombres réels x et y tels que : AM = xAB + yAC = x{AM + MB) + y(AM + MC).
Ona: {1—~x—y)1\?A+xﬁﬁ +yI\Z(>]=5:avecl—I—y+x+y#0.
Donc, M est le barycentre des points pondérés (A.1 —x —y), (B, x) et (C,y).

On en déduil la propriété suivante.

R
e

L'ensemble des har_\_;_rceiltres de trois points non alignés A, Bet C est le plan (ABC). -

Remarque .

L'ensemble des barycentres de quaire poinis non coplanaires est I'espace €.

1.4, Travaux dirigés

= Alignement de points

Soit ABCDE une pyramide de sommet A, I et J les centres de gra-
vité respectifs des faces ABC et ADE, G le barycentre des points
pondérés (A, 3), (B, 2), (C, 2), (D, 1) et (E, 1).

Démontrer que les points G, I et J sont alignés.

En déduire une construction du point G. \

Solution

I est le barycentre de (A, 1), (B, 1) et (C, 1) ;

] est le barycentre de (A, 1), (D, 1) et (E, 1).

Or, G est le barycentre de (A, 3}, (B, 2), (C, 2), (D, 1) et (E, 1) ;
donc, d’apres la propriété des barycentres partiels, on a :

G barycentre de (A, 2),(B,2),(C,2) et (A, 1), (D,1),(E 1),
¢’est-a-dire G barycentre de (I,6) et (J,3).

Donc, les points G, I et ] sont alignés.

De plus, G appartient au segment [I]] et est tel que:IG = %I}.

mamzpmns Parallélisme, concours de droites

Soit ABC un triangle, o, f§ et y trois nombres réels tels que : o+ B=0,c+y=0etp+y=0.
On désigne par : A’ le barycentre de (B, B) et (C, 7] ;
B’ le barycentre de (A, o) et (C, y) ;
C’ le barycentre de (A, o) et (B, B).
1°) Démontrer que si @ + f§ +y= 0, alors les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont paralléles.
2°) Démontrer que si o +  + v+ 0, alors les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concourantes en un point
que I'on précisera.

Solution

L'existence des points A’, B’ et C’ est assurée par les conditions : 0.+ B# 0, 0.+ y# 0 et B+y=+0.
De plus, comme ABC est un triangle, ona: A=A, B=B et CzC'.
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1°)a+P+y=0
Pour tout point M, le vecteur oMA + ﬁI\TB + '\ﬂ\?ﬁ est indépendant

de M ; notons-le #. On a : oMA + BMB + 'yMC u B - _7C
En remplagant M par A’, on obtlent aA’A + |3A’B + '}'A_E : A /_ e

Or: A’ = bar (B, m, (Cy)} = BAB+yAC=T0. o

Donc : aA’A = B s M\ ;’/

On démontre de méme que : BB’B =yCC=1u. L /

On en déduit que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont parall&les. /B JA /C

2°) o+ |3 +Y#0 e
Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,B) et (C.7)

Pour tout point M, on a : oMA + BI\TB +‘yﬁf3 = (c+ B+ y]l\?é.

En remplagant M successwement par A’, B’, C’ on obtient : A

OLA’ =(a+p+ ylA’ A
BBB = (+ B+ VBTG _
vC'C = (e + B + 7)CG. B A C
On en déduit que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont concou- '
rantes en G.

—_

Pour ‘démontrer que deux dmltes (I]) ot (KL) sont sécantes en un point G, on peut demontrer .
que G est a ]a fois barycentre des pomts Iet] et barycenﬁ'e des pomts KetL. '

Xercices =
— — —_
1.0 Soit A et B deux points distincts. Dans chacun a)en ex.p'rimant AG en 'fonction de ABet AC;

des cas suivants, écrire A comme barycentre b_) en utilisant la propriété des barycentres par-
des points B et C. tiels. |

e = —> — .
a) BA =-3CA b) 5AB = AC 1 F Dans chacun des cas suivants, écrire G comme

L L . o C
c) SAé -2BC=0 d) ﬁ_ﬁ +KE: +BC =3BC barycentre des points A, B et C.
G
A

1.b  Ecrire chacun des points A, B et C comme
barycentre des deux autres.

A B i ,
bt —1— B c
. [ A ;
1.c Soit ABCD un parallélogramme. Réduire les '
sommes de vecteurs suivantes : : G
2= 3MA + MB - 2MC; ,. ¢ c
/= MA + 2MB + MC - D : o
w= MA-MB+MC-MD. 5 l.g Soit ABCD un parallélogramme R
. : —_
' : P est le point tel que : AP = —AB Q est le
" ; . = >k P q
1d L'espaice ' estmuni A gepere [(13' by k& ;}n . symétrique du milieu de [AD] par rapport 4 A.
considere les points A(—24), B( 52) et C(—z‘l). Démontrer que les points P, Q et C sont alignés.
a) Calculer les coordonnées du barycentre I de " -
(B, 2) et (C, 3). . ’ - 1.h Soit ABCD un tétragdre. P, Q, R et S sont les
b} Calculer les coordonnFes du barycentre J de Rglnts tels e
(A, 5),(B,2)et(C,3). - -——AB AQ -——AD CR —-CB et cS ——CD
t ili All.
% Vir,lﬁer que Jest le m111qu de (A1 On des1one par I et J les mlheux respec’nfs de
et : - [AC] et [BD].
l.e Soit ABCun triangle. Constmlre le barycentre Démontrer que les droites (PS), (QR) et (IJ) sont
des points pondérés (A,~ 2), (B,1) et (C,4) : : _ concourantes. . ¥
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n
-..2.1. Lignes de niveau de M — >, o, MAZ
i=1

Soit (A;,e), ¢; < , ? points pondérés du plan et k un nombre réel. .
On se propose de déterminer les lignes de niveau k de l’appl_u:atlon M Ziot MAZ ;

=
c’est-d-dire I'ensemble (E,) des points M de P tels que : )y oMA? = k.

i=1

; s 19 cas @ la somme des ceefftcuents est non nulle
801t G le barycentre des points pondérés [A;,cx)

1<ign

Pour tout point A, (1<i<n),ona:MA?= (MG + GA)? = MG? + GA? + 2MG.GA,.

Or:3 o,GA, =0 ; donc: zaMAz = (Zocl)MGz +3 0 GA?.

i=1 i=1
& i k- ZaGAz
On en déduitque:VkElR,Za,MAf:k <}_->MG2——‘-'—1—.
i=1 ECL —
_ k- E,OLGA2 o i=1
Posons:——"—_p;ona:MG2=p.
20

i=1

Si p<0,alors (E)=0 _
si p=0,alors (E)={G}; - "
si p>0,alors (E,) est le cercle de centre G et de rayon JE)

Smt (A oz,)l .. pomts ponderes du plan tels que : Z o, # 0.
« Pour tout pomt M du plan,on a: Z ocMi’hL2 ( ZOL[)MG2 + E o, GA?

011 G estle barycentre des points pondérés [A, s 4 [—

*La hgne de mveau k de l’apphcatmn M — ) G(.!N[A.z est &, {G} ou un cercle de centre G. e
T dml R

Remarques

* Soit k un nombre réel et f une application de I'espace € dans R.
On appeﬂe surface de niveau k de f, I'ensemble des points M de € tels que : f(M) = k.

* Si ):,a # 0, alors la surface de niveau k de I'application M — E o, MA} est @, {G} ou une sphére de

=1 *
centre G, G étant le barycentre des points ponderes (A0, o4

#*

Exempfe

Soit ABCD un rectangle tel que : AB =2 et BC = 1. g & ®

Déterminer et construire I'ensemble (E) des points M du plan tels que :

'MA? + MB? + MC? + MD? =10. Y
L'isobarycentre des points A, B, C et D est le centre I du rectangle ABCD." - ( s

Ona: AA2+AB2+ACZ+AD3—4+5+1~10 ; |

donc : A € (E). A \-/ B

On en déduit que (E) est le cercle circonscrit au rectangle ABCD.
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; 2° cas : la somme des coeff icients est nulle
Son O un point du plan.
Pour tout point A, (1<i<n),ona:MAZ= [OA OI\/I]z OA’ + OM? - ZO_ﬁI.C-)_AI. .

On en déduit que : ): al.MA =3 o;OAZ -2 OM.('ZOLiOAE).

i=1

Posons : u = fﬁ lOA on obtient: Vk € R, ZaMAz—k s 2u OM EaOAz k.
i=1 i=1
* Sid= 0, on a deux cas : mEaOAZ k=0,alors (E) =2 ;

i=1

si EOLOA"" k#0,alors (E,) =
i=1

' Si i 0, considérons la droite (@) de repére (O, u) et le point P tel que : OP =%.
Soit H le projeté orthogonal de Msur (). Ona: OM « = 0H x OP.

Donc: V k €R, ZaMAz—k o OHestconstante

i=1
On en déduit que M appartient a ]a droite perpendlculalre a (@) en H, ot H est le point venfiant

2 0H x0P = EO:OA2 k.

i=1

';}'..'-_. .‘f.";*"‘ 1 B aE -

oint du plan.

Soit (A;,®), < ; <,  points pondérés du plan tels que : Zor. 0 et O un p

i=1

* Pour tout point M du plan, on a: ): aMA? = Za OA? - 21.0M,

i=1

ol I est le vecteur Za OA indépendant de M.
i=1

* La ligne de niveau k de I’application M — Z o,MA?Z est :
i=1

_+
—PouP,siu=0; s
— une droite de vecteur normal w,siu# 0

Remarque
Dans I'espace ¢, si Ea = 0, alors la surface de niveau k de I'application M — ZociMAz est &, € ou un

plan de vecteur normaI u= Zo& OA
i=1

Exemples

e Soit ABC un triangle isocele tel que : AB=4 et CA=CB =6.
Déterminer ’ensemble (E) des points M du plan tels ls que : 1 MA? + ) MB? - 2MC? =

La somme des coefficients étant nu.lle, le vecteur MA + MB — 2MC est mdependant de M.
Ona:MA + MB—2MC = 2MI-2MC - e
‘ =2 ﬁ, ol I est le milieu de [AB].
Développons MA? + MB? — 2MC? en introduisant le point L.
—> — S S <2 —
On a : MA? + MB? — 2MC? = (MI + IA)? + (MI + IB)2 — 2(MI + IC)?

— —>  —> —
= 2ML(IA + IB — 2IC) + IAZ + IB? — 21C2 H (E)
—_ > —
= 4MLIC - 56, U
— —> e
Donc : Me(E) < 4MLIC =56.

Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (IC).
On obtient: ME(E) & IHxIC=14

L’ensemble (E) est la droite perpendiculaire & (IC) passant par le point H tel que : TH = 1—761—
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* Soit ABCD un tétraedre régulier d’aréte a. _ -A
Déterminer I’ensemble (I') des points M de I’espace tels que :

MA? + 2MB? + 3MC? — 6MD? = 6a?.

Ona:A€M) et DeE@);donc:M=D et N=E.

La somme des coefficients étant nulle,

; —> — — —

le vecteur MA + 2MB + 3MC — 6MD est indépendant de M.

— — — — — — —>
Or:MA+2MB+3MC—6MD=DA+2DB+SE§. - . B *
(T) est le plan passant par D, de vecteur normal DA + 2DB + 3DC.

. 2.2. Lignes de niveau de M — '—ﬁ—g ' .

Soit A et B deux points distincts du plan et k un nombre réel strictement positif.

On se propose de déterminer 1'ensemble (E,) des points M du plan tels que : L
» Sik =1, alors (E,) est la médiatrice de [ABI. MB

* Sik=#1,alors: I\% =k & MA2—J2MB2=0 S,

— —> — .
& (MA + kMB).(MA — kMB) = 0.
Les nombres 1+ k et 1—k sont non nuls ; désignons par I le barycentre des points pondérés (A, 1) et
(B, k), par J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, — k).

Ona: ME(E) < ((1+k]1\7ﬁ).([1—k]1\7ﬁ)=0

La ligne de niveau k de l".applicat'i(m M H% est le cercle de diamétre [I]], oai I est le baryce'ntfe_
des points pondérés (A, 1) et (B, k), J lg barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, — k). : _
Exemple '
Déterminer et construire I’ensemble (E) des points M du plan tels que : MA _ %
Désignons par : 2 MB
I le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, +);
J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, — %].
On sait que : o
I est le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, 2),

J le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, — 2).
(E) est le cercle de diamatre [I]].

Remarque |
Sik # 1, alors 1 - k* # 0. Désignons par G le barycentre des points pondérés (A,1) et (B,- k2).
Ona:M€(E) & MA?-I?MB?=0

& (MG +GAJ — k(MG +GB)Y = 0

& (1-k2)GM? + GA? - K?GB? = 0.
Or: GA=—FK AB et GB= 1 AB.

1-k? 1-Fk?
Donc : M € (E) < (i—kEJGW=$ABz
‘ =Y GM2=( k )EAB‘?-
1 -1

(E}) est donc le cercle de centre le barycentre de (A, 1) et (B~ k?), de rayon IILH AB.

o
]
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e

—> —
....2.3. Lignes de niveau de M — Mes (MA, MB)

" Dans cette partie, A et B désignent deux points distincts du plan.
Soit M un point du plan, distinct de A et B. e

— — > A
On sait que les points A, B et M sont alignés si et seulement si 2 (MA,MB) =

Donc: A, BetM alignés < Mes [MA,MB) =0 ou Mes(MA,MB} =1

On en déduit les propriétés suivantes.

Soit A et B deu.x pomts thstmcts du plan § : : :
* L'ensemble des points M du plan tels que ~» Lensemble des pnints M du plan tels i1ue

- Mes {MA,I\«IB] = 0 est la droite (AB) privée du  Mes [M.A MB] =7 est le segment [AB] privé des -
segment [AB]. ' - points AetB.

Soit o. un nombre réel, élément de - ; O[ U 10 ; =[. = g
On se propose de déterminer I ensemble des points M tels que : Mes (MA MB) =

——

~ Soit P un point tel que (AP AB) 0, O le point d’intersection de la M
médiatrice de [AB] et de la perpendiculaire & (AP) en A, (4) le cercle €)
de centre O passant par A et B. o

.__-——--.__,__,_----__._

On sait que: M & (¢) \ (A B} & 2 (MA,MB) = [OAOB)—Za 0

—

donc : Me (@ \{A;B} & [MAMB)_aou (MAMB)_a—l-n

Nous admettons que pour tout point M de (6) \ {A; B} on a: ' $ >/ 8

Mes [MA,MB) 0, si M appartient 4 1'un des arcs de corde [AB] ;

e — __,...--..__

Mes [I?Al\zﬁ] =ao + 1 (00 < 0) ou Mes (MA,MB] = o —m (o > 0), si M appartient & I’autre arc.

On a la propriété suivante.

Smt A et B deux points distincts du plan,

2 o un nombre reel élément de ]-— T3 0[ U ]0 nL . |
- 0 le point de la médiatrice de [AB] tel qu_e (OA_,OB] =20,
(%6) le cercle de centre O passant par A et B. . :
L’ensemble des points M du plan tels que Mes (MA, MB) = o est I'un des

deux arcs, privés des points A et B, définis sur (€) par la corde [AB]

Cet arc peut étre déterminé a 'aide du signe de .

Remarques

—

o Si I'angle o est droit, alors 'ensemble des points M du plan tels que Mes (A—djﬁ, 1\7@) = o, est un demi-
cercle de diamétre [AB], privé des points Aet B. T

e L’ensemble des points M du plan tels que Mes(MA MB) o [r] est (6) privé des points A et B.

* On déduit des proprxétes 1et 2que quatre points distincts A, B ,C et D sont alignés ou cocycliques si

et seulement si : Mes( CA, CB} = Mes( DA, DB) [x].
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Exemples

* Soit OAB un triangle équilatéral de sens direct et (€) le‘cercle de centre O

passant par A et B.

— L’arc AB, privé des points A et B, est I'ensemble des points M du plan

tels que : Mes [WA,@] = -

— Larc AB, privé des points A et B, est I'ensemble des points N du plan
tels que : Mes (NA NB] =—=

6

* Soit A et B deux points distincts du plan.

Déterminer I’ensemble des pomts M du plan tels que : Mes(MA,MB) = -%E

Si of désigne I’ angle de mesure 2 5 T alors 2 est I angle de mesure — =,
—

Soit O le point de la médiatrice de [AB] tel que Mes (O OB) =

et (€) le cercle de centre O passant par A et B.

— Larc AB, privé des points A et B, est ’'ensemble des points M du plan tels

que : Mes (MA MB) =

— Larc AB, privé des pomts A et B, est I’enSemble des points N du plan tels

que : Mes (NA,NB] =— 75— ‘

——

2%
9
Zﬁ:
£

Donc 'ensemble cherché est le cercle () privé des points A et B.

2.a

2b

Soit ABC un triangle isocéle tel que :

AB=AC=7etBC=4.
On désigne par I le milieu de [BC] et par G le
centre de gravité de ABC.
1. Déterminer et construire 1’ensemble des
points M du plan tels que :

— — —

[AM + BM + CM]| = 12.
2. Déterminer et construire l’ensemble des
points M du plan tels que :

—2AM? + BM? + CM? = 38.

3. a) Calculer AG et BG.
b} Déterminer et construire l’ensemble des

points M du plan tels que :
AM? + BM? + CM? = 65.

Soit A et B deux points du plan tels que :

AB =4,
Déterminer et construire ’ensemble des points
M du plan tels que : SMA = 5MB.

2.¢

2d

Soit A, B et C trois points non alignés.
Déterminer et construire ’ensemble (E) des
points M du plan tels que :

[3MA + MB| = [2MC — MB].

Soit A et B deux points distincts du plan.

1. Déterminer et construire ’ensemble des
points M du plan tels que :

al Mes{N?A,h?B) =— %

b) Mes[ﬁ?&,lﬁﬁ) = 233

2. Déterminer et construire I’ensemble des
points M du plan tels que :

_.—-—--...

a) Mes(MA NEB] el [n]

—

b) Mes(MA,MB) = %ﬂ [n].
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Produit vectoriel

....3.1. Orientation de I'espace

= Régle du bonhomme d'Ampére
- = - = —F =
Soit (O, f:j, k) un repzre de ¢ et les points I, J, K tels que : OI =i, O] = j, OK = k.

Pour orienter 1’espace, les physiciens imaginent un observateur ayant les pieds en O, la téte en K et fixant
le point I ; deux situations, et deux seulement, sont possibles.

Le point ] est a gauche de I'observateur Le point ] est a droite de I'observateur
i
\
7% 713 .
1 R |
sl 5 «— N
// or / e}
|
le repere (O, i, j, k) est direct ; le repere (O, % 7, k) est indirect ;
- = s
la base (E,’ J, k) est directe. la base (i, j, k) est indirecte.

Orienter I'espace, c’est distinguer ces deux types de repéres ou de bases.

Exemples H G
Soit ABCDEFGH un cube d’aréte 1.
° [A,frﬁ,ﬁ,gﬁ) est un repére orthonormé direct de € ; .~ F
e (F, ?ﬁ l?‘_ﬁ P_‘é] est un repére orthonormé indirect de € ;
. [E,Eﬁ,gﬁ) est une base orthonormée directe de W ;

. _(D_(E,]ZTJK,D_}}H est une hase orthonormée indirecte de W.

Remarques

» Permuter deux vecteurs d'une base change son orientation ;
- - —heoh :

ainsi, les bases (i, j, %) et (i, I, j) sont de sens contraires.

e Permuter de fagon circulaire les trois vecteurs d'une base ne change pas son orientation ;
y g W ke AR

ainsi, les bases (i, j, E} (j, k, i) et (k, i, j) sont de méme sens.

» Remplacer un vecteur d'une base par son opposé change son orientation ;
_ s SFihak ;

ainsi : — les bases (i, j, k) ot (— i, j, k) sont de sens coniraires ;

— les bases [??Tcﬁ ot (— ?—f fg) sont de méme sens.

; Orientation d’'un plande ¢ L
L’espace étant orienté, on peut définir une orientation de tout plan de €.
Soit () un plan de €, de repere (O, —i‘,’}}], et & un vecteur normal a (%). k,

On convient que (O, i, j) est un repere direct de (9) si (O, i, 7, 1) est un repé-
re direct de €.

. Un plan est orienté par le choix d’un de ses vecteurs normaux.
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3.2. Produit vectoriel

memam  Définition

Soit « et v deux vecteurs non nuls de W et A un point de €.

On désigne par B et C les points tels que : AB=7 et AC=70.

* Nous avons vu en classe de premiére que I'angle Iﬁc, donc cos ]é‘KC, est indépendant du choix du

point A. ~

‘Nous avons pu ainsi définir le prodmt scalaire des vecteurs ¢ et v'par :
U= 0, si I'un des vecteurs % ou v est nul ;
—— =g x -+ —
2.0 = [[u] ||o]| cosBAG, si les vecteurs @ et v sont non nuls.

Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel.

* Nous allons définir une nouvelle opération qui, cette fois, & deux vecteurs de W associe un vecteur de
W ; on a ainsi une loi de composition interne dans W.

Soit « et v deux vecteurs de l’espace oriénté W, A, B et C des pumts de € tels que : AB=% et AC=
On appelle produit vectoriel de par vle vecteur, noté & A v, ainsi défini :

* lorsque 1 et v sont colindaires, L A T = [ $ '
« lorsque % et v ne sont pas colinéaires,

le vecteur « A v est orthogonal a Zetv  (direction) ;
(@, v,z A E’.'] est une base directe de W  (sens) ;

1% A D] = 2] |7]| sinBAC (norme).
UADSE lit « u vectoriel © ».
Remarques ;

* Comme pour le produit scalaire, cette définition ne dépend pas du choix de A.
—* = == =2 - — - -
e Pour tout vecteur u,ona: uanu=0, uan 0=0 et 0Au=0.

. —r — ” i -3 = —r r -
* Si U et v sont deux vecteurs unitaires et orthogonaux, alors (iZ, v, & A v ) est une base orthonormée direc-
te de W.

™

Exemples
s Soit (O, ;:5: E)) une base orthonormée directe de W', %
Ona: ?Af= K, JAE—f I?A?=_}:’;
-
FAT=-F, EAj=-1 Tak=-7J. 7 J
— —> —>
» ABCDEFGH est un cube d’aréte a tel que (AB, AD, AE) soit
une base orthogonale directe de W.
—y — — -
Déterminer AB A AD et AH A BF.
—> —r . R =
— Le vecteur AB A AD est colinéaire 4 AE et de méme sens ;
> — — — . — H G
de plus : |AB A AD| = [|AB|||AD|| sinBAD = a? et |AE|=a; | i
donc: AB A AD = a AE. A F
—Ona: AH A BF = AH A AE. D
Le vecteur AH A AR est colinéaire a A_fl et de méme sens ; 2 C

de plus : ||AH A AE[I = | ALY | AE] sinHAE = a2 X a X == a? ; A B
‘2
donc : AH ABF = a AB.
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— Cha —_ .
Pour tous vecteurs ﬁet vdeW,ona: uaAv v=0 siet seulement si i et v sont colméalres.

Cette propnete découle de Ia deﬁmtmn du produzt vectoriel.

= s’

51

Pour tous vecteurs z,vetwdeW, pour tout nombre réel k ona: -
(1) TAau=-@AT) R (2 k¥)Av=1u 2 A (kD) = k(u AE’] ;
(3) UA(@ +B)=UAT +UAD 3 @ (L+D)AW =UAW +DAW.
Bémonstration = (

R A ' . - —> —F - =+ > - = - =
(1) Si ¥ et v sont colindaires,ona: uAv=0 et vAu=0 ;donc: vAau=—(uav).

o S 5o 1 i < — = = . . . n
Si u et v ne sont pas colinéaires, les vecteurs L A v et v A u ont méme direction et méme norme ; la
régle du bonhomme d’Ampére permet de dire qu’ils sont de sens contraires.
- = - -
Donc: vau=—(unv)

(2) (3) et (4) Une démonstration de ces propriétés est proposée en fin de chapitre (cf. exercice n°44).

Exemples -
¢ Dans le cube ABCDEFGH d’aréte a, on a : 3 e
AH A AE [AD+AEJAAE —AD A AE = aAB ; E{ F
AH A BD [AD +AE] {AD -—AB] 5
= AD AAD— AD AAB +AE AAD - AE AAB Rt
= T+ aAL — aAB — aAD “ B

—_—  —> — —
= a(AE -AB —AD) = aCE.
e Soit u et v deux vecteurs de W. Exprimer (u — v) A (u + v) en fonction de LAD
— = — = — = = = = = > —>
Ona: wW-v)Aa(U+0)=UAU+UAD —DAU—VAD
— -
=2UAD.

=== Expression analytique du produit vectoriel
X X
Soit (7, j, k) une base orthonormée directe de W et les vecteurs u (y), ?(y:).

Z ?
Les propriétés précédentes permettent d’écrire : €A v = (x T+yj+zk) AT+ yT+zk)
T b g ) T
= (yz’ — zy)i + (ax’ — xz')j + (xy’ — yx) k.

On en déduit la propriété suivante.

Soit [1, Ik j une base orthonormée duecte de °W et les vecteurs u (x) _}(2 )

Les coordonnées du vecteur % A v dans la base [1, gk _j sont : (yz gy’ v w0 —xz 5 xy - yx’}

Remarque

La notation a I'aide des déterminants permet une mémorisation plus facile des résultats :
-3 = ; . vy Cxx’

u A v a pour coordonnées ( 5 4 ; 'y y:l).
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Exemples 5

¢ Soit les vecteurs u( ) ( 13)
-1 1
1

UAT a pour coordonnées ( #3l : ‘12:3I : ‘_21 _fl) - ¢’est-a-dire : (2;4;0).

1 2 4 — 71 — (3
e Soit les points A(— 1), B(l) et C( 1). Ona: AB(Z) et AC(Z).
1 4 2 3 1

31| [13]). v s e 4a.
13 22),cestadu‘e.( 4:8;:—4).

— —_ — . £
Ona: ABA AC# 0 ; donc les points A, B et C ne sont pas alignés.

. 2 22| e
Le vecteur AB A AC a pour coordonnées 31|

- Pour démontrer quetrms points A, B et C sont alignés, on peut démontrer que

sreiong o W -' o o Sy o S e

.. 3.3. Utilisations du produit vectoriel

%€ est muni du repere orthonormé direct (O, ?? Eﬁ

1. Equation d’un plan déterminé par trois points

} -1 1 1
Vérifier que les points A( % ), B( 12) et C( g) définissent un plan (%), dont on déterminera une équation.

Solution
—f 2 — (2 - &
eOna: AB( 0 ) et AC(1).
—4 1
Le vecteur z‘-‘ﬁ! A z‘:& a pour coordonnées ( _04 i _24 él : g %I) : C’est-a-dire : (4 ; — 10 ; 2).

Donc les points A, B et C ne sont pas alignés et définissent un plan dont AB A AC est un vecteur normal.
e Soit M un point de coordonnées (x ; ¥ ; 2).
—r —r —r
Ona:Me () < AM.(AB A AC) =
& 4x+1)-10y—1)+2(z—-2)=0
< 2x-5y+z+5=0.

2. Positions relatives de deux plans

_1 ;

Soit (?) le plan d’équation x + 4y + 2z — 1 = 0 et (%) le plan passant par le point A( (; ) et de vecteur !
o f 2

normal ( 1 )

a) Démontrer que les plans (?) et (%’) sont perpendiculaires.

b} Vérifier que A est un point de (?) et déterminer une représentation paramétrique de la droite (A],
intersection de (7) et (%’). .

Solution .
a) () a pour vecteur normal 5)(421) -

On a:n.n’ =0 ; donc les plans (P) et (P’) sont perpendiculaires.

b)Ona:lx(—l)+4><0+2><1—1:0;donc:Aappartieﬁfé[@].

= =% 3 4 1 2—3_12',~- o
Le vecteur n A n’ a pour coordonnées ( 9 _3 1 2 i1 ) c’est-a-dire (- 14 ;7 ;- 7).
Or 17 A 7’, vecteur orthogonal a neta n est un vecteur directeur de la droite (A).
' x=—1-2A
Dongc, une représentation paramétrique de (A) est : { y=»x (A € R).
z=1-RA
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.' : Pour etudler la position ralatwe de deu_x plans (P) et {QP’) on peut dete

‘netn ’ respectivement normaux a (P) et 2 ().
g

_-- Si le pmdmt vectoriel n AT -est égal au vecteur nul, alors [EZP) et [9}5 ] sent paralléles

. ‘Si le produit vectoriel n A

est un vecteur directeur..

- vant une droite dont 7 f\"f_t_;_' S red il
- scalaire 7.1 est nul, (P) et (9]’ ] sont. perpendlculalres_ :

o De plus, lorsque le prod:

=z=== 3. Distance d’un point & une droite, @ un plan

—_—

1. Soit (&) une droite de repere (A, &), M un point de € et H son projeté orthogonal sur (2).
||MA AL H

||
Application 0 1
Soit les points A( ) B(D
2. Soit (?) un plan de repére (A, 4, 7), Mun point de € et K son projeté orthogonal sur (%).

€A

Démontrer que : MH =

) et M( : ) Calculer la distance de M a la droite (AB).

Démontrer que : MK =

Application _
Soit le point C( % ) Calculer la distance de M au plan (ABC).

Solution

1.Ona:1\E}AAu [MH+HA]Au

i —MHAu-‘rHAAu MHAu
Or, MH et Z sont des vecteurs orthogonaux ;

donc: [MH A %[ = MH x |7 ]}
IMA A %]

I
Application
La distance de M a la droite (AB) est: d = ————— .
I R | |AB]|
or, A8(3) ot 5( 1)

On en déduit que : MH =

T gL 4 1| . 121,171 1), comctzdine « (B« 1 ¢
__doncMAAABapourcoordonnées(Lzll,|~11|,l 4 1|),cestad1re.[6, 1;-5).

P
On en déduit que : d -—£ hoil

‘/, 3 . . . M

L - = AN
2. Les vecteurs MK et u A v sont colinéaires ;

-

K est le projeté orthogonal de A sur (MK]) ;
— —
donc: IMA.@AD)| = IMK.ZAD)| = MK x & AT
IMA.(& ~ 7))

On en déduit que : MK =
€A

Application
— (1 -2
yOna: AB(%) et AC(_ll) :
2
donc : A_ﬁ A P_LE(— 3) et les points A, B, C définissent un plan.
.1 —_ —> —
| MA.(AB A AC)|

La distance de M au plan (ABC) est: d’ = ————
[[AB A AC||
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A 2 —2-12-2
Oz, MA( 47) et AB A A—E(—S) ;donc:d’:l |ﬁ 16

8\/—
w2 o 8 b
2 1 Aro+1 14 7

Remarque
Lorsque (P) est déterminé par son équation cartésienne ax + by + cz + d = 0, on peut remplacer dans le

. e —> —>
raisonnement précédent & A v par n (g), tous deux vecteurs normaux a (P) ;
c

n Ia.t0+byﬂ+czﬂ+d| Xo
on retrouve la formule vue en classe de premiére : MK = , avec Ml y, |
v a2+ b?+¢? A%,

= 4, Calculs d’aire et de volume

Soit ABCD un tétraédre et V son volume.
a) Démontrer que Paire du trlangle ABC est: sl =— ||AB A AC||

b) En

Application 1 3 1
Soit les points A(—ol), B(g), C( 21) et D(g) Calculer le volume du tétraédre ABCD.

Solution -
a) On sait que ’aire du triangle ABC est : of = —;— | AB|| | AC| sinBAC ;
‘donc: o = %"Xﬁ A AC|.

b) Soit H le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC).

Ona:V= —DH x d(ABC).

|[ABAAC AD|

||AB A AClI
LRLE 1 — — =
On en déduit que : V = 5 I[AB A AC}.AD|.
Application
—/2y —yr 0 — (0
Ona: AB( ) AC( 31) et AD(%) :

4 1 = 2
donc: ABAAC(%) et V=— [[ABAAC]ADI

Or: DH =

>

o
B
L e Al w

@)

Exeruces B

3.0 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AE)
est une base directe de W,

Préciser si chacune des bases suivantes est c) g(‘lz) et 5’(_32) d) a’(%) ot 5’( % )
directe ou indirecte, -1 1 2 -1
—F —» —> —_— = ’
a) (BC,BA,BF) b) (FG, FE, FB) 3e L espace st muni du repére orthonormé dlrect
—_— — = - —> —>
c¢) (CB,CD,CG) d) (EF, EA, E 0, T7 8.
: 5 i Dans chacun des cas suivants, déterminer une
3.b  Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, AD, AE) équation du plan passant par le point A, de
est une base orthonormée directe de W. vecteurs directeurs u et .
Déterminer les vecteurs : g 2 -f1
— — —> — — — a)A(—l),u( 1 )Btv(ﬂ)
a} AB A AD b) BAABC ¢} GCAGH 1 — 2
d) BEAHC e ACAFH f HG A BE g i)) A(—l.z) ﬁ'(%) Bt -f;(*zl)
: 3/ 7\2 L1
3.c Dé vetv
SEion yorape pony tonaveniams . et oide WL 3.1 L’espace est muni du repére orthonormé direct

ona: @A+ lﬁ’-v*’lzaliﬁ’llzll?ll‘*. ©, L5 K.

3 — 2
o Soit les points A( 0 ), B( 5 ) t C(— 1).
3.d soit (7.7, %) une base orthonormée directe de W, Boln i 1 ° 2

Calculer les coordonnées du produit vectoriel 1. Calculer I'aire du triangle ABC.
# AU dans chacun des cas suivants. 2, Calculer le volume du tétragdre OABC,
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) arycentres

1 1. Soit ABCD un tétraddre, A, B, C et D’ les
centres de gravité respectifs des triangles BCD, CDA,
DAB et ABC.

Démontrer que les tétragdres ABCD et A'B'C'D’ ont
méme centre de gravité.

2. Démontrer que deux tétraédres ABCD et A'B’C’D’ ont
méme centre de gravité si et seulement si :

— — — — g
AA+BB +CC +DD’'=0

2 Soit ABC un triangle et M un point de [BC].
" Démontrer que M est le barycentre des points pondérés
(B, aire(CAM)) et (C, aire(BAM)).

3 Soit ABCDE un pen-
tagone tel que ACDE est un
trapéze rectangle et ABC un
triangle isoctle rectangle. c
En utilisant les barycentres
partiels, construire le bary-
centre des points pondérés
(A, 1), B, 1), (C. 1), (D, 6) et—'—EE
(E, 3).

& Soit ABCDE une pyramide a base ABCD.
Construire le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 1),
(C, 1), D, 1) et (E, 4).

5 Soit ABC un triangle. —
1. Construire le point G tel que : 6B =2 AC
2. Ecrire G comme barycentre des pomts A,BetC.
3 Pour tout point M, exprimer MG en fonction de MA
MB et MC.

& Soit A et B deux points distincts.
Démontrer que le segment [AB] est 1'ensemble des bary-
centres des points A et B affectés de coefficients de
méme signe. -

7 Soit A, B, C trois points non alignés et o, B, ¥

trois nombres réels tels que : ot + f + vy 0.

On désigne par G le barycentre des points pondérés
(A, o), (B, ) et (C, p.

1. Démontrer que siB+1y=0, alors G appartient a la
droite parallgle & (BC) passant par A.

2. Soit a un nombre réel non nul. Démontrerque B et
Yy varient de telle sorte que si B + y = a, alors G décrit
une droite parallele & (BC).

8 L'espace ‘6. est muni du repére (O, f}? ﬁ].
3 3 -1
On considére les points A( 02), B( 34) et C.( % )

Déterminer les coordonnées du barycentre des points
pondérés (A, — 2), (B, 1) et (G, 4).

B0 Calcuis vectoriels

9 Soit ABCD un quadrilatére.
I et J sont les points de [AB] tels que :

Al =1 =]B. A

K et L sont les points de [CD] tels que : | L
CK =KL = LD. ]

On désigne par M, N, O et P les milieux K
respectifs des segments [AD], [IL], [K] B

et [BC]. C

1. Ecrire chacun des points I et ] comme barycentre des
points A et B.
Ecrire chacun des points K et L comme barycentre des
points Cet D.
2. Démontrer que les points M, N, O et P sont alignés.
L]
10 Soit ABCD un quadrilatére. On désigne par G

le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 2),
(G, 1) et (D, 2).
1. Construire les points K et L tels que :

L= —> — —>

KA +2KB =70 et LC+ 2LD = T.
2. Démontrer que G est le milieu de [KL].
3. Construire G.

11 Soit ABCD un tétragdre. On désigne par :
¢ I et ] les milieux respectifs des segments [AD] et [BC] ;
‘e KotLles pomts tels que :

. 9 >
s AK:-é-ABet GL:'?CD;

¢ G le barycentre des points pondérés (A; 2),-(B;-1)-
(G, 1) et (D, 2).

1. Démontrer que les points I, J et G sont alignés.
Démontrer que les points K, L et G sont alignés.

2. En déduire que les points I, ], K et L sont coplanaires.

12 Soit ABC un t;:iangle, G le bmyceﬁtre des
points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C, 2). Les droites (BG)
et (CG) coupent (AC) et (AB) respectivement en B’ et C'.
1, En utilisant les barycentres partiels, démontrer que :

—> —> — — —
2GB +3GB’=0 et 2GC+3GC'=70.
2. En déduire que les droites (BC) et (B’C’) sont parall&les.

13 Soit ABC un triangle. On désigne par :
¢ A’ le barycentre des points pondérés (B, 2) et (G, — 3) ;
+ B’ le barycentre des points pondérés (C, — 3) et (A, 1).
1. Démontrer que les droites (AA’) et (BB’) sont parallgles.
2. Soit C’ le barycentre des points pondérés (A, a) et
(B, b). Pour quelles valeurs des nombres réels a et b les
droites (AA’) et (CC’) sont-elles paralleles ?

14" Soit ABCD un tétraddre, G et H les centres de
gravité respectifs des triangles ABC et ADC.
Démontrer que les droites (GH) et (BD) sont paralleles.

£ ]
15 Soit ABC un triangle.
1. Construire les points L JetKtels que
B ——BG G = -—AG et AK = 2AB.

2. Démontrer que les dmltes (AI] (B]) et (CK) sont
concourantes.



16Soit ABC un triangle.
1. Construire le barycentre G des points pondérés
(A,3),(B,4)et(C,5).
2.Les droites (AG), (BG) et (CG) coupent les droites
(BC), (CA) et (AB) respectivement en I, J et K.
Déterminer les nombres réels o, B et ytels que :

— —_— — — —> —>
IB = aIC, JC = BJA et KA = yKB.

1 7 Soit ABCD un quadrilatére.
1. Construire les points E, F, I, ], K et L tels que :

— o T —» 2 == —r 3 =2

AE = -S—AC, BF = -é—BD, Al = ?AB,

Bj- 456 R-31G, AL- 3.
2. Démontrer que les droites (EF), (IK) et (JL) sont
concourantes.

18Soit ABCD un quadnlatere convexe. On
désigne par E, F, G et H les centrsS de gravité respectifs
des triangles BCD, CDA, DAB et ABC.
Démontrer que les droites (AE), (BF), (CG) et (DH) sont
concourantes.

19 Soit ABCD un tétraddre. On désigne par :
* L], K, L, Mret N les milieux respectifs des arétes [AB],
[BC], [CD], [DA], [AC] et [BD] ;
* G;, Gy, G, et G, les centres de gravité respectifs des
triangles BCD CDA ABD et ABC. )
En utilisant les barycentres partiels, démontrer que les
sept droites (AG,), (BG,), (CG,), (DG,), (IK), (JL) et (MN)

sont concourantes.

Lignes de niveau

_ 20 Soit ABED un carré.
1. Ecrire A comme barycentre des points B, C et D.

2. Déterminer I'ensemble des points M du plan tels que :

— > —  —> —
MB.MC + MC.MD — MC?=0.

24 Soit ABCD un carré.

1. Construire le barycentre G des points pondérés
(A, 2), (B, —1) et (C, 1).

2. Déterminer et construire ’ensemble des points M du

plan tels que : |2MA — MB + ﬁ&ﬂ = IIA_ﬁ"

&
22Soit ABC un triangle.
1.- Construire le barycentre G des pomts pondérés
(A, 1), (B,—1) et (C, 1).
2. Soit (l"] r ensemble des pomts M du plan tels que :

IMA — MB +MC| = [MA — 2MB +MC||
a) Vérifier que B appartient a (I).

b) Déterminer et construire ().
£

L

23S0it ABC un triangle tel que : AB=7,BC =4
et AG = 5. On désigne par I le milieu du segment [BC].
1. En utilisant le théoreme de la médiane, calculer AL
2. Déterminer et construire ’ensemble (E) des points M
du plan tels que : 2MAZ - MB%2 - MC? = 58.
(On pourra développer 2MA? — MB? — MC? par rapport
al).
3. On désigne par D le barycentre des points pondérés
(A,—1), (B,1) et (C, 1).
a) Quelle est la nature du quadrilatére ABDC ?

b} Déterminer et construire ’ensemble (') des points M
du plan tels gue : MA? — MB? — MC? = 25.

24 Soit A et B deux points distincts d'un cercle

- 3 N . -ﬁ __"_2?{
(%) de centre O tels que : Mes (OA,OB) = 3"
Les tangentes 2 (€) en A et B se coupent en C.
Démontrer gue le triangle ABG est équilatéral.

2E38air A e B deux points distincts, (A) et (A")
deux droites de vecteurs directeurs respectifs u et v.
Déterminer I"ensemble des points M du plan tels que :

Q?-;l—:a‘): [@: 5))-

26S0it ABC un trizngle isoctle en A, lA) une
droite variable passant par A et C' I'image de C par la
symétrie orthogonzale d'ax= (A
1. Déterminer le lieu de C lorsgue (A) varie.
2. Soit M le point d'intersection. s'il existe, des droites
(BC’) et (A).
Déterminer le lieu de M lorsgue (A) varie.

27 Soit A et B deux points distincis d’'un cercle (‘@]
A tout point M de (€). distinct de A ei B, on associe le
point P de la demi-droite opposée 3 [MA) tel que :
MP = MB.
Déterminer le lien de P lorsque M décrit le cercle (%)
privé des points A et B.

Produit vectoriel

28 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB,AD, AE)
est une base directe de W.
Préciser si chacune des bases suivantes est directe ou

indirecte.
—y —

a) (EF,FG,GC) b) (FG,EA,CD)
¢) (EH, FB,CD) d) (AB,CG,HE).

29 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB, A_ﬁ,ﬁ]
est une base orthonormée directe de W.
Déterminer les vecteurs :
— — —> — —> —>
a) AB A HD b) BC A EF c) EF A DC.
30Soit ABC un triangle équilatéral de cbté a et
de centre de gravité G. _
Calculer en fonction de a :

|AB A ACI, IGB A GC]l et [IAG A BO,

31 Soit ABC un triangle rectangle et isocele tel
que I est le milieu du segment [BC] et AB = AC = a.
Calculer en fonction de a :

IAB A AC|, |AB A BC|, 1A A BC| et |AB A All.

32 Smt u et v deux vecteurs non colmemres
On pose : UAD= :
Calcuier en fonctlon de w: E
al dAQu+7D) b) BuU-P)AD

c) W+ z?) A2E-7) d) SOA(BU+TD).
23 Smt (L7 %) une base orthonormée dlrecte de W.
Dans chacun des ca$ suivants, démontrer que (&, v, w)

est une base orthonormée et préciser si elle est dlrecte
ou mdlrecte
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1 1
11 I A
=11 —> 1 —
a ul=1|, v |-=], w( 0)
i"’é \"E -1
0 0
2 ] -2
3 3 3
=11 - 2 = 2
b} u 3| v —3 , W ?
2 2z e 8
3 3 3

34 Soit (7, %) une base orthonormée directe de W,
Dans chg::un_gles cas suivants, déterminer un vecteur w
tel que (u, v, w) soit une base orthonormée directe de W.

a) &= %(?’+8}’—4'fé’], o= %[— 47 + 47+ 750
b E=1@+]), v=1

\"5 ﬁ

35 L’espace est muni du repére orthonormé
direct (O, 7. 7, :’3].
Dans chacun des cas suivants, vérifier que les points A,
B et C définissent un plan dont on déterminera une
équation.

()b e) val)a(Fhel3)

36 L'espace est muni du repére orthonormé
direct (O, 7. J, 1.
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur
de la droite d’intersection des plans (%) et (P’).
a) P):2x+y—-z=0 et (P)=x-3y+2z+4=0.

b) (P):x—y+z—-5=0 et P)=x+y—z+7=0.

(T -7+ k).

37 Le théoréme des sinus
Soit A, B et C trois points non alignés de I’espace orien-
e €. —> — —> — — —
1. Démontrer que : AB A AC= CA A CB = BC A BA.

BC _ _CA _ 4B

2. En déduire que : = —
smBAL sinCBA sinACB

38 Soit A, B et C trois points non alignés de I’es-
pace orienté €.
Déterminer ’ensemble des points M tels que :

a}A_ﬁAKK/I#H b}EﬁnEﬁd:H GJPTIQ[A BM = 0.

»

39 Soit A, B et C trois points non alignés de I’es-
pace orienté 6. On désigne par I le barycentre des
points pondérés (A, 2), (B,—1) et par J le barycentre des
points pondérés (B, 1), (C, 3).

Déterminer et construire l'ensemble des points M tels que :

(2MA — MB) A (MB + 3MC) = .

£9 Lespace est muni du repére orthonormé
direct (0, 7,7, k]
Démontrer que les vecteurs %
et seulement si (z A v] w= 0.
Application
Dans chacun des cas suivants, dire siles points A, B, C
et D sont coplanaires.

et ¥ sont coplauaires si

52 Calculs vectoriels

A1 Lespace est muni du repére orthonormé
direct (0, 7. 7, %).

-4 1 —1
Soit les points A( 6 ), B(2) ot C( 4 )
—1 2 3

1. Calculer I'aire du triangle ABC. -

2. Dans le plan (ABC), soit I le milieu de [AC] et D
Iimage de B par s;. Préciser la nature du quadrilatére
ABDC et calculer son aire.

42 1. Soit A, B, C trois points non alignés de I'es-
pace orienté € et M un point g quelconque.
a) Demontrer que le vecteur u tel que :

@=MA A MB + MB A MG + MC A MA
est mdependant du point M.
b) Interpréter géométriquement [|Z ||.
2. Etudier le cas oit A, B et C sont alignés.

43’ Soit A, B, C trois points non alignés de 1’espa-
ce orienté ¢ et I le milieu de [BC].
Déterminer I’ensemble des points M tels que :
— —r — —

MA A MB = MC A MA.

B& Soit A et B deux points de l'espace orienté €
tels que : AB = 6.
Déterminer I’ensemble des points M tels que :

— —>
IMA A MB|| = 24.
(On pourra utiliser Iinterprétation géométrique de
— —

MA A MBY.)

A5 Soit ABCDEFGH un pavé.
Démontrer que la diagonale (AG) est sécante avec le
plan (BDE) en un point I tel que :

« | est le centre de gravité du tnangle BDE ;
. Al= —AG

£86 Soit ABC un triangle isocéle tel que :
BC=2, AC=AB=3.
On désigne par A’ le milieu du segment [BC] et H I’or-
thocentre de ABC. o v
1. Démontrer que : cos BAC = g

2. Soit B’ le proieté orthogonal de B sur la droite (AC).

a) Calculer ’C



b) Déterminer deux nombres réels o. et y tels que B’ est
le barycentre des points pondérés (A, o) et (C, y).

3. En déduire trois nombres réels a, b et c tels que H est
le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b) et (C, ¢).

47 Soit ABC un triangle inscrit dans un cercle (€)

de centre O. On désigne par :

* A’ le milieu de I'arc de corde
[BC], ne contenant pas A,

* B’ le milieu de 'arc de corde
'[CA], ne contenant pas B,

* C’ le milieu de I’arc de corde
[AB], ne contenant pas C.
Démontrer que les droites (AAY), A
(BB’) et (CC’) sont concourantes.

48 Soit ABC un triangle.
P, Q et R sont des points distincts de A, B et C, appar-
tenant respectivement aux droites (BC), (CA) et (AB).
1. Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles
CPQ, AQR et BRP passent par un méme point L
2. Démontrer que A, B, C et I sont cocycliques si et seu-
lement si P, Q et R sont alignés.

»
&9 Soit ABCD un losange de centre O tel que :

, OB = 20A.
1. Démontrer que le barycentre des points pondérés
(B, 2), (C, - 1) et (D, 1) est le milieu du segment [AB].
2. Soit /c un nombre réel. ;
a) Déterminer et construire 1’ensemble (E,) des bary-
centres G, des points pondérés (A, k), (B, 2), (C, k—1)
et (D, 1 - 2k).
b) Préciser la ‘valeur de k pour laquelle G, est un point
de la droite (AC).
3. Déterminer et construire :
aj I’ensemble (E,) des points M du plan tels que les vec-

—> —> —> — —> =
teurs MA + MC — 2MD et 2MB — MC + MD sont coli-
néaires ;
b} V'ensemble (E,) des points M du plan tels que les vec-

— — — — — —
teurs MA + MC - 2MD et 2MB — MC + MD ont la méme
norme.

4
50 Soit ABC un triangle équilatéral tel que :
AB=a (a>0)

1. Déterminer et construire I'ensemble des points M du
plan tels que : 2MA? — MB? — MC? = a2,

2. a) Construire le barycentre G des points pondérés
(A,—1), (B, 4) et (C, 1).

b} Déterminer et construire 'ensemble des points M du

plan tels que : — MAZ + 4MB? + MC? = '92-2-.

51 Soit ABCD un tétraddre.
1. Construire les centres de gravité respectifs I, J et K
des faces ABC, ACD et ADB. ;
2. Démontrer que les plans (BCD) et (IJK) sont parall2les.
3. On désigne par :
* G et H les centres de gravité respectifs des triangles
BCDetJJK; -
* O le centre de gravité de ABCD.
Démontrer que les points A, H, O et G sont alignés.

Exprimer le vecteur GH en fonction du vecteur AO.

4. Déterminer quatre nombres réels a, b, c et d tels que
H est le barycentre des poinis pondérés (A, a), (B, b),
(C,ciet (D, d).

5% Le théoréme de Pappus
1. Soit A, B, C trois points alignés et A, B’, C’ trois
points alignés de I'espace orienté €. W
Vé:‘iﬁer_lg rela_t_ii)n C
BAABA +CBACB +ACA AC' = 0.
2. En déduire le théoréme de Pappus :

A, B, Calignés
A, B, C alignés
(BC) /1 (BQ)
(AC") /1 (AC)

alors (AB’) // (AB).

53 Le théoréme de Desargues v

Soit deux triangles ABC et AB'C” du plan tels que les
droites (AA’), (BB’) et (CC') sont concourantes en un
point O.

On suppose que :

* les droites (BC) et (B'C’) sont sécantes en un point I,
* les droites (CA) et (C'A’) sont sécantes en un point J,
* les droites (AB) et (A'B’) sont sécantes en un point K.

Démontrer que les points I, ] et K sont aiignés.
(On pourra considérer O comme barycentre des points
A et A, des points B et B’, des points C et C’.)

54 Soit A, B, C trois points non alignés et o, B, y
trois nombres réels tels que :
* les points pondérés (A, a), (B, B), (C, v) admettent un
barycentre G ;-
* les points pondérés (A, — o), (B, B), (C, y) admettent un
barycentre G, ;
* les points pondérés (A, o), (B, —B), (C, y) admettent un
barycentre G, ; _
¢ les points pondérés (A, o), (B, B), (C, —y) admettent un
barycentre G,.
1. Démontrer que les droites (AG,), (BG,) et (CGy)
concourent en G. i
2. Démontrer que les droites (G,G,), (G,G,) et (G,G,)
passent respectivement par A, B et C.

55 et Usont deux vecteurs non nuls de W, O un
point quelconque de %, A et B les points tels que :
61& =u et CTﬁ =7
1. On désigne par (%) le plan orthogonal & (OA) en O, par
B, le projeté orthogonal de B sur (®) et par B’ 'image de
B, par la rotation r dans () de centre O et d’angle-%—.
[(?) est orienté par le choix du vecteur normal w.]

\
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a) Démontrer que : .

[ZA?]|=0A%XOB, et “av = 0A x OB.
b) Soit k un nombre réel, C le point tel que oC = iz,
C, le projeté orthogonal de C sur (?) et C’ I'image de C,
par la rotationr. _
Démontrer que : OC’ = kOB.
En dedun'e que:ua (ko) =kdAv).
2 Smt w un vecteur nan nul de W, D et E les points tels
que OD=wet OF = o'+ w, D, etE, les prcr]etes ortho-
gonaux respectifs de D et E sur [QP], D’ et E’ les images
respectives de D, et E, par la rotation r.

— — —

Démontrer que : OE’ = OB’ + OD.
En,déduire que : UA[T+W)=UAD +LAD.

56 Soit deux droites (D) et (@) sécantes en O, A
et B deux points distincts de (%), C et D deux points dis-
tincts de (9°) avec A, B; C, D distincts de O.

1. Demontrer ¢ que pour tout pomt M de % ona:

MA A MB - MG A MD = MO A (AB + DO).
2. Déterminer le lieu des pumts M de ¢ tels que -

MA A MB = MC A MD.

57 Soit ABCDEFGH un cube tel que {A_ﬁ.A_ﬁ,A_ﬁ]
est une base orthonormée directe de W.
On désigne par I le milieu de [EF] et par J le centre du
carré ADHE. s
1. Vérifier que : IG A A = BJ.
En déduire I'aire du triangle IGA.
2. Calculer le volume du tétraédre ABIG et en déduire
la distance du point B au plan (IGA).

58 Soit ABC un triangle et M un point de 8.
Dans chacun des cas sulvants, déterminer le lieu des
points M tels que AM A AB= AC :

a) ABC n’est pas un triangle rectangle en A ;
b) ABC est un triangle rectangle en A.

59 soit ABCD un quadrilatére convexe admettant
un cercle inscrit de centre O.

B4 Calculs vectoriels

1. a) Démontrer que :
si{AOB) + 4(COD)
b) En déduire que :*
— — — — — — — —
OAAOB+0OCAOD=0BAO0OC+0DA OA (1)
2. On désigne par I et J les milieux respectifs des dia-
gonales [AC] et [BD].
o) Démontrer, en utilisant (1), que les vecteurs Ol et 0]
sont colinéaires.
bj Conclure et énoncer la propriété ainsi démontrée.

= A(BOC) + #(DOA).

60 Distance entre deux droites
Soit (2] et (9') deux droites non coplanaires de repéres
respectifs (A, ) et (A, W)

1.0npose: D=1 AL .
o) Justifier que (A, wo)et(A, U
de deux plans (P) et (P).
5] Démontrer que (&) et (%’) sont sécants suivant une
droite (A}, qui coupe perpendiculairement (D) et (D).
La droite [A) est appelée perpendiculaire commune a
Zleta @)

2. On désigne par H et H’ les points d’intersection res-
pectifs de (A) avec (9] et (2).

a) Démontrer que le produit scalaire MM (L A W) reste
constant lorsque M décrit (2) et M’ décrit (@).

b) En déduire que :

* pour tous points M de (&) et M’ de (@'), HH’ < MM’ ;

IEA(uAu’JI

i, ) sont des repéres

L] I-H’I' =i
2 2] |
HH’, plus petite distance entre un point M de (®) et un

point M’ de (@’), est par définition la dfstance entre les
droites (@) et (%°).

Application i &
a) On donne les.points A(—ll) et A’( 31),

— 2 1
les vecteurs E’( % ) et ‘u”( %)
Calculer la distance entre les droites de repéres (A, )
et (A’, ).

b) Calculer la distance entre les diagonales (EG) et (CF)
du cube ABCDEFGH d’aréte a.



| Nombres complexes

Introduciion

« Ainsf,ya-f-ifounm uns rocne carrée de — 1 2

Si oui, de quelle sorfe d’animal s'agis-il 2 )
En quoi ce divertissement intelleciuel grofuit peut-il concerner les
esprifs pratiques ¢ »

Cette réflexion de lon Stewart fait ollusion aux débats philoso-
phiques et aux frois siédles de recherche qui ont abouti au forma-
lisme actuel des nombres complexes.

Ces nombres, que cerfains mathématiciens du XVIe siécle quali-
fiaient d'« impossibles » et d'« inutiles », ont aujourd’hui de nom-
breuses applications en cérodynamique, en mécanique des
fluides, en théorie quantique ef en électrotechnique.

H= Aoej“" est une représentation complexe de I'onde électromagnétique.
(A est 'amplitude et @ la phase.)

v = s iz et e

% e e A S
1. Etude algébriQUe .......o.o.ovooeeveoeoeeeoeeeoooo 56
2. Etude tiONOMELHIGUE oo 692
3. Utilisations des nombres complexes. ............... sy 08
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_...1.1. Notion de nombre complexe

| = Définition et propriétés

1. Soit I'équation (E) : x2 + 4x + 5 = 0.

o Vérifier que : 22 + 4x + 5 = (£ + 2)* + 1.

e En déduire que : (E) & (x+2)2=-1.

* Cette équation a-t-elle une solution dans R ? Justifier la réponse.
Supposons qu'il existe un nombre i tel que i? = — 1 et conservons les régles de calcul utilisées dans R.
» Démontrer alors que (E) admet deux solutions que 'on exprimera en fonction de i.

2. Résoudre de méme les équations : x> —6x+13=0 et x>2+5=0.

On appelle nombre complexe tout nombre de la forme a + ib, tel que a et b sont des nombres réels et
i=-1. ;

L’ensemble des nombres complexes est noté C.

M otation et vocabulaire

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.

» Lécriture a + ib est appelée forme algébrique de z.

Le nombre réel a est appelé partie réelle de z et noté Re(z).

Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z et noté Im(z).

» Si b =0, alors z = a ; z est un nombre réel ; tout nombre réel est un nombre complexe (R C C).
e Sia=0eth=0,alors z = ib ; le nombre z est dit imaginaire pur.

Nous admettons les pro

pI

priétés suivantes.

p—— = .

Seit z et z’ deux nombres complexes. On a :
e 7 =7 sietseulementsi Re(z)=Re(z’) et Im(z) = Im(z’) ;
«z=0 sietseulementsi Re(z)=0 et Im(z) =0.

0 est appelé nombre complexe nul.

smmez=m Représentation géométrique d'un nombre complexe
Le plan & est muni du repére orthonormé direct (O, e, e,).

e L'application qui & tout nombre complexe a + ib associe le point M(g)
est une bijection de C vers &.

M(g) est appelé point image du nombre complexe a + ib ;

a + ib est appelé affixe du point M(g)

e L’application qui & tout nombre complexe a + ib associe le vecteur ﬁ’(g)
est une bijection de C vers 'ensemble des vecteurs du plan.

t_f(g) est appelé vecteur image du nombre complexe a + ib ;

a + ib est appelé affixe du vecteur Ef(g’).

e Le plan muni du repére orthonormé direct (O, E;, e,) est appelé plan complexe.
Un point M d’affixe z de ce plan est souvent noté M(z). ’

* Les droites de repéres (O, "é;) et (O, E;] sont respectivement appelées axe réel et axe imaginaire.
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Exemples
* O, Tet ] sont les points d’affixes respectives 0, 1 et i.
. 0, Z’: et E; sont les vecteurs d’affixes respectives 0, 1 et i.

_1.2. Opérations dans C

smezess Addition et multiplication dans C )

En appliquant les régles de calcul utilisées dans R et la convention i* = — 1, on définit ’addition et la
multiplication dans C. .

'Définitions

Soit z et z” deux nombres complexes telsque: z=a +ib et z’=a’ + 1b’
* La somme de z et z’ est le nombre complexe: z+ 32" =(a+a’) +i(b + b).
* Le produit de z et z’ est le nombre complexe : zz’ = (aa’ - bb’) + i(ab’ + a’b).

Exemples
e (4-5i)+(3+2i)= 7-31 e 3(4 —5i) = 12 — 15i e 2i(4—5i) =10 + 8i
®(4-5i)(3+2i)=22-7i ® (2 +5i)2=—21+ 20i * (—1+3i)*=26-18i.

L’addltlon et la multlphcatlon ont les propnetes suwantes

[1] [C +) est un groupe commutatif.
(2) (C*, x) est un groupe commutatif.
(3) La multiplication est distributive par rapport a I’addition.

On dit que (C, +, X} est un corps commutatif.

Démonstration
* On vérifie aisément que I’addition et la multiplication, lois de composition internes dans C, sont
associatives et commutatives et que la multiplication est distributive par rapport a ’addition.
* 0 est I’élément neutre pour 1’addition dans C ; 1 est I’élément neutre pour la multiplication dans C.
* L'opposé de tout nombre complexe a + ib est le nombre complexe — a — ib.
» Linverse de tout nombre complexe non nul a + ib est le nombre complexe :
1 3 a-—ib a . b
a+ib  (@a+iba-ib) @+bB @b

Remarques

* (R, +, x) est un corps commutatif.

* L'expression de I’inverse du nombre complexe a + ib n’est pas a retenir ; on la retrouve facilement en
remarquant que : (a + ib)(a - ib) = a? + b°.

* On convient que pour tout nombre complexe non nul z : z° = 1.

Exemple
1 4+ 3i 4
- = : ol
4-3i (4-3i)(4+3i) 25 25

Propriétés 2

Soit z et z” deux nombres complexes
Ona:zz’ =0 sietseulementsi 2=00ouz’ =0.

La démonstration de cette propriété est laissée au soin du lecteur.
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smm Soustraction et division dans C
Les ropriétés 1 et 2 precedentes c:ondmsent aux définitions suivantes.

Soit z et 2’ deux nombres complexes.
- La différence de z et z” est le nombre complexe : -7 =1+ (+2). 1

* Siz’ # 0, le quotient de z par z’ est le nombre complexe : ?z =EZX -5 N
Exemples
*(4-3i)—(5+6i)=(4-31)+(-5-6i)=—1-9i
5+61 _ o, 1 3.\_2 39
. T = (5 +6i) % T (5+61)(25 25) 525+ =1 |

== Produits remarquables

Les propnetes suwa.ntes démon‘r.rées dans R restent valables dans C.

Pour tous nombres complexes z et z°, pour tout entier naturel n non nul, ona;:
’ g

e (z+2) =2+ 227" + 22 s . (z-—z’}z =22-272" + 2% ;.
¢ z+2)z-2) =2 - 27 S 2 z’]" E C z“‘"z’k (formule du bméme de Newton].
Exemples

® (2-3i)2=4-12i-9=—-5-12i e (1 +__i]3=1+3i—i=—2+2i.

Affixes de v+ v, MW et ku (k'S R]

BEEEEE
Le tableau suivant donne les interprétations géométriques de certaines opérations dans C.
Somme Zp+Zp=27, >
!"’
Différence RV : Ive ~ 2m = Iy
eg (j ————— M
Ol &
ki
Produit . kzy= 7,
par un nombre réel "y
2
Yl g

= Affixe du barycentre de n points pondérés

?‘9
}m,?_

_é

e

i

Soit A, A,, ..., A, n points d’afﬁxes respectwes zA ; zA seeer Zp et 0t1, az, ey an, n nombres reels dnnt

la somume est non nulle. :
: 2 G’kzak
L’aﬂixe du barycentre G de (A1, ()!.1] (Az, az), isg (An, o ] est : zG e WY T
S Zotk e s
' ' k=1

Cette propriété est déduite de la déﬁnition du barycentre et des propriétés des affixes. de vecteurs
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Exemples
Z, +Z
* L'affixe du milieu d’un segment [AB] est : ->—2 .

+2Z3+2
* L’affixe du centre de g,ramte d'un triangle ABC est A—-';C

—-1.3.. Conjugué et module d’'un nombre complexe

Conjuqué d’un nombre complexe
ivg

Soxtz un nembre cnmplexe tel que:z=a+ 1b SRR
On appelle conjugué de z le nombre complexe, noté z, tel que:Z=a-ib.

Interprétation géométrique

Les points M et M’ d’affixes respectives z et Z sont symétriques b
par rapport a 1’axe réel. o

5 €
Exemples |
1+i=1-1 ; 3-21=3+2 ; ~241=—-2-1.
Les propriétés suivantes se déduisent de la définition. ' ik

Soit z un nombre complexe tel que z a+ib.Ona:

« Z=2 ; i e R gy az-l-bz

* z+z=2Re(z) ; ¢ - z—21]m(z] :

* zestréelsietseulementsi 7=z ; = + z est imaginaire pur si et seulement si 7 = -z et 20,
Exemples
¢ —3+2i=-3-2i=-3+2i ; * (-3+2i)(-3+2i) =9-(-4)= ;
* (-3+2)+(-3+21)=—-6 ; * (—3+42i)— (—3+2i) =4i.

Pour tous nombres cumplexes z et z’, pour tout entler relatlf m,ona:

(1) z+2 =2+7 ; : _ (2] “Zz=-7 : : PR g F-_-:z?xf’_; S
(4) (—;__):?(Z’E ;8 @)L 6 F=@" @=o0).
Bémonstration

Posons: z=a+ib et z’=a’ +ib’.
(1) et (2) Ces propriétés se déduisent immédiatement de la définition.

(3)Ona: zz’=(aa’—bb) +ilab’+a’h) et ZxzZ =(a— ib)(a’ —1ib’) = (aa’— bbb’} — i(ab’ + a’D) ;
donc : 722 =ZXZ.

(4)Siz#0,0ona: zx%:l_@(zx%)=1 @Ex(?)él @(%)=%.
(5) Siz’#0,0ona: (%—,):(zx%):ﬁx(%)=§x%-, =%,.

(6) Si z # 0, on démontre par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : 7% = (Z).

Pourn<0,ona:—n>0;donc: z"—(;n)= %=®%=E}".
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Module d’'un nombre complexe

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib.
On a : zZz = a? + b?; donc 2z est un nombre réel positif.

Soit z un nombre complexe tel que:z=a +ib.
On appelle module de z le nombre réel positif, noté |z], tel que :

Interprétation géométrique B(z)
e Si z est 'affixe d'un point M, on a : |z| = OM., '
e Si 7 est Iaffixe d’un vecteur &, on a : |z| =[] N _ M(z)
* Si z, et z, sont les affixes respectives de deux points A et B, e Z4) i .
Dna:|zB—zB[=AB. e
Ol &

Exemples ;
o|3-4il=J8+16=5 ; B W 1 o E T T ; o|-3i| =Jo+9=3.

2 2 4 4
Remarques
eSib=0,ona: 1z| e I al = Jc? ; Ia notation utilisée est cohérente avec celle de la valeur absolue d’un
nombre réel. “
e Pour tout nombre complexez,ona: |z =|-z|=]zl=]-zl.
e Soit z un nombre complexe, on a : z|=1 sietseulementsi z = = (z#0);

|z|= 1 si et seulement si z = 0.

Pour tous nombreés complexes z et z’, pour tout entier relatif n, on a: :
W lzz’l=lzlx|z’| ; (2 |= = (z#0) ;

z z
@) |ll=lzl" @z0) ; (4) %=J@ (z=0) ;
14 Z

(5) lz+ 2|<lz]+]7] (inégalité triangulaire).

B émonstration

Posons:z=a+1ib et z’=a’ +ib".
(1) On a: zz’ = (aa’ — bb’) + i(ab’ + a’b).

Donc : |72'|= {laa’ = bb)2 + i(ab’ + a'b}2 = fla* + b3 + b*?) =| z[x| 2’|
(2)Siz#0,0n8: - = —= . b

i _ | @+bh? 1 1
R I (@+b)  Jaz+bz lzl’

(3) Si z# 0, pour n > 0 la propriété (1) et un raisonnement par récurrence permet de démontrer le
résultat.

: dong :

A
z

1

zn

= 1 = 1 = |z|n

|z-n| ‘z|"‘ )
1] 1 _ |zl
-lebxd = 5

(5) L’inégalité triangulaire est déduite de I'interprétation géométrique de z + z”.

Pourn<0,ona:—n>0;donc: | 27| =

[4]Siz’¢ﬂ,0na:£,— =|z|x

1
EXg

Exemples

ol(=/3+ 1)@ +i2l=|-/3+ilx|1+il2=2(/2)2=4;
Cy3+ip| _ [=B+ild 20 *
w+1)? | [1+ilz T (22
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_1.4. Travaux dirigés

On se propose de résoudre sur des exemples des équations du troisiéme degré du type x? + px + ¢ = 0,
ol p et q sont des nombres réels.

1. Soit I'équation (E,) : x* - 6x -6 = 0.

a) Vérifier graphiquement que cette équation admet une unique solution réelle, dont on précisera un
encadrement a 107! preés.

b) Démontrer que si u et v sont deux nombres tels que u® + o* = 6 et uv = 2, alors u + v est solution de (E,).
¢) Démontrer que u® et v* sont solutions de ’équation : X* - 6X + 8 = 0.

Résoudre cette équation et en déduire la solution réelle de I'équation (E,).

Cette méthode de résolution est appelée « méthode de Cardan ».

2. Soit I’équation (E,) : * — 15x - 4 = 0.

a) Vérifier graph1quement que cette équation admet trois solutions réelles.

b) Démontrer que si u et v sont deux nombres tels que u?® + v® = 4 et uv = 5, alors u + v est solution de (E,).
c¢) Démontrer que u® et v® sont solutions de I'équation : X? - 4X + 125 = 0.

Cette équation a-t-elle des solutions dans R ? La résoudre dans C.

d) Calculer (2 + i)° et (2 — ). En déduire les solutions de I’équation (E,).

Cette méthode, qui compléte celle de Cardan en utilisant les nombres complexes, est due au mathéma-
ticien Bombelli (1572).

Solution

ettt mle |

1. a) Soit la fonction f: x ~ x® — 6x — 6 et (%) sa courbe représentative |
dans le plan muni du repere (O, 1, J).

L'étude de fet la courbe (6) permettent de vérifier que I'équation (E,) a

une unique solution réelle o ; on obtient un encadrement 4 10~ présde | - o e
o a I’aide d’une calculatrice : 2,8 < a0 < 2,9. i ] R i

b)Ona:(u+v)P—6u+v)—6 =u®+0v%) +3us(u+rv)-6(u+rv) -

=6+6u+v)—6(u+v)—-6=0.
Dong, u + v est solution de (E,).

cJOna:ul+v®=6 et ub®=8.

Donc, u® et v® sont solutions de I’équation : X? — 6X + 8 = 0.

On obtient : ud = 2 et v? =4. '

On en déduit que 32 + ¥4 est la solution réelle de 'équation (E,).

2. a) Soit la fonction g : x = x® — 15x — 4 et (€’) sa courbe représentati- 7
ve dans le plan muni du repére (O, I, J).
L'étude de g et la courbe (€’) permettent de vérifier que I’équation (E,)

a trois solutions réelles. i

b)Ona: (u+v)?—-15(u+0v)—4=(u®+ v®) + 3uv(u + v) — 15(u + v) —
=4+ 15(u+v)—-15(u+v)—-4=0.

Donc, u + v est solution de (E,).

¢)Ona:u®+v®=4 et u’v®=125.

Donc, u? et v® sont solutions de ’équation : X2 —4X + 125 =0

A’ = —121 ; donc cette équation n’a pas de solution dans R.

Ona:X?-4X+125=0 & (X-2)2+121=0
4 o X-2-11)X-2+11)=
& X=2+11 ou X=2-11i.
d)On obtient : ud =2 + 11i et v =2 -11i.
Ona: (2+i)=2+11 et (2-i)®=2-11i.
On en déduit que 4 est une solution de I’équation (E,).

Pour déterminer les deux autres solutions de cette équation, om i ‘
remarque que : (E,) & (x—4)x®+4x+ 1) = ' i

Les solutions de (E,) sont : 4, —2 — J§ et =2+ Jg
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Remarque
Plus généralement une solution réelle de I'équation x° + px + q = 0, ol p et g sont des nombres réels,

. _ _ 3 _ _ 3 3
est donnée par la formule de Cardan : x_:J _%.+’%+5L7 +.=J % ’%+%(§§+%20).

s Ex erCiCes smrs i

“‘.g*"f”’f’f g’;ﬁg’wﬁw -.«» Wfﬁ" f&?
1.a  Ecrire sous forme algébrique les nombres com- 2. Calculer I'affixe du centre de gravité G du
plexes suivants. triangle ABC,
a) (1+3i)-(2-50) b) (1-20)2+1) 3. Calculer I'affixe du point D tel que ABCD
1 1. ] . , soit un parallélogramme.
c) 21(__1- ?1) d) (1 + 1)1 - 2i)(1 + 3i)
\ ]
e) (2 - 3i)? Ji] (l 2y éi)‘{ l.e  Soit les nombres complexes :
2 ‘ z=2+i et Z’=1-1

Ecrire sous forme algébrique les nombres com-

1.b  cCalculer et écrire sous forme algébrique les plexes suivants.

inverses des nombres complexes suivants.

a)—4+3i b)J2-1+1) ¢)-J3+i di a) (2z +7) b) (z-f-%)
c)] (#*+ 27 d +z')%
1.c  Ecrire sous forme algébrique les nombres com- 2 | ) ? dabey
plexes suivants. _ f
3—9i 442 i 3 +4i 1. Calculer le module des nombres complexes
al - - ¢ : J— suivants.
1+1 4-31 3+4i 1
a) - J3+i B) 2 - i/2)(- 3 + 4i)
_] .d  Placer dans le plan complexe les points A, B et c) :2-1% dj 2(-3-1"

C d’affixes respectives 3 + 1, -2 —iet— -1+ 4i.
1. Détermmer les afﬁxes des vecteurs AB AC
AB +AC et 2AB —3AC.

il e g

ynometrique -

Dans-cette legon, le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O, €,, €,).

-...2.1. Forme trigonométrique d’'un nombre complexe

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan conﬁplexe.

On appelle argument de z toute mesure de I’angle orienté (E;, (i\?].’ ' & \ -
ol g
N otation

Si o et o sont deux arguments de z, ona: o’ = o+ k2m (k € 7).
On note: arg(z) = o+ k2n (k € Z) ou arg(z) = o [2n].
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Interprétation géométrique ) B(zy)
* Si z est laffixe d'un vecteur u, arg(z) est une mesure de I’angle _
orienté (E;, u). AZp)
*» Si z, et z; sont les affixes respectives de deux points A et B, 2 ~ _
. ey ol I

arg(zg — z,) est une mesure de I'angle orienté (e}, AB). e8]
Exempj;?s . o) T JAT+D .
argli) =5 [2n]  ; arg(1l +i)=—7 [27]; 5 : '
TR g )= [ ol & kh

; X € ‘
Remarques
* Le nombre complexe nul n’a pas d’argument. Mg(-Z) M(z)

*zestréel & z=0 ou arglz}=0[n] ;

z est imaginaire pur < arg(z) = % [x].
* Pour tout nombre complexe z non nul, on a : :
arglz]} =-arg(z) [2n] ; )

arg(- z) =7 + arg(z) [2n] ; e g R = -
arg(-z) =n — arg(z) [27]. Me(-2) M(Z)

BEEzE= Forme frigonomeétrique d’un nombre complexe non nul

Soit z un nombre complexe non nul tel que z = a + ib ¢t M son image dans le plan complexe.
Désignons par r le module de z et o un argument de z. -

Ona:a=rcoso et b=rsina; donc: z = r(coso + isino).

EErsTy = e e S e o = SEERIETe T T T

. ' 753 [ | O M
Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument o.
On appelle forme trigonométrique de z I’écriture : z = r(coso + isino). ey :
ol & a
Exemples #
Q. T, .. T ; 1@-_ 2n | ... 2%
°1+1—J§(cos—4—+1smz) ! * -5+ 5 i =cosF +isin,

Soit z et z’ deux nombres complexes non nuls. :
Ona:z=2" sietseulementsi |z[ =|7| et arg(z) = _arg{;’) [2x].

Cette propriété se déduit des définitions du module et d’un argument d’un nombre complexe.

Remarques

S e

* Soit z un nombre complexe non nul. Les régles de passage entre forme algébrique et forme trigonomé-
trique de z sont résumées par le schéma suivant.

= Jaz + b2 ..; COosQL =
forme algébrique \

Z=a+ib

~|e

!

3 E. I'
;:j -
R
li
oy
n

forme trigonométrique
z = r(cosa + isino)
r>0

=rcoso et b= rsino.
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® Soit z =r(coso. + isina), rER* et t ER ;
— sir > 0, la forme trigonométrique de z est z = r(coso + isina) et arg(z)=a [2n] ;
—sir <0, la forme trigonométrique de z est z = —r[cos(o. + ©) + isinfo + n)] et arg(z)=c + 7 [2n].

Pour tous nombres complexes non nuls z et z’, pour tout entier relatif n, on a :

___(1}? arg(zz’) =arglz) + arglz’) 2] ; (2) arg(%) =-arg(z) [27] ;
(3] y arg(z") =n arg(z) [2n] ; (@) arg(—zz—,) = arg(z) — arg(z’) [2x].

D émonstration

Soit z et z” deux nombres complexes non nuls de formes trigonométriques : z = r(cosa + isino) et
2" = r’(cosa’ + isina’).
(1) On a : zz" = rr’[(cosa cosa’ — sinasina’) + i(sinocosa’” + cosa sing’)]
= rr'[(cos(o. + &) + isin(a + &’)], avec rr’ > O.
On en déduit que o + @’ est un argument de zz”; c’est-d-dire : arg(zz’) = arg(z) + arg(z’) [2n).

(2)Ona: %= % (cosa —isina) = % [cos(— o) + 1sin(— )], avec —-:— > 0.
On en déduit que : — « est un argument de %— ; ¢’est-a-dire : arg(—l-) =—arg(z) [2x].

(3) Pour n = 0, la propriété (1) et un raisonnement par récurrence permet de démontrer le résultat.

Pourn<0,ona:—n>0;donc:z" Ln=(l)ﬁn._
z Z
On en déduit que : arg(z¥) =—n arg(—) [27] ; C’est-a-dire : arg(z") = narg(z) [2n].
(4) L’égallté =z X l, et les propriétés (1), (2) permettent de démontrer le résultat.
Rgmg_mu;e,

Soit A, B et C trois points deux a deux distincts, d’affixes respectives z 40 Zp €t Zp

Ona: arg(%) sMes(Zl-ﬁ, E(E’} [2n].

Exemples
Déterminer les arguments des nomJbres complexes z, et z, tels que :
. ) (—J3+i)
z, =3 +i)1+i) et z,= ———,
=B +DA+IR et z Eren

Ona: arg[—- J_ +1i)= 5—11: [2r] et arg(l+1i)= %[Zﬂ] ; donc :

» arg(z,) = + (2 % ] [2x] ; c’est-a-dire : arg(z,) E_—%TE [2m] 5

. rg[zz} = {3 X %n'] - (2 x T] [2n] ; c’est-a-dire arg(z,) = 0 [2x].

Soit z et z” deux nombres complexes non nuls, r un entier relatif.
1) zz est le nombre complexe de module |z lxlz | et dont un argument est arg(z] + arg(z’). _
2) — est le nombre complexe de madule sz;[ et dont un argument est — arg(z] :

[3] 2" est le nombre complexe de module |2|” et dont un 'argument est narg (2).

(4] = Z est le nombre complexe de module Ilf-l[ et dont un argument est arg(z] ar'g(z’).

Ces pmpmetes réunissent celles etabhes précedemment pour les modufes et Ies arguments.
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szm=== Formule de Moivre

Soit z le nombre complexe tel que : z = coso + isino.
z a pour module 1 et argument « ; dongc, pour tout entier relatif n, 2* a pour module 1 et argument no.

On en déduit Ja prupnete smvante appelée fomule de Moivre.

Propriété

A

Pour tout nombre réel o et pour tout entier relatif n, on a : (cosa + isina)” = cosna + isinna.

Exemple
Calculer (l + ilﬁ)wgg.

2|2
1 1

. T
Ona: T+1——=cos
2 4

+ 13111 T S — ( 1 G i%)isgg - coslgggn i isin199‘3:'t ]
2 2 4 3

N1

Or: Eg-g—ﬂ - -g— [27] ; donc : ( ‘r{—_,)1999 = cos(— —:lt-) + isin(— %) = ‘% —i-

'ttml"‘

2.2, Notation exponentielle d’'un nombre complexe

= Définition et propriétés
Considérons la fonction f de R vers C définie par : f(a) = cosa + isino.
Pour tous nombres réels acet B, on a: flo + B) = f(o) x f(B) et (o) = if(a).

L’analogie de ces propriétés avec celles de la fonction exponentielle (cf. chapitre 12) conduit a la nota-
tion suivante.

Notation

Pour tout nombre réel ¢, Oon pose : cost + isino = el

On déduit dec cette notatmn la déﬁ_mtlon su.wante

‘Définition

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d’argument o.
On appelle forme exponentielle de z ’écriture z = rei®.

Exemples . ’
1=el0 —1=¢l® { =B

i _5E . (K
1+i=/2e2 1-i=(2e 1 1+i/3=2e %

Sous forme exponenhelle, les propnétés etabhes précédemment s’écrlvent de la fagcm smvante

Propriétés

Soit z et z” deux nnmhres complexes non nuls tels que z =rei*etz’ = r e‘“ , . un entier relahf On a:

(1) zz° = rrieilcre) @ = ?e—ia : [3) F=rten 5 @ 5 ei(u—a’]
Exemples i
Soit z et z’ deux nombres complexes tels que : z = 3¢ T et z'= ; e 3
5$|: IR
A e A . 1 _1 S oz _ln C
Ona.zz—ze ;25 =243e p Ege : z,—ﬁe .

=5 Formules d'Euler
Soit ¢ un nombre réel.

On a : cost + isina = ei* ; donc : cos — isino = e~ 12,

Nombres complexes 65



On en dedult les proprletés suivantes, appelees formuIes d’Euler.

T e

i gl 4 grio 2 =Eion L gl g-lo
Pour tout nombre réel cg,ona: cosg= -—-—2—-_—_ : et sino = -—-—21 .

Ces fozmu]es sont notamment utilisées en trxgonomeme ( cf 3.2.).

__92.3. Racines n-iemes d’'un nombre complexe

Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n > 2).
On appelle racine n-iéme de Z tout nombre complexe z tel que : z° = Z.

Soit Z et z les nombres complexes tels que : Z = rei® et z = pel®.
Pour tout entier naturel n (n=2),ona: z°=7Z <& pe™®=re

p="r
= { o= & ['ﬂ] : 5
Donc Z admet n racines n-iémes : . Tan
(0 2x o, 2k

By = nfre "z ="\{1:e( * ), O S ’Ef;el(" Tn ), covy B =Y
g nterprétation géometrique
On désigne par M, s ees My, ooy M les images Tes-
pectives de ces solutions dans le plan complexe.
Ona:OM,=O0M, =..=0M,=...=0M,_, ="1r.
De plus, pour tout couple de points (M, , M, ,,),ona:

' —> —> 27
Mes(OM;, , OM,,,) = 7= [2x].

Donc, les points M, (k € {0, 1, ..., n — 1}) sont les sommets

d’un polygone régulier & n cdtés inscrit dans le cercle de
centre O et de rayon .

On en déduit les propriétés suivantes.

Soit r ei® un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n=2).

* rei® gdmet n racines n-iémes telles que:z, = "f- (“ ) (kef{o,1,....,n- 1])

» Les images de ces racines sont les sommets d*un polygone reguher a n cotés inscrit dans le cercle
de centre O et de rayon %r.

Remarques
* La somme des n racines n-iémes d’un nombre complexe non nul est nulle.

j 2k
* 1 admet n racines n-iémes telles que : z,_ = e " (kelo,1,..,n-1)}).

. Exemples de caleuls de racines n-iémes
1. Calculer les racmes carrées de 1 - iy3.

Ona:1-i/3=2¢ 5 . Posons : z = pe'® ; donc : 22 = pZe?,
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- P p=12
Ona:z2=1-i/3 & &
29=——[211:]

R,
z,={2e © =§ —i‘g

=— K"

Donc, 1 —i,/3 admet deux racmes carrées z, et z, telles que :

Z, =g

2

1

1 et
2. Calculer les racines cubiques de 1.
Posons : z = pe'® ; donc : z° = p2e®.

p3 —] 1 p 5 1
Ona: F=1& =

{3950[%] {950[%"]
Donc, 1 admet trois racines cubiques z,, z, et z, telles que :
27 o

Zl=1, ZZ=63=—'-2—+i‘? et 33=33—

e Les images de z,, z, et z, sont les sommets d’un triangle équilatéral.

* Si on pose zz
g |

Donc :

1+]+]

hE xercices =

Determmer le module et un argument des
nombres complexes suivants.

a) 2i b) \5 +3i c) \/E + iﬁ

d) -5.

2b

Ecrire sous forme trigonométrique les nombres
complexes suivants.

a) 2+20)(1-1) b) :IT%*@' c) %
~ 2 i 1+i/3)?
d)1+i£3 o [=1~1) ﬁ(l—i)_‘

Soitz, =1+1i et 32=1+i\.~"§.
a) Déterminer le module et un argument de z,
etz,.

b) Ecrire sous forme algébrique et sous forme
trigonométrique le produit z,z,.

c) En déduire les valeurs de c:n::s%t et sz_?zt

=1 . — 27 -
—j,OHﬂ Z,=]=) et z,+z,+z,=0.

__.._l_

2.f

f3 \ |
5 -

Déterminer le module et un argument des
nombres complexes suivants.

a) cose—isino b) — sino + icoso

; coso. + isina
¢) 1 +itanc ) Cosa—isma -
Placer dans le plan complexe les points d’af-

fixes respectives :
. T

it = - i -iZ I
et, J2¢ 4, 1+e% e e 3+ 83,

1. Ecrire sous forme expanennelle les nombres
complexes z=1-1/3 et z”=—1—1i.

2. En déduire le module et un argument des
nombres complexes : (zz')?, Z=

1. Résoudre dans C 1'équation :
#=2(-1+i3).

2. Kcrire chacune des solutions sous forme algé-
brique.
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_...3.1.. Résolution d’équations dans C

=== Racines carrées d'un nombre complexe

On a vu dans la Iecon précédente une méthode pour déterminer les racines n-iémes d’un nombre com-
plexe écrit sous forme irigonométrique.

On peut cependant déterminer les racines carrées d'un nombre complexe écrit sous forme algébrique en
utilisant les produits remarquables et les modules. Cette méthode est décrite dans I'exemple ci-apres.

Calculer les racines carrées de 3 — 4i. _

Posons:z=x+iy ER,yER);ona:z®=(x+iy)?=(?-y?) +2ixy et | 22| = 2% + y2
x2-y*=3 x*=4

Donc:z*>=3—4i @{xy=—2 @{y2=1
x2+y*=5 xy=— 2

Le dernier systéme a deux solutions : (2;—1) et (-2;1).

Donc, z, =2—1 et z,=—2+1 sont les racines carrées de 3 — 4i.

Equations du second degré

Soit I’équation (E) : az? + bz + ¢ = 0, ou a, b et ¢ sont des nombres complexes (a # 0).
) I 2 2 _ b2 — dac]. A B2 -
Ona:azt+bz +c _.a[(z + Za)- -, ] ; posons : A = b* — dac.

e Si A= 0, alors (E) a une solution double : — 56"

¢ Si A+ 0, alors A admet deux racines carrées dansC: & et — 6.
Ona:(B) a|:(z+L - i)(z+L + é)]=0.

2a 2a 2a  2a
Dong, (E) a deux solutions distinctes : = ‘g; 8 o = g; 8

Soit I’équation (E) : az® + bz + ¢ = 0, oL a, b et ¢ sont des nombres complexes (a # 0).
On pose : A = b% — 4ac et on désigne par J et — & les racines carrées dans C de A.
+ Si A = 0, alors (E) a une solution double : - Ebﬁ. ?

» Si A # 0, alors (E) a deux solutions distinctes : = g; ] et = fz’; ) i

Exemples

» Résoudre dans C l’équgtion (E):22+z+1=0.

Ona:A=-3=3i2=(i/3)%
' ~1+i3 ~fe=iy3

Les solutions de (E,) dans C sont : z, = et z,=

2
e Résoudre dans C I'équation (E,) : iz% —iz -3 —i=0. '
Ona:A=—1+4i(3+1)=-5+12i.
Déterminons les racines carrées du nombre complexe — 5 + 12i.
, x!—y?=-5 Xt =4
Ona:(x+iyP=-5+12i @{xyﬂﬁ @{yzr-&).
2 +y?=13 xy =6
Ce systdme a deux solutions : (2;3) et (—2;—3).
i+ (2+3i) - i—(2+3i
Donc, (E,) a deux solutions dansC: z, = % et z,= _(E.l—] :
i

cest-a-dire: z,=2—-1 et z,=—-1+1
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smsmew Equations se ramenant au second degré

1. Soit I’équation (E) : 22 + (4 - 5i)2% + (8 - 20i)z — 40i =

a) Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure.
b) Résoudre (E) dans C.

a) Posons : z, = ib (b € R*). :
z, est solution de (E) < (ib)® + (4 — 51)(ib)? + (8 — 20i)Jib—20i=0 (b € R¥)
< 4b(b-5)+i(b®—5b>—8b+40)=0 [b<=RE%
< b=5.
Donc, (E) admet une solution imaginaire pure : z, = 5i.

b) L’équation (E) peut s’écrire : (z —5i)(z2+az+b)=0(a € C, b € C).

Par identification de polyndmes, on obtient : (z — 5i)(z2 + 4z + 8) =

* Soit I’équation : z2 + 42+ 8=0;0na:A=—16 = (4i) ¢
Dong, cette équation a deux solutions : z,=—2 + 2i et z;,=—2—2i.

* On en déduit que les solutions de (E) dans C sont : 2z, =5i, z,=—2+2i et z,=—2 - 2i,

2. Soit 'équation (E) : z* - 52° + 622 -5z + 1 = 0. 1
u=z+ —

a) Démontrer que (E) est équivalente au systéme : z

_ ik & ¥ {uz -5u+4=0
b) Résoudre (E) dans C.

) 2(,2 _o . 1
alOna:(E) < z (z —5z+6 T zz) 0
1\2
=S zz[(z+ ?) —5(z+ )+4)] 0.

Or, 0 n’est pas solution de (E) ; donc, (E) est équivalente au systéme : { “

- b} I’équation u® — 5u + 4 = 0 a pour solutions : 1 et 4.

Donc: (BE) & z+-3—=1 ou z+l=4
z z
e #-z+1=0 ou z2—4z+1=0.
_ 1+1/3 1-if3
On en déduit que les solutions de (E) dans C sont : z, = — i BE=

z,=2+/3 et z,=2-3.

_...3.2. Trigonométrie et nombres complexes

=== Expression de cosnx et sinnx en fonction de cosx et sinx (n € N|

La formule de Moivre permet de retrouver les deux formules de duplication établies en classe de pre-
miére et de generahser ces résultats.

e Ainsi: cos2x + 1sin2x = (cosx + isinx)? = cos?x — sin?x + 2isinx cosx ;

donc : cos2x = cos?x — sinZx et sin2x = 2sinx cosx.

* Deméme: cos3x + isin3x = (cosx + isinx)?® = cosdx — 3cosxsin®c + 1(331nx cos?x — sin®x) ;
donc : cos3x =.cos’x — 3cosxsin?x et sin3x = 3sinx cos?x — sin’x ;
c’est-d-dire : co083x = 4cos3x — 3cosx et sindx = 3sinx — 4sin3x.

* Plus généralement et pour tout entier naturel » non nul, on a :
n
cosnx + isinnx = (cosx + isinx)*= X Gﬁ coskx ik sin™Fx.
—0 G

011 en dedult ]e pomt methode suivant.

: Pour expnmer cosnx et sinnx (n E N] en fcmctlon de cosx _et nx,, on. peut ut1hser la fop
“mule de Moivre : cosnx +isinnx = (cosx + isinx)?, : :
cosnx et sinnx sont alors respectwement les parues reelle et 1magmalre du developpement :

'5 de (coax +- 13111.»:]n é I’a1de de la formule du bmome de Newton, i
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Fa

= Linéarisation de cos"x et sin (n € N).

Les formules d’Euler permettent de retrouver les deux formules de linéarisation établies en classe de pre-
miére et de généraliser ces résultats.

i gits g ix . elf — g~ ixy2
’ - T .
® Ainsi : cosx—( 5 ) et smx—( 5 )
c’est-a-dire :  cos?r = %(ei?x + 2 4 o7 i) ot sinZx = — %(eizx -2 +0 1),
. 2. _Cos2x 1 . 2. 1 cos2x
donc : COS°X = =5~ + 5 et sin’x = - 5 —
ir _ o—iry3 ; ; ; s ;

¢ De méme : sindx = (8 218 ) =— %(em — 3elZe~Ir 4 3gixgi2r _ g-idx)
_ 1 (eBr— g By 3 3(elxr_ g-ix))
“T(_"—zi )* E(_z—i )

donc : sindx = %- sinx — %Sinm‘.

Plus generalement ona le pomt methode suwant

Pour tous nombres reels a et b ona: _
* cosa cosh =,—2- [cus[a + b) + cos(a - b)] ; e sinasinb =— % [cos(a + b) — cos(a — b)] 3

R

- » sina cosb = —;— Isin{a + b) + sin{(a = b]]._- sl

B émonstration

* En appliquant les formules d’Euler, on a :

iay oia ib o ib ; ; ; ;
cosacosh = (e +ze ) < (e +¢ ) = _41_ (elard) 4 gilarh) 4 gila-b) 4 - ilab))

2
= —;- [cos(a + b) + cos(a — b)].
* On démontre de fagon analogue les deux autres propriétés.

Pour tous nombres réels p etg,ona:
ocoqu-cosq:z(;ospzqcoupzq - ; * cosp - cosq = - 2sin £+ 9 5in P~ 9

p) z

'sinp+sinq=25inp;qcosp2_q . * sinp — smq ZCOSP qq qu.
D émonstration

Soit p et ¢ deux nombres réels. )

*Ona: eP+e¥=(cosp + cosq) +i (sinp + sing) (1).

En remarquant que P_p;q+pzq ct q_p+q P= q,onobtient:

Vs o ] -
ePyeld —g 2 (elz +e 2 ) z(cosp q+isinp—;q)cosp2q

70 Nombres complexes




En comparant (1) et (2), on déduit que :

P38 o9 o

COsp + cosq = 2 Cos

2

e + gl = (2cosP;qcosp;q) +i(23inp;_qcosp_q) (2).

Ve O Gl i)

sinp + sing = 2sin 5 5

* En utilisant e/ — e = (cosp — cosq) + i (sinp — sing). on démontre de fagon analogue que :

_ X +q .
cosp—cosq=-—-251npzqsm 5

P—q

Linéariser ’expression sin3x cos?2x.

Exemple
Ona: sin3xcos2x
Donc: sin3xcos?2x

21 2

2

Il

)P-ll—‘ ph[n—\

21

2

(eiS.r - i3x )(ein + e iZx

et sinp—sinq=2CﬂsP;qSiﬁp;q.

(eizr - e—”’-t) 1 (M) -1 (e-r—_ﬁ)

21

4

. . 1 .
sin7x + X sin3x — - sinx.

—3.3.. GEOmeétrie et nombres complexes

Dans tout ce paragraphe, le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O, e},

mEmmme  Transformations et nombres complexes

Nous indiquons dans le tableau ci-dessous I’écriture complexe de certaines transformations du plan.
Dans ce tableau, M(z) et M’(z) désignent un point et son image, ainsi que leurs affixes, par chacune de

ces transformations.

2 . : 2 -
) = %[eza‘r__ e“;&:][ez-’:x_[_ 2 +e~—14x] Y

—
e

Ecriture complexe

Transformation Image M’ d’un point M Définition géométrique
U,
Translation 51 LM T "
de vecteur u(a) o B MM’ = u Z’=z+a
Of ¢
, M
Symétrie =~ \E - e
d-ceritie o) 2 . QM’ = - OM I —w=-(z- @)
o & PR
M
aM
Symétrie &| .7 ] OM’ = OM
par rapport — g o z'=%
a 'axe réel Of &~ ) l [E;, Oﬁ’] =— [E;, O_l\}xl)
.
M'e + M
Symétrie M A ot OM’ = OM
par rapport el e ow T zZ’=-%
a I’axe imaginaire O s (e}, OM’) =7 — (e;, OM)
“
ET M
Homothétie >t o /‘*f/ - s
de centre Q(w) e - OM’ = kOM Z—o=k(z- o)
et de rapport k ol &
' M
Rotation QM = OM
et d’angle o ' Mes(QM, QM) = o [27]
o| & TNSMY
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Exemples _“

 La rotation de centre Q( ) et d’angle — —g-a pour écriture complexe : 2" — 2i = e 3(z—2i);
c’est-a-dire : z’ 7 (1- 1\a3]z—‘/§ +1i.

Le point A(‘é) a pour affixe 1 + i/3 ; son image par cette rotation est le point A’ d’affixe 2 — 3 + i,
c’est-a-dire le point A’(2 T.L 3).

* La transformation h d’écriture complexe z’ = - —%-z + 3 —6i est I'homothétie de rapport — % et de
centre son unique point invariant. 1
L'affixe  de ce point est telle que : ® =— - ®+3—6i ;c'est-a-dire : @ = 2 - 4i.

=== Configurations du plan et nombres complexes

Dans le tableau ci-dessous, nous caractérisons certaines configurations géométriques a l’aide des
nombres complexes.

Configuration Caractérisation géométrique Caractérisation complexe
. A ]
- L2y _ 4 Zc— %8y _
Triangle ABC  _/ pa AB=AC et mesA=a |Z;—z, ¢ Y z,—z,°°
isocel A e C
isocéle en ) ; 0<a<m) a2kt €2)
@)
Triangle ABC o _ ~ Zo—Zy  ip Zo—Zy  -if
équilatéral €| - YL\’>B AB =AC et mesA =3 Z—2z, ¢ M g-z, °
ol & "
A
Triangle ABC ! _ 2% %6~ _ e Y
rectangle P AB=AC et mesA = 5> Ty —Zy 1 ou 7, Z, i
et isocéle en A ol & N3
A
Triangle ABC | & ~ [ i PO P -
rectangle en A € mag =g Zg— 2, =bi(b ER)
ol & S
Ca
Points A, B, C 4 T T B =2
i — A = € R*
alignés & Mes (AB,AC) =0 [n] B
Ol e - B
| - A | Mes (CA,GE) = Mes (DA,DB) [r]
es ,CB) = Mes " T
Points A, B,C,D _§_ Cﬂ i Yk WP
cocycliques € = 2 Zo—2Z,  Zp—Z,
3 Mes (CA,CB) #£0 [nx]
OI e MB ( )
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D émonstration

* Les caractérisations des triangles isocele, équilatéral et rectangle isocele se font 4 ’aide de la carac-
térisation complexe d’une rotation.

* Les caractérisations du triangle rectangle et des points alignés se font & 1’aide des caractérisations
complexes d’un nombre réel et d’'un nombre imaginaire pur.

* La caracterisation des points cocycliques se fait & I'aide de la caractérisation complexe d’un nombre

; — >
réel et des lignes de niveau M — Mes (MA,MB).

)

SEE Lieux géométriques et nombres complexes
1. Soit A le point d’affixe z, tel que : z, =1 +i.

Déterminer le lieu des points M dont Paffixe z vérifie :

a) |z-z2 A |=2.

b} arg(z - z,) = % [n] ; _arg(z -z,)=- % [2x:].

Solution

al*Ona: |z—zA|=z & AM =2,

Le lieu de M est le cercle (€) de centre A et de rayon 2.

——

b)eOna:arglz—z,) = —Tsl[n] < Mes(e), AM) s% [7].
Le lieu de M est la droite de repére (A, u), privée de A,
avec Mes(é;, )= % [x].

Firs

*Ona:arg(z—z,)=- —g— [2n] < Mes(E;, A_I\J;I) =— % [27].
Le lieu de M est la demi-droite de repére (A, v), privée de A, avec Mes(E;, T)=-— % [2r].

étude précédente.

) S o ety

Soit A le point d’affixe z, et M un point d’affixe z.
* Si R est un nombre réel strictement positif, le lien des points M dont 'affixe z wérifie | Z-%, | =R
est le cercle de centre A et de rayon R. . '

 Si 0 est un nombre réel, le lieu des points M dont I'affixe z vérifie arg(z — z,) = 0. [x] est la droite de

repére (A, i), privée de A, avec Mes(e,, ¥) = o. [n].

Remarque

Le lieu des points M dont I'affixe z vérifie arg(z — z,) = o [2n] est la demi-droite de repére (A, i), privée
de A, avec Mes(e,, ) =o. [2n].

2. A tout nombre complexe z, différent de — 2 — i, on associe le nombre complexe Z tel que :
z2—4-2i ’

Z+2+1°
Déterminer, géométriquement puis analytiquement, le lien des points M d’affixe z tels que :

@ |zl =1 ; |zl = 3.

b) Z estun nombre réel ; Z est un nombre imaginaire pur.

Solution

Méthode géoméirique .

Soit A et B les points d’affixes respectifs : z, =—2 —1i et Zg=4+2i;ona:Z=
.a)'|Z|=1<:>1 _Br:I@MA=MB. I

Le lieu de M est Ia méd?ruice (4) de [AB].

Z—Z,

7% _1 . MB_1

z—2z,| 2 MA ™ 2°

Le lieu de M est le cercle (I') de diamétre [CD] tel que :
C =bar{(A,1); (B,2)}, c’est-a-dire: C(2 + i)

- D =Dbar{(A,1) ; (B,— 2)}, c’est-a-dire : D(10 + 5i).

-|Z|=% =
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_zB _
b)e ZER & z=2; ou ag(z_z_J=0[nI

——

< M=B ou Mas[ﬁi, MB) = 0 [x].

Le lieu de M est la droite (AB), privée du point A.

. . _ Z —Zp o
e 7 Imaginaire pur < arg(z _ZA) =5 [x]

e —

—» — T
= Mes(MA, MB) = - [x]

Le lieu de M est le cercle (€) de diameétre [AB] privé
des points A et B.

Méthode algébrique

(x—4)+ily-2) (x2 + y* — 2x—y —10) + i(- 3x + 6Y)
(c+2)+ily+1) (x+ 22+ (y + 1) '
Les lieux cherchés seront déterminés par leurs équations.

a)e |Z] —1 & k-4l +y-2P=(c+2?+(yr+1?  x+2y-5=0

o |Z] _-2— o alx—42+@y-2=x+2P+{y+1)? © x*+y?—-12x—-6y +25=0.
bjeZER & —-3x+6y=0 & x—2y=0.

e 7 imaginaire pur < x?+y*—-2x—-y—10=0.

c) On désigne par o I’argument de Z.

Posons:z=x+iy;ona:Z=

—3x + 6y
X+ yt—-2x-y-10

Ona‘:arg[z]s%[‘m] o tano=1 & =1l 2+ +x—-7y—10=0.

..3.4, Travaux dirigés

1. Soit ABC un triangle et A’ le milieu de [BC].
On construit, a extérieur de ce triangle, les triangles .
rectangles isocéles ABB’ et ACC’, de sommet A. '
Démontrer en utilisant les nombres complexes que

les droites (AA’) et (B’C’) sont perpendlcu}mres et

que B'C’ = 2AAN. g

€olution
e Prenons A pour origine du repére orthonormé

direct du plan complexe et supposons le triangle ABG
de sens direct.

Zot Zr  Zpe Z
gt % “p ; c .
Ona: z,= ——, —=-1 et ==L
e 2’ zg Zc
Zo, — % —iz, —iz
B / C ;
Donc : G=I = =—2i;
i Zy Zgt Z¢
2
_.—-"--"———

c’est-a-dire : B'C’ = 2AA’ et Mes[ﬁ’ CB)=- —2— [27].
e Lorsque le triangle ABC est de sens indirect, un raisonnement analogue conduit  :

— —> 1T
B'C’ = 2AA’ et Mes(AA,C'B’) = 5 [2x].

Dans les deux cas, les droites (AA’) et (B’C’) sont perpendiculaires et B'C’ = 2AA’.
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