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Dans un monde qui évolue rapidement, la maîtrise et l'approfondissement des mathématiques 
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, plongées 

qu'elles sont dans l'ère de la haute technologie et de la mondialisation des marchés. 

Voilà pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dès 1983, à organiser des 
réunions de concertation sur les problèmes posés par l'enseignement des mathématiques qui 
jouent un rôle essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de l 'avenir. 

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons aujourd'hui aux.élèves 
de l'Enseignement Secondaire des pays francophones d'Afrique et de l'Océan Indien est le fruit de 
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, à l'élaboration et à 
l'adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de l'Enseignement 
Secondaire. 

Elle a pour objectifs majeurs : 

- l'harmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise à la disposition des élèves 
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel 
africain en tant que support et véhicule privilégiés des concepts mathématiques ; 

- l'acquisition par les élèves des bases d'une formation mathématique solide qui leur per­
mettent d'analyser une situation, de conjecturer des hypothèses et de les valider ou non à 
l'épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modèles mathématiques qu'ils 
connaissent et de dégager une conclusion ; 

- la diminution du coût du manuel pour permettre la réalisation d'un vieux rêve : un élève, 
un livre. 

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes 
d'enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et français, s'ap­
puient sur l'environnement des élèves pour les motiver, les faire agir, les amener à comprendre et 
à agir de nouveau, de manière autonome et créatrice. Les contenus adoptés et les méthodes péda­
gogiques préconisées ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne 
soient entreprises les rédactions définitives. 

Conformément à notre conception de l'enseignement des mathématiques, nous n'avons pas 
voulu présenter les leçons sous forme d'exposés théoriques, mais comme des séances de travail au 
cours desquelles des activités de -calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent 
empruntés au milieu africain) sont mises en œuvre pour solliciter et provoquer constamment la 
participation active des élèves. . 

Insérés dans les leçons, des exercices d'application immédiate permettent l'assimilation des 
notions étudiées. Placés à la fin des chapitres, des exercices d'entraînement et d'approfondisse­
ment permettent aux élèves d'éprouver leur compétence et aux professeurs d'évaluer leur
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ensei­
gnement. 

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de l'Éducation dans les 
pays francophones d'Afrique el ùe l'océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération 
Française et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur 
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les 
meilleures conditions possibles. 

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux à l'attente et aux besoins des utilisa­
teurs (professeurs et élèves). Afin d'en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec 
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nous faire et, 
par avance, nous les en remercions. 

Saliou Touré 
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À rithmét· que 

Introduction 

l'arithmétique est un des secteurs scientifiques les plus anciens et 
les plus féconds . Fondée essentiellement par les pythagoriciens 
pour qui tout était nombre, elle a connu de grands progrès sous 
/'impulsion de Fermat, Euler, Lagrange, Gauss et Legendre. 

Longtemps considérée comme la branche la plus abstraite et la 
moins utile des mathématiques, elfe connaît aujourd'hui de nom­
breuses applications en informatique, en électronique et en cryp­
tographie. 

La spirale d'Ulam (voir p. 25). 

1. Les ensembles N et ~ . .. . .. . . .. . . . .. .. . . . .. . .. .. . .. . . . . .. .. . .. .. . . 6 

2. Divisibilité dans ~ .. .. ............. ................. ... :. .. . . .. .. . . .. . 12 

3. PPCM et PGCD de deux entiers relatifs .. . .. .. . .. .. . . .. . . . . 17 

4. Nombres premiers ···•.•··· .. ················ · ...... _... ..... .......... 24 

• 
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~ Les ensembles N e.t Z __ 
1.1., L'ensemble N 

11,J désigne l'ensemble des entic,r,; naturels et t¾J • l 'ens1'mblc rlcs entiers naturels non nuls. 
On a : N = !O ; 1 ; 2 ; :1 ; ... ; n ; n + 1 ; ... 1 tlt M• = N \ (01 . 

l!llllœa Addition et multiplication dans ,~1 
l'<J est 01n11i de deux opérations : 

- l'addition. notée+ : 
- la mnltlplication, not6c x . 

Pour tous enliers naturels a e:t b, a + J, et 
a x b sont dos entiers natm-els ; on clit qne 
l' aclclitiun nt la multiplication dans f\l sont 
d (~S lois de co111posilüm internes. 

Les prnpri6t6s de l'addition"' ,fo la oiulti­
J>lication dans N sont résumées dans le 
tnbleau ci-conlrc où a, 1, cl c désig11ent des 
entiers ·uaturnls. 

R~marg~ 
Lorsqu'il n'y a pas d'ombigui'M le produit 
a :x /, est noté : ab. 

;arr-- Ordre dans 1\1 

Addition dans N M11ltiplication dans Ill 

a +O= O +a=a ax 1 = 1xa =o 
o "st âlément neutre pour + 1 "st 6l<'m,mt neutre pour x 

a + (h + d = (a + b) + c a x (/> x c) = (a x b) x c 
+ est as..sociatil ·c x est associative 

a +h = l>+a a xh= bxa 
+ est commutative x est co11unutative 

a x (/>+cl = a x b+a x c-
x r.st distributive P"' rappo,t à + 

a +c= l>+ l"C ~ a = h axc = bx c => a = h 
[c E N) [c E I\J') 

a +,B = o => !' = t, = o a x b =1 => a = h =1 . 

Oin défüi it dans N une r<'fo tion . notée :s, par: 'I (a; b) E N'. (a. :s b <=- 3 c E N. b = ,, + c). 
Celle relation possède les propriétés sni~anics. dont la démonstr~tion est immédiate. 

Pour tons e_ntiers naturels a, b etc, on a: 
• (l Sa 
• si t1:Sb et /) :S a. alors <• = b 
• si « S b et b :S c, alors " · !; c 

On dit que :s dans N ,:st une relation d'ordre. 
' 

R ~marq~ 

(la relation :S est réjlr,xive) 
(la relation :s est antisymétrique) 
(In relation :S est trallsitive). 

Deux entiers nnturds a et b sont toujour.s comparables. c'est•Cl•d i re on n tnujours : a ~ b ou h :S: a : 
(m dit qnc :S dans N est une rn./ntion d'ordre total. 

Nous admeuons la propriété suivante. 

Propriété 2 
Toute partie non vide cle I'\! ad.met un plus petit élément. 

t:_w :n111le.'i 

• I.e plus petit élément de I\J est o. 
• Le p lus petit élément de l 'ensemble [271 + 7, n EN) i,st 7. 

m•r-- Raî$onnement par récurrence 
Considérons IHs p mmh!rs e ntiers naturels non nuls t!t c::omparoos la sonune dft leurs cuhüs au carré dù 
le ur somme. 

6 Arithmétique 



On a: 13 = 1 
13 + z> " 9 

1~ + 23 + 33 = 36 

1 ' = 1 
(1 + 2)2 :: !l 

(1 + 2 + 3)1 = 36 
1' + 2 3 + :!3 + 43 = 100 

et 
et 
et 
et (1 + 2 + 3 + 1)2 = 100. 

C('..,c; observations conduisent à conjecturer que: 'V n E N •. 1' + 23 + ... + n3 = (1 + 2 + ... + nF. 
Étant dans l'impossibilité d•effe<:luer une in finité de vérifications. nous allons tJti liscr un rrusoonement 
par ré<:urrenc:c, dont le principe peut être illustré par la situation suivan te : « s i, dans une rongée de voi­
lures, lo prcm.iès-e es t vert.e et dcrrit}re toute voiture verte il y a une voilure verte . ulors toutes Je.<; vclilures 
sont ve11es ». 

Pour démcmtrcr qu'une proposition l'(n ), qu i concerne un enlier naturel n, est vmie pout tout 
n supérieur ou égal à ~ on rrocèdc en deux étapes : 

• on démontre que : Pl_n
0

) est v:raic : 
• on démontre que : pour tc;mt entier k supérieur ou égal à :n

0
, si P{k} est \"raie alors 

P[k + 1) est vraie. 

Ext?mpfos 

• Soil P (n) la proposition: • 13 + 23 + .. . + " ~ = (1 + 2 + .. . + n j? ». 
- Nous a"ons déjà ·vérifie: que : Pit) est vraie. 
- Soit k un enlier naturel supérieur ou égal à 1. 
Si P (k ) est vraie. ou a: 13 + 2• + ... + Je" = (1 + 2 + ... + k)Z; 
donc.: : 11 + 23 + ... + ,._., + (k + 1)3 "' (1 + 2 + ... + k)? + k (k + 1)2 + (k. + 1)Z 

= [k(kt l) r + 2 k(kt 1) (k + 1) + (k + 1)2 

= [ k(k t 1) + (k + 1) y 
= 11 + 2 + .. . + k + (k + I)P : 

c·est-à-dire : P(k + 1) es t vraie. 
On en déduit que, pour tout entier naluml n non nul, P (n) est vmio,. 
• Démontron s que pour tout enlfor n..it.urcl n. supérie ur ou égal à 4 , on a: r12 s; zn. 
Soit Q[n) la propos ition : • n2 :s; 2• •· 
- On a : 4t s 2; ; donc : Q(4) tlSt waië. 
- Soit k un enlier mature! supérieur ou égal à 4. 
Si Q(k) est vraie. on a : k' s z•. 
Or : k Z 1 = 1 + 1 ; donc : k Z 1 s ~ et (k + 1)2 S 2k'. 

Donc : (k + 1)2 s z<.-.1 ; c·est-à-dirc : Q[k + 1) est vraiu. 

On cm déduit que. pour tout enlier naturel , t supérieur ou égal à 4 , Q(11) est vmic. 

-i1=- 2__.. L'ensemble '11.. 
7. désigne l'ensemble des entiers relatifs cl l.* l'tmsemblc des entiers relatifs non nuls. 
On a : Z = ( ... ; n -1 ; 11 ; ... ; - 2; - 1 ; 0 ; 1 ; 2 ; ... 1 et l * ·= l \ JO}. 

-■11:&W Addition dons tf. 
L'add ition d~ns l. possède les p ropriétés suivan t es. 

Pour tous entiers rela tifs a, b et c, on a : 
(1) " + b E l (+ dans il est une loi de composition interne) 
(2) a + (b + c) = (a + b) + c (+ est associative} 
{3) a + 0 = 0 + cr = a (O est élém ent neutre pour +) 
(4) 3 a ' E Z. a + <• ' = a ' + a= 0 (foui élément de l u un opp osé dan s 2 ) 
(5) a + b = b + <• (+ est com1nutatfre]. 

Arithmétique 7 



N otètion et vocabulaire 
• !:opposé d'un enlier relatif a est unique; on lc nor.e - a et on l'appelle s_vm1,trique de« pour +. 
• Pour résumer les 4 premières propriét~. ou dil que (Z .. +) ost un groupe ; 

pour té:mmP.r les 5 propriétés. on dit que (.Z, +} est un groupe commutatif. 

• P.lus g6néralemcnt, un ensemble muni <l'une loi de composition interne est w1 groupe tors<pw : 
- la loi est associative ; 
- l'cnsemhlc possèdr: un élément neutrc pour ccltc loi ; 
- tout é16ment ,fo l"ensemhlc admet un sy,nétrique pour œtte loi dans cet ensemble. 

Ce groupe est comrnutatif si de plus la loi est comn1ulalive. 

/:"xmnpl,~s 

• (R. +) esl un grou1m c.omruutatif. 
(N , +) n'.,st pas un groupe. 

• Soit .'J- l"ensemble des isométries du plan. 
(-1, •} e.5t uu groupe ; en effet : 

- fo compvM!i..: ùe t1eux lsomCtrics est une isométrie : 
- la corn posée des isométries 0-51 assm:i.;itive : 
- l"applic.~tion idcmtiquc. qui est urn! isornélric, est élément neutre pour u : 
- lt! symP.rr ique d'une isométrie pour o est son isométrie réciproque. 

L" groupe (.1, •) n'est pas commutatif. 

Pour tolls entiers relatif.-. a, b et c, on a : a + C" = b + c -=> u = b. 

Ell effet, si a + c = b + c, lllnrs : a + c •• (- c) = 1, + c + (- c) : dom: :" = b. 

Multiplication dons tZ. 
L, multipli<:".ation dm1.s Z possi~lc les propriétés suivantes. 

• • 

Pou.r tous entiers relatifs a. b et c, on a : 
(1 ' } " x /, E Z (x dons Z. c_st une loi de composition interne) 
(2') " x (b x c) = (tJ x b) x c (x est associative) 
(3') a x (b + c) = << x I, + a x c (x est distributive par rapport â +) 
(4') a x h = b x « (x est commutative) 
(5') " x l = 1 x a = a (1 est élément neutre pour x). 

Vocabulaire 

Pour riiswrn,r les propriétés (1). (2). (3). (4), (5) <.le l'adclitioo <>t les propri6tés (1'), (2'). (3'}, {4'}, (5') de la 
mulliplication. on dil que (.Z, +, x} est un mmeau con:u:nulatif unitaire. 

• • 
Pour tous entiers relatiJ;; " • b etc (c" 0), on a : 
• u x O=O • (·ct-=cb ~ a =b. 

Démonstration 
Nous ne <lémoutreroos que la première propriét6. 
On a : "" +" x O = <l{<1 + 0) = '"' = an + 0; donc " ' x o = O. 

Ordre dons :1.. 
Pour tous nombres entiers relai ifs,, et 1,, on pose : /, - o = b + (- u). 
On définit dans Z une relation. notée s;, par : V (<1 ; b} E Z', (a s; b <=> J, - "E Ill). 
Cette mlation est 1wc relation d'ordrc total. 

8 Arithmétique 



Nous admellon.s lc}s propriétés 1 et 2 sui van les. 

Soit a et b deux entiers relatifs. 
• Pour tout entier relatif c, on a : 
• Pou:r tout ,mtir.r c; strictement positif, on a : 
• Pour tout entier (· strictement négatif, on a : 

Propriétés :2 

(l, ~ b ~ (t + Cs b + C'. 

a '.!ib <=> axc $ bx c. 
a :. b ~ a.xc:1:bxc. 

• Toute partie non vide et majorée de Z admet un plus grand élém<!nl. 
• Toute partie non ,•ide et .minorée de Z admet un plus pcti.t élément. 

EXt!mµlo 

L'ensemble ln E Z. (n + 2)2 :5 ni est borné. 
Son pins grand <\lc\ment est O et son plus petit élément r.st - 4 • 

• • • 
Soit " et b deux entiers relatifs tels que : b ;t O. 
Il f!xistc un entier relatif II tel que : 11b 2: a. 

011 dit que Z. est archimédicn. 

D émonstration 
1'" (;US ; /, ;?; 1 

- sî a?! O. il suffit cle prnndrn : n = a ~ 
- si u < O. il suffit de prendre : 11 => O. 

~cus: b'.5 - 1 
On a: - b 2: 1 ; donc il exisle un enlier mlntif m, tc.1 que: m(- b) 2: a. 
li suffit donc de prnndre : n = - m. 

Division euclidienne dons 2. 

Soit a el h deux entiers relatifs tels que : h ;t o. 
Il existe un unique couple (q ; r) d" ;;,: x N tel que : a. = bq + r et o :5 r < 1 b 1. 

• 

t es nombres <1 et r s'<1ppelltmt œspc,c:tivcmcnt le quotient et Je reste de la division m,clidienne de <l par 
b. bjfectuer une division rmclidfonnc c'est détenniner son (JU<>tfont et son reste. 

D émonstration 
• Exist.tmco 

Soit A l'cnsembl.c des entiers natur-els de la forum : n - hq (CJ E .Z). 

a + 1 ba I est é lément cln A ; donc A est une partie non vide do N, qui admet un plus petit élément r . 
r est élément de A : donc: r 2: o cl ,. = a - bq (q E Z ). 

Oc plus, r < II> 1 (sinon. r-l bl = c, - bq - 1 hl = a - bq'; donc. r- lb I serait un élément de A, plus 

petit qne r; c·As\-à-clire. r ne serait plus le plus petit ,;!émeut de A). 

On en dc\rlui\ qu ï l existe un COui,>le (CJ ; r) de Z x N tel qne : <• = bq + r et O S r < 1 b 1. 
• Unicité 

Soit (q: r) el (c(: r1 rlcux coupfos de Z x t\l tels que : n = '"' + r," = IHJ • + r'. O $ r < 1 b I el O :5 r < 1 h 1. 
On a : 0 = /)(<J' - <1) + (r' - r) : don(: : 11, 11 q · - <J 1 = 1 r' - r 1. 
Or : - 1 b 1 < r - r < 1,, 1: dom: : 1 r - r I · < 1" 1. 
On en dédu.it que : 1 q' - <J 1 = Ù (si I cJ' - <J 1 ;;, 1, on aurait : 1 b 11 <{ - q 1 2: 1 h 1 ). 
De plus : 1 r' - ,· I = 1 b 11 q' - <11 : donc: <J' = q cl r ' = r . 

Arlthm~ 9 



Exemples 
Effectuer la division euclidienne de a par b dans chacun des cas suivants : 

a = 53 et b = 12 a = - 53 et b = 12 a = 53 et b = - 12 a= - 53 et b = - 12. 

• On a : 5 3 = 12 x 4 + 5 et O 5 5 < 12. 
Donc : 4 et 5 sont respectivement le quotient et le 
reste de la division euclidienne de 53 par 12. 

• On a : 53 = (- 12) x (- 4) + 5 et O $ 5 < 12. 
Donc: - 4 et 5 sont respectivement le quotient et le 
reste de la division euclidienne de 53 par - 12. 

• On a: - 53 = 12 x (- 4) - 5 • On a : - 53 = (- 12) x 4 - 5 
= 12 X (- 5) + 7 et Ü $ 7 < 12. = (- 12) X 5 + 7 et Ü 5 7 < 12. 

Donc: - 5 et 7 sont respectivement le quotient et le 
reste de la division euclidienne de - 53 par 12. 

Donc : 5 et sont respectivement le quotient et le 
reste de la division euclidienne de - 53 par - 12. 

·M;;:,1r:'~t. •:i.;;;.i.;,. Bases de numération 
Toutes les civilisations anciennes de Chine, Mésopotamie, Égypte Amérique du Sud ... ont inventé un sys­
tème de numération. Mais ces différents systèmes ne permettaient pas d'effectuer facilement les opérat_ions. 

Le système décimal (base dix) a l'avantage de rendre simples toutes les opérations, grâce à l 'invention 
du O et à la valeur de position des chiffres. 

Le système binaire (base deux) est adapté à l'informatique qui utilise également le système hexadécimal 
(base seize) pour réduire la taille de l'écriture des nombres (code ASC Il). 

Nous admettons la propriété suivante. 

Soit b un entier naturel supérieur ou égal à 2. 
p 

Tout entier naturel x non nul peut s'écrire de façon unique I. akbk, où les ak sont des entiers naturels 
k=O 

tels que : 0 5 ak < b et a -::/:- O. ' 
p . • 

On écrit: x = aPaP-1 ... a2a 1at Cette écriture est appelée écriture de x en base b. 

Par convention, les écritures sans « barre » sont en base 10. 

• On a : x = b{a/JP-1 + aP-1bP-2 + ... + qp + a 1) + a0, avec O $ a 0 < b; 

don~ q0 = aPaP_1 ... a2a/ et a0 sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de x 
parb. 

• On a : q0 = b(aPbP-2 + aP_1bP-3 + ... + a 2) + a1, avec Os; a 1 < b; 

donc q1 = aPaP_1 ... a} et a 1 sont respectivement le quotient et le reste de la division euclidienne de q0 pdr b. 
On peut ainsi déterminer de proche en proche l'écriture de x en base b. 

Exemples 
·• Écrire dans le système décimal le nombre :4235• 

On a : 423 5 = 4 x 52 + 2 x 51 + 3 x s0 

= 4 X 25 + 2 X 5 + 3 

= 113. 

• Écrire le nombre 127 en base sept. 
On effectue les divisions successives par 7, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 
On en déduit que: 127. = 241 7• 
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Système binaire 
Pour écrire un nombre en base deux, l'ensemble des chiffres utilisés est: {O ; 1). 

Exemples 
• Écrire dans le système décimal le nombre: 10100111001

2
• 

On a: 10100111001
2 = 210 + 28 + 25 + 24 + 23 + 2° 

= 1 024 + 256 + 32 + 16 + 8 + 1 
= 1 337. 

• Écrire le nombre 87 en base deux. 

87l_g_ 
1 143 t_g_ 

1121 L_g_ 

On effectue les divisions successives par 2, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 
1 110 t_g_. 

ois t_g_ 
1_ 1~ r, On en déduit que : 87 = 1010111

2
• 

Système hexadécimal 
Pour écrire un nombre en base seize, l'ensemble des chiffres utilisé est: 
{ 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6 ; 7 ; 8 ; 9 ; A ; B ; C ; D ; E ; F}. 
(A, B, C, D, E et F représentent respectivement 10, 11, 12, 13, 14 et 15.) 

Exemples 
• Écrire dans le système décimal le nombre : F0A5

16
. 

On a: F0A5
16 = 15 x 163 + 0 x 162 + 10 x 161 + 5 x 16° 

=1 61 440 + 160 + 5 
= 61 605. 64206~6 . 

• Écrire le nombre 64 206 en base seize. 14 4 012~ 
On effectue les divisions successives par 16, comme indiqué sur le schéma ci-contre. 12 l 250~ 

0 d ~d . FACE16 10 115 n en e mt que : 64 206 = . 

~ 1 ... 4 ... Travaux dirigés 
Un damier comporte 1 024 cases sur 1 024 toutes blanches sauf 
une, peinte en noir, à un endroit non précisé du damier. On dis- · 
pose, en nombre suffisant, de « triminos » en forme de« L ». 
Est-il possible, à l'aide des triminos, de paver toutes les cases 
blanches du damier, sans déborder et sans que deux triminos ne 
se chevauchent ? 

Solution 
On remarque que 1 024 = 210• 

Soit P(n) la proposition:« un damier de côté 2 1
\ privé d'une case, 

peut être pavé par des triminos ». 

• Pour n = 1, un damier 2 x 2 privé d'une case est un trimino. 
Donc P(1) est vraie. 

• Soit k un entier naturel supérieur ou égal à 1. 

Supposons P(k) vraie et considérons un damier de côté zk+i, privé 
d'une case. · 
Ce damier peut être partagé en quatre « sous-damiers » de côté zk. 
L'un de ces quatre sous-damiers contient la case noire ; on peut 
donc le paver de triminos. 

Posons au centre un trimino à cheval sur les trois autres. Chacun 
des sous-damiers restants, privé de la case couverte par le trimi­
n·o, peut être à son tour pavé par des triminos. 

Donc P(k + 1) est vraie. 

On en déduit que le damier de 1 024 x 1 024 cases privé d'une 
case peut être pavé par des triminos. 

Un trimino, comme son nom l'indique, 
recouvre trois cases du damier. 

~ 
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~ E xercices 
xy < 2x 1 .a Résoudre dans N2 le système : { -

4
. 

x+y= 

1 .b Résoudre dans "lL.2 le système : { x
3

y = 1 
4

. 
x+y=-

1 .C Démontrer par récurrence que pour tout entier 
naturel non nul n, on a : 

2 2 2 2 
n(n + 1)(2n + 1) 

1+2+3+ ... +n= 
6 

. 

1 .d Démontrer par récurrence que pour tout entier 
naturel non nul n , on a : n! ~ zn-1 . 

1.e Effectuer la division euclidienne de a par b 
dans-chacun des cas suivants. 
• a = 59 et b = 18 
• a = - 59 et b = 18 

• a= 59 et b =-18 
• a = - 59 et b =-18 
• a = 6 941 et b = 358 
• a = 358 et b = 6 941. 

l .f Déterminer l'entier naturel qui, divisé par 23, a 
pour reste 1 et qui, divisé par 17, a le même 
quotient et pour reste 13. 

1.g Écrire en base deux chacun des nombres sui-
1,·ants: 9; 17 ; 205; 864 . 

1 . h Écrire en base dix chacun des nombres sui­
- - 2 - - -2 

,ants : 1011 ; 1101101 . 

Divisibilité dans-~ 
--....2.1. Multiples et diviseurs d'un entier relatif -

t:sa':·-~qz: "'"1 Définition et propriétés 

Soit a et b deux entiers relatifs. 
On dit que a est un multiple de b s'il existe un entier relatif k tel que : a = kb. 
Si de plus b ;t; 0, on dit que b est un diviseur de a ou que b divise a. 

Exemples 
• On a : 143 = 11 x 13 ; donc : 143 est multiple de 11 et de 13 ; 

13 et 11 divisent 143. 
• On a : 12 = (- 4) x (- 3) ; donc : 12 est multiple de - 4 ; 

- 4 divise 12. 

Rema!.9U~ 
• Tout entier relatif est multiple de 1 et - 1. 
1 et - 1 divisent tout entier relatif. 
• 0 est multiple de tout entier relatif. 
Tout entier relatif non nul divise 0, mais O ne divise aucun entier relatif 
• Lorsque b * 0, a est multiple de b (ou b divise a) si et seulement si le reste de la division euclidienne 
de a par b est nul. 

Les propriétés suivantes sont présentées en termes de diviseurs. Nous laissons au lecteur le soin de les 
énoncer en termes de multiples. Selon le contexte, l'une ou l'autre de ces deux formes pourra être u tilisée. 

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 
Si b divise a , alors : 1 b 1 ~ 1 a 1. 
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D émonstration 
Si b divise a, alors il existe un entier relatif non nul q tel que : a= bq. 
On a : 1 ::; 1 q 1 ; donc : 1 b 1 ::; 1 b 1 1 q 1 . 

C'est-à-dire : 1 b 1 ::; 1 a 1. 

Soit a, b et c trois entiers relatifs (a et:- 0, b et:- 0). 
(1) a divise a. 
(2) Si a divise b et b divise a, alors a = b ou a = - b. 
(3) Si a divise b et b divise c, alors a divise c. 

D émonstration 
(1) et (3) découlent immédiatement de la définition de la divisibilité. 
(2) D'après la propriété 1, a divise h ⇒ 1 a 1 ::; 1 h I et b divise a ⇒ 1 b 1 ::; 1 a 1 

donc : (a divise b eth divise a) ⇒ 1 a 1 = 1 b 1. . 

Soit a, b etc trois entiers relatifs (a et:- 0). 
Si a divise b et c, alors pour tous entiers relatifs p et q, a divise pb + qc. ,, 

On dit encore que a divise toute combinaison linéaire de b etc dans "li.. . 
Cette propriété découle immédiatement de la définition de la divisibilité. 

Exemples 

• La somme ou la différence de deux entiers relatifs pairs est un entier relatif pair. 
• Le produit d'un entier relatif par un entier relatif pair est un entier relatif pair. 

Ensemble des multiples d'un entier relatif 
Soit b un entier relatif. 
Les multiples de b sont les nombres : ... , b x (- 2), b x (- 1), b x 0, b x 1, b x 2, ... 
Ces nombres sont de la forme : blc, où le E "11... 

,hl.21~ti911 
L'ensemble des multiples de b (b E Z) e,st noté bZ. 

Exemples 
• 3"11.. = { ... ; - 9 ; - 6 ; - 3 ; 0; 3 ; 6; 9 ; ... } • 1Z = "11.. 
• - 2Z = 1. . . ; - 6 ; - 4 ; - 2 ; 0 ; 2 ; 4 ; 6 ; .. . } • OZ= {O}. 

&mâtq~ 
Pour tout entier relatif b, (b'll., + J est un groupe commutatif. 

Ensemble des diviseurs d'un entier relatif 

,hl2~2!1 
Soit a un entier relatif. 
On note : ~(a) l'ensemble des diviseurs de a. 

Exemples 
• 2D(4) = {- 4 ; - 2 ; - 1 ; 1 ; 2 ; 4) 
• 2D(- 6) = {- 6 ; - 3 ; - 2 ; - 1 ; 1 ; 2 ; 3 ; 6} 

• 2D(1) = l- 1 ; 1} 
• 2D(O) = 'll.*. 

R~LQ~ 
Pour tout entier relatif a non nul, 2D(a) est un ensemble fini non vide. 
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__.. 2.2.J Congruence modulo n (n E N*) 

Définition et propriétés immédiates 

Soit n un entier naturel non nul, a et b deux entiers relatifs. 
On dit que a est congru à b modulo n si a - b est un multiple de n. 

On écrit: a = b [n]. 

Exemples 
• 54 = 4 (10] • - 81 = 0 [9] • 9 = - 1 [10) • - 5 = 2 [7]. 

• a = 0 [n] ç::> a multiple de n ; 
• a = b [n] ç::> a - b multiple de n ; 
• sir désigne le reste de la division euclidienne de a par n, alors :.a= r [n] . 

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition. 

Soit n un entier naturel non nul, a, b et c trois entiers relatifs. 
• a = a [n] (la relation de congruence modulo n est réflexive) 
• Si a= b [n], alors b = a [n] (la relation de congruence modulo n est symétrique) . 
• Si a = b [n] et b = c [n], alors a = c [n] (la relation de congruence modulo n est transitive). 

__ Autres propriétés 

Soit n un entier naturel non nul, a et a' deux entiers relatifs, r et r' les restes respectifs des divisions 
euclidiennes de a et a ' par n. 
On a : a = a ' [n] ç:> r = r'. 

D émonstration 

Désignons par q et q' les quotients respectifs des divisions euclidiennes de a et a ' par n. 

On sait que : a= nq + r et Os; r < n ; a ' = nq' + r ' et Os; r ' < n . 

Donc : a - a ' = (b - bîn + r - r', avec - n < r - r ' < n. 

On en déduit que : a = a ' [n] ⇒ a - a ' multiple de n 

ç=> r - r' multiple de n 

ç=> r-r' = O. 

Soit n un entier naturel non nul et a, a', b, b ' quatre entiers relatifs. 
• Si a = a' [n] et b = b' [n], alors a+ b = a' + b' [n]. 
• Si a = a' [n] et b = b' [n], alors a x b = a ' x b' [n]. 

< • 

On dit que la congruence m odulo n est com patible avec l'addition et la multiplication dans "71.. . 

D émonstration 

• On a: 
donc : 

• On a: 

donc : 

(a' + bî - (a + b) = (a' - a)+ (b' - b) ; 

(a' - a E n"ll.. et b' - b E nZ) ⇒ (a' + bî - (a+ b) E n"ll... 
(a' x bî - (a x b) = b'(a' - a) + a(b' - b) ; 

(a' - a E nZ et b' - b E n"ll..) ⇒ (a' x bî - (a x b) E n"ll. . 
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Remargyg 
Si k est un entier naturel non nul, on a: a = a' [n] => ak = a'k [n}. 

Exemples 
On considère les nombres a et b tels que : a = 137 et b = 73. 
Déterminer les restes des divisions euclidiennes dé a + b, ab, 3a - 2b et a2 + 3b3 par 25. 
On a : a = 12 [25] et b = - 2 [25]. 
• On a : a+ b = 10 [25]. 

Or : ·o :s;:_ 10 < 25 ; donc 10 est le reste de la division euclidienne de a+ b par 25 . 

• On a : ab = - 24 [25] ; donc : ab= 1 [25]. 
Or: 0::::; 1 < 25 ; donc 1 est le reste de la division euclidienne de ab par 25. 

• On a } 3a - 2b = 40 [25] ; donc : 3a - 2b = 15 [25]. 
Or : 0 ::; 15 < 25 ; donc 15 est le reste de la division euclidienne de 3a - Zb par 25. 

• On a : a 2 + 3b3 = 120 [25] ; donc : a2 + 3b 3 = 20 [25]. 
Or : 0::::; 20 < 25 ; donc 20 est le reste de la division de a 2 + 3b3 par 25 . 

.,_ 2.3_.-l Utilisations des congruences 

LU .::::.:::J Déterminations de restes 
1. Déterminer le reste de la division euclidienne de •j2 002 par 9. 
On a: 7° = .1 [9] ; 71 = 7 [9] ; 72 = 4 [9] ; 73 = 1 [9]. 

2 002 = 3 X 667 + 1. 
Donc : (73)667 x 7 = 1667 x 7 [9] ; c'est-à-dire : 72 002 = 7 [9]. 
Or: o ::::; 7 < 9 ; donc 7 est le reste de la division euclidienne de 72 002 par 9. 

• 

2. Déterminer, suivant les valeurs de l'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de 5n par 3. 
On a : 5° = 1 [3] ;· 51 = 2 [3] ; 52 = 1 [3]. 
• Sin= 2k (k E N), on a: (52)k = 1k [3] ; donc : 5n = 1 [3]. 
• Sin= 2k + 1 (k E ~ ), on a : (52)k x 5 = 1 k x 5 [3] ; donc : 5n = 2 [3]. 

r::=·-=::.. Démonstrations de propriétés 
1 . Soit n un entier naturel. Démontrer que n(n4 - 1) est multiple de 5. 
On distingue cinq cas : n = 0 [5], n = 1 [5], ... , n = 4 [5]. 
Les résultats sont regroupés dans le tableau de congruences ci-contre. 
On en déduit que n(n4 

- 1) est multiple de 5. 

2. Soit n un entier naturel. 

n 

n4 -1 

n(n4 - 1) 

1 °) Démontrer que le reste de la division euclidienne de n2 par 8 est 0, 1 ou 4. 

0 1 2 3 4 

4 0 0 0 0 

0 0 0 0 0 

2°) En déduire que les nombres de la forme Bk + 7 (k E Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits. 
1°) On distingue huit cas : n = 0 [8], n = 1 [8], ... , n = 7 [8]. 
Les résultats sont regroupés dans le tableau de congruences çi-contre. 
On en déduit que le reste de la division euclidienne de n 2 par 8 est 0 , 1 
ou 4. 

n 
n2 

0 1 2 

0 1 4 

3 4 5 6 7 

1 0 1 4 1 

2°) L'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois carrés parfaits 
est le même que l'ensemble des restes possibles de la division euclidienne par 8 de la somme de trois 
éléments de {0 ; 1 ; 4}. · 

Le tableau ci-dessous regroupe les restes possibles : 

(a, b, c) (0, 0, 0) (0, 0 , 1) (0, o, 4) (0, 1, 1) (0, 1, 4) (0, 4, 4) (1 , 1, 1) (1, î , 4) (1, 4, 4) (4, 4 , 4) 

reste 0 1 4 2 5 0 3 6 1 4 

On en déduit que les nombres de la forme Bk + 7 (k E Z) ne sont pas la somme de trois carrés parfaits. 
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Congruences particulières 
Les critères de divisibilité par 2, 3, 4 ,5, 9 et 11 ont été utilisés au collège. Nous allons, grâce aux 
congruences, démontrer ces résultats et les généraliser à la déter_mination des restes de certaines divi­
sions. 

Dans cette partie, x désigne un entier naturel non nul et apap-r .. a 0 son_ écriture décimale. 

On a : x = aP10P + aP-11oP-1 + ... + a 1101 + a 0 . 

1. Congruences modulo 5 

a) Démontrer que: x = a 0 [5]. 

b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325. 

a) On a : 10 = 0 [5] ; donc, pour tout entier naturel Tc non nul : 10k = 0 [5]. 

On en déduit que : aP1QP + aP-1 lQP-1 + ... + a 1101 + a 0 = a 0 [5]. 

b) Les restes des divisions euclidiennes par 5 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1 , 2 et O. 

2. Congruences modulo 4 et modulo 25 

a) Démontrer que : x = a 1a0 [4] et x = a 1a0 [25]. 

b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 4 et 25 de 1 826, 3 252 et 27 325. 

a) On a : 102 = 0 [4] et 102 = O [25] ; 
donc, pour tout entier naturel k supérieur ou égal à 2 : 10k = O [4] et 10k = O [25]. 

On en déduit que: aP10P + aP---1 l0P-1 + ... + a 1101 + a 0 = a 1101 + a0 [4] 

et : aP10P + aP-1 lQP-1 + ... + a 1101 + a 0 = a 1101 + a 0 [25]. 

b) Les restes des divisions euclidiennes par 4 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 2, 0 et 1. 

Les restes des divisions euclidiennes par 25 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 1, 2 et O. 

3. Congruences modulo 9 et 3 
p p 

a) Démontrer que : x = I ak [9] et x = I a k [3] . 
.bco .bco 

.I 

b) Déterminer les restes des divisions euclidiennes par 9 et 3 de 1 826, 3 252 et 27 325. 

a) On a : 10 = 1 [9] et 10 = 1 [3] ; 
donc, pour tout entier naturel k : 10k = 1 [9] et 10k = 1 [3]. 

On en déduit que : 

p 

et : a 1()/l + a 110P-1 + ... + a 1101 + a 0 = I, ak [3]. 
P J>-- .bco 

b) On a : 1 826 = 1 + 8 + 2 + 6 [9] ; donc le reste de la division de 1 826 par 9 est 8. 

De même, les restes des divisions euclidiennes par 9 de 3 252 et 27 325 sorit respectivement 3 et 1. 
Les restes des divisions euclidiennes par 3 de 1 826, 3 252 et 27 325 sont respectivement 2, 0 et 1. 

4. Congruences modulo 11 
p 

a) Démontrer que: x = I (- l)kak [11] . 
k=O 

b) Déterminer les restes de la division euclidienne par 11 de 1 826, 3 252 et 27 325. , 

a) On a : 10 = - 1 [11); donc, pour tout entier naturel k: 10k = (- l)k [11). 
p 

On en déduit que : a 1oP + a 11QP-1 + ... + a
1
101 + a 0 = I (- 1)kak (11). 

p p- . ~ 

b) On a: 1 826 = - 1 + 8 - 2 + 6 [11] ; donc le reste de la division euclidienne de 1 826 par 11 est O. 

De même, les restes des divisions euclidiennes p~ 11 de 3 252 et 27 325 sont respectivement 7 et 1. 
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2.a Combien y a-t-il de multiples de 11 compris 
entre .:... 1 000 et 1 000 ? 

2.f Sans effectuer la division euclidienne, vérifier 
que 23 157 est divisible par 9. 

• 2.6 Déterminer l'ensemble des diviseurs de 60. 

2.c Déterminer les entiers naturels net p tels que: 
n2 

- p 2 = 28. 

2g Déterminer les couples (x ; y) de chiffres tels 
q!!.B le n ombre d'écriture décimale 724xy soit 
::::m!::role de 9. 

2.d Démontrer que : 232 = 1 (5). 

2.e Soit n et d deux entiers relatifs non nuls tels 
que d divise n. 

2 h ScG a. b etc trois entiers relatifs non nuls. 
1... ;l2: , . e;: qne si be divise a , alors b divise 
a etc tlh Ise a. 

Démontrer que pour tous entiers relatifs a et b 
on a : a= b [n] ⇒ a= b [d] . 

2. ~ ~ est~lle vraie ? 

. 

-eeCM; et-PGCD de deux tiers relatifs 
-~-=3.1 ... PPCM de deux entiers relatifs 
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et A l 'ensemble des entiers naturels non nuls appartenant à 
a"ll.. n b"ll... -
1 ab I E A; donc A, partie non vide de N, admet un plus petit élément. 

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 
On appelle plus petit colil.Illun multiple de a et b, et on note PPCM(a; b), le plus petit élément stric­
tement positif de a"ll.. n b'l!.. 

Exemples 
• On a : 12"1l.. = { ... ; - 24 ; - 12 ; 0 ; 12 ; 24 ; 36 ; 48 ; 60 ; 72 ; 84 ; 96 ; ... } 

161'. = { ... ; - 32; - 16; 0; 16; 32 ; 48; 64; 80; 96; ... } 
12"ll.. n 16"ll.. = { ... ; - 48; o; 48; 96; .. . }. 

Donc: PPCM(12 ; 16) = 48. 

• Déterminer le PPCM de 5 et 7. 
Les multiples strictement positifs de 7 sont dans l'ordre croissant: 7 ; 14 ; 21 ; 28 ; 35 ... 
Le plus petit d'entre eux qui est multiple de 5 est 35 ; donc : PPCM(5 ; 7) = 35. 

R~!Jlargy~ 

• Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PPëM(a; b) = PPCM( 1 a 1 ; 1 b I J. 
Dans une recherche de PPCM, on peut donc se ramener à la recherche du PPCM de deux entiers natu­
rels non nuls. 
• Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : Max(a; b) ~ PPCM(a; b) ~ab . . 
• Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a: PPCM(a; b) = a ~ a E b"ll... 

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et µ leur PPCM. 
On a : a"ll.. n bd'. = µ'l!.. 

D émonstration 
• Soit k un élément de µ"li... 
k est multiple de µ et µ est multiple de a et de b ; donc k est multiple de a et de b. 
Tout multiple de µ est multiple de a et de b ; donc : µ"li.. C a"ll.. n bd'.. 
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• Soit k un élément de a'll_ n bl. 
Désignons par q et r le quotient et le reste de la division euclidienne de k par µ ; on a : r = le - µq. 
k et µ sont des multiples communs à a et b ; donc : r E a'll_ n b1.. 
De plus, µ est le plus petit élément strictement positif de a'1l_ n b'll_ et O ~ r < µ ; donc : r = O. 
On en déduit que : k E µ'll_. 
Donc : a'll_ n b'll_ c µ2. 
• On a : µ'1l_ c a'll_ n b'll_ et a'1l_ n b'll_ c µ2 ; donc : µ'1l_ = a'1l_ n bl . 

Exemple 
PPCM(12 ; 16) = 48 et 12l: n 162 = 482 . 

Soit a , b et k trois entiers naturels non nuls. 
On a : PPCM(ka; kb) = kPPCM(a; b). 

D émonstration 

Posons: µ = PPCM(a ; b) et µ1 = PPCM (ka; kb) . 

. • Il existe deux entie.rs naturels non nuls a ' et b' tels que : µ = a.a' et µ = bb'. 
On a: kµ = kaa' et kµ = kbb'. 
kµ est un multiple commun à ka et kb ; donc : kµ :2:: µ1 . 

• Il existe deux entiers naturels non nuls a" et b" tels que : µ1 = kaa" et µ1 = kbb". 
On a: aa" = bb" ; aa" est un multiple commun à a et b, donc: aa" :2:: µ. 
On en déduit que : µ1 :2:: kµ. 

• On a : kµ :2:: µ1 et µ1 :2:: kµ. Donc: PPCM(ka; kb) = kPPCM(a ; b). 

Exemple 
PPCM(120 ; 168) = PPCM(.24 x 5 ; 24 x 7) = 24 x PPCM(5 ; 7) = 24 x 35 = 840. 

-3~2-. PGCD de deux entiers relatifs 

"""!::::::::::l Définition et propriétés 
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 
L'ensemble des diviseurs communs à a et b, noté 2ü(a; b) , contient 1 et est fini. Il admet donc un plus 
grand élément, strictement positif. 

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 
On appelle plus grand commun diviseur de a et b, et on note PGCD(a; b), le plus grand élément de 
0)(a ; b). 

Exemples 
• On a : 2h(24) = {- 24 ; - 12 ; - 8 ; - 6 ; - 4 ; - 3 ; - 2 ; - 1 ; 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 6 ; 8 ; 12 ; 24} 

0)(30) = {- 30 ; - 15 ; - 10 ; - 6 ; - 5 ; - 3 ; - 2 ; - 1 ; 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 5 ; 6 ; 10 ; 15 ; 30} 
2h(24 ; 30) = { - 6 ; - 3 ; - 2 ; - 1 ; 0 ; 1 ; 2 ; 3 ; 6}. 

Donc: PGCD(24 ; 30) = 6. 

• Déterminer le PGCD de 5 et 12. 
On a : 0)(5) = {- 5 ; - 1 ; 0 ; 1 ; 5} et 5 ne divise pas 12. 
Donc : PGCD(5 ; 12) = 1. 

Remar ~ 
• Pour tous entiers relatifs non nuls a et b, on a : PGCD(a ; b) = PGCD( I a 1; 1 b I J. 
Dans une rech erche de PGCD, on peut donc se ramener à la recherche du PGCD de deux entiers natu­
rels non nuls. 
• Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a: 1 :<,; PGCD(a ; b) :<,; Min(a ; b]. 
• Pour tous entiers naturels non nuls a et b, on a : PGCD(a; b) = b <=> b E (Jl)(a). · 
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Soit a et b deux entiers naturels non nuls et 8 leur PGCD. 
On a : 0J(a ; b) = 0)(8). 

D émonstration 

• Soit d un élément de 21J(8). 
d divise o et o divise a et b ; donc d divise a et b. 
Tout diviseur de o divise a et b ; donc : 0)(8) C 2{a: b). 

• Soit d un élément de 0J(a; b). 

Désignons par µ le PPCM de d et o ; on a : 8 s µ . 
a est multiple de d et de o, donc a est multiple de JL De ~p,-,-e b est multiple de µ. 
µ divise a et b ; donc : µ s 8. 
On a : PPCM(d; o) = o. Donc d divise 8; c'est-à-dire: d ~ ;11b). 

• On en déduit que : 0J(a ; b) = 2b(o). 

Exemple 
PGCD(24 ; 30) = 6 et 2b(24 ; 30) = 0J(6). 

Soit a, b et k trois entiers naturels non nuls. 
On a: PGCD(ka; kb) = kPGCD(a; b). 

D émonstration 

Posons: 8 = PGCD(a; b) et 01 = PGCD(ka; kb). 

• Il existe deux entiers naturels non nuls a' et b ' tels que : a= 8a' et b = 8b'. 
On a: ka= koa' et kb = kob'. 
k8 divise ka et kb, donc ko divise 0

1
. 

Il existe un entier naturel non nul q tel que : 01 = qk8 (1). 

• Il existe deux entiers naturels non nuls a" et b" tels que: ka= 8
1
a" et kb = 8

1
b". 

On a: a= q8a" et b = qob"; q8 divise a et b, donc: qo s 8. 
On en déduit que: q = 1. 

• En remplaçant q par 1 dans (1), on obtient: PGCD(lca; kb) = kPGCD(a; b). 

Exemple 
On a: PGCD(205 ; 492) = PGCD(41 x 5 ; 41 x 12) = 41 x PGCD(5; 12) = 41. 

Soit a et b deux entiers naturels non nuls et o leur PGCD. 
Un entier relatif m est multiple de o si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 
m .= au+ bv. 

Il revient au même de dire que: 01'. ={au+ bv, (u; v) E 2 2 }. 

D émonstration 

• Soit u et v deux entiers relatifs. 
au et bv sont multiples de 8, donc au + bv est multiple de o. 
• Considérons l'ensemble A des entiers naturels qui peuvent s'écrire sous la forme au+ bv (u E 'lL, 
v E l'.). On a : a = a x 1 + b x O ; donc : a E A. 
A est une partie non vide de N, elle admet donc un plus petit élément p. 
Il existe deux entiers relatifs u' et v' tels que : p = au'+ bv'. 
Effectuons la division euclidienne de a par p ; on obtient : a = pq + r, avet: O s r < p. 
Donc : r = a(l - qu') + b(- qv1 ; r est de la forme : au + bv. 
Si r était non nul, il serait un élément de A strictement inférieur à p. Donc : r = O et p divise a. 
De même p divise b ; donc p divise 8. 
Or, p est multiple de 8; donc : p = o. 
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• Soit m un multiple de o. 
Il existe un entier relatif k tel que : m = ko; donc : m = a(ku') + b(kv1. 

Exemple 
On a: PGCD(205 ; 492) = 41 et 82 E 41~ ; 
donc il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 82 = 205u + 492v. 
En effet : 82 = 2 05 x (- 2) + 4 9 2 x 1 ou 8 2 = 205 x 10 + 492 x (- 4). 

Algorithme d'Euclide 

Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par b. 

• Si r = 0, alors 9b(a ; b) = 9Zl(b) • Si r ,t; 0, alors g,(a ; b) = '21:>(b ; r). 

D émonstration 
• Si r = 0, alors a = bq et le résultat est immédiat. 

• Si r :;ë 0, alors a = bq + r , avec O < r < b. 
- On a : a combinaison linéaire de b et r dans °K.. ; don c tout diviseur de b et r est un diviseur de a . 
On en déduit que : 2h(b; r) C 2D(a ; b). 
- De plus : r = a - bq ; c'est-à-dire : r combinaison linéaire de a et b dans 71.. 
Donc tout diviseur de a et b est un diviseur de r. 
On en déduit que: 2v(a; b) C <ll'J(b ; r). 

Soit a et b deux entiers naturels tels que a > b > 0 et r le reste de la division euclidienne de a par b. 

• Si r = O, alors PGCD(a ; b) = b • Si r ::1; 0, alors PGCD(a; b) = PGCD(b; r). 

D émonstration 

On utilise les propriétés précédentes. 

• Sir = 0, les ensembles 2D(a; b) et 2D(b) sont égaux et ont le même p lus grand élément. 
Donc : PGCD(a ; b) = b. 

• Sir * 0, les ensembles <ll'J(a; b) et 2h(b ; r) sont égaux et ont le même plus grand élément. 
Donc: PGCD(a; b) = PGCD(b ; r). 

Exemple 
Nous avons vu que: PGCD(492; 205) = 41. 
- Or : 492 = 205 x 2 + 82 ; donc 82 est le reste de la division euclidienne de 492 par 205. 
On obtient : PGCD(492 ; 205) = PGCD(205 ; 82). 
- De même: 205 = 82 x 2 + 41 ; donc 41 est le reste de la division euclidienne de 205 par 82. 
On obtient cette fois : PGCD(205 ; 82) = PGCD(82 ; 41) = 41. 

On déduit de ce qui précède une nouvelle méthode de recherche du PGCD, appelée al_gorithme d 'Euclide. 

Pour déterminer le PGCD de deux entiers naturels a et b tels que a > b > 0, on peut effectuer 
les divisions euclidiennes successives suivantes : 
• division de a par b, pour obtenir a = b x 4o + r ~ 
• division de b par r0 , pour obtenir b = r0 x % + r1 
• division de r0 par r1, pour obtenir r0 = r1 x q2 + r-2 

• 

(avec 
(avec 
(avec 

0 ~ r0< b) ; 
0 ~ r1 < r0 < b) ; 
0 ~ r 2 < r1 < r 0 < b) ; 

La suite (rn), positive et strictement décroissante, s'annule après un nombre fini de divisions 
euclidiennes et le dernier reste non nul obtenu est égal à PGCD(a; b). 
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Exemple 
Dé-terminer le PGCD de 304 939 et 151 097. 
?osons : 8 = PGCD(304 939 ; 151 097). 
• 30-! 939 = 151 097 X 2 + 2 745 ; 
• 151 097 = 2 745 X 55 + 122 ; 
• 2 745 = 122 X 22 + 61 ; 

donc : 8 = PGCD(151 097; 2 745). 
donc: 8 = PGCD(2 745 ; 122). 
donc : 8 = PGCD(122 ; 61). 

• 122 = 61 X 2 + 0 ; donc : 8 = 61. 

On adopte généralement la disposition pratique 
ci-contre. 

drndende 1304 939 

1 dhi.seur 

1 

3.3_~ Nombres premiers entre eux 

Définition et propriétés 

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 

reste 

151 097 

2 745 

On dit que a et b sont premiers entre eux si leur PGCD est égal à 1. 

Les seuls diviseurs communs de a et b sont alors 1 et - 1. 

Exemples 
• On a: PGCD(4; 17) = 1 ; donc 4 et 17 sont premiers entre eux. 

151 097 2 745 

2 745 122 

122 61 

• 60 et 135 sont tous les deux divisibles par 3 ; donc ils ne sont pas premiers entre eux. 

Remar ue 
Soit a et b deux entiers relatifs non nuls et d un diviseur commun à a et b. 
On a: a = da', b = db' et PGCD(a ; b) = dPGCD(a'; b'). 
d est le PGCD de a et b si et seulement si a ' et b' sont premiers entre eux. 

Soit a et b deux entiers relatifs non nuls. 
a et b sont premiers entre eux si et seulement si il existe deux entiers relatifs u et v tels que : 
au+ bv = 1 . 

Ce théorème est une conséquence de la propriété 3, établie au §3.2. 

Exemples 
.• On a: 49 x 54 + 115 x (- 23) = 1 ; donc: PGCD(49; 115) = 1. 
• Deux entiers consécutifs non nuls n et n + 1 sont premiers entre eux. 
En effet, on a : n x (- 1) + (n + 1) x 1 = 1. 

Théorème de Gaûss2 

Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls. 
Si a divise be et si a et b sont premiers entre eux, alors a divise c. 

D émonstration 

Il existe trois entiers relatifs k, u et v tels que : be = ka et au + bv = 1. 

On a : auc + bvc = c ; donc : a( uc + lev) = c. 

On en déduit que a divise c. 

1 Étienne Bézout, mathématicien français - 1730 - 1783. 

2 Carl Friedrich Gauss, mathématicien, physicien f!l astronome allemand - 1777 - 1855. 

. 

122 

61 

0 
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Exemple 
Résoudre dans 71..2 l'équation (E): 2x- 5y = O. 
• Soit (x; y) une solution de (E). On a: 2x = 5y. 
2 divise 5y et est premier avec 5 ; donc, d'après le théorème de Gauss, 2 divise y. 
Il existe un entier relatif k tel que : y = Zk. 
On en déduit que : x = 5k. 
• Réciproquement, pour tout entier relatif k, le couple (5k ; 2k) esl i;ulution de (E). 
• L'ensemble des solutions de (E) est donc : ((5k; 2k), k E 71..}. 

Soit a, b et c trois entiers relatifs non nuls. 
• Si a et b sont premiers entre eux et si a et c sont premiers entre eux, alors a et be sont premiers 
entre eux. 
• Si a et b divisent c et si a et b sont premiers entre eux, alors ab divise c. 
• Si a et b sont premiers entre eux, alors: PPCM(a; b) = ab. 

Démonstration . 
• Il existe quatm entiers relatifs u, v, u', v ' tels que : au -1 bv = 1 et au' + cv' = 1. 

En multipliant membre à membre ces deux égalités, on obtient: a(uau' + ucv' + bvu1 + bc(vv1 = 1. 
Donc a est premier avec be. 
• Il existe un entier relatif a ' tel que : c = aa'. _ 
b divise aa' et est premier avec a ; donc il existe un entier relatif b' tel que : a ' = bb'. 
On en déduit que: c = abb'; donc ab divise c. 

• a et b divisent PPCM(a; b), a et b sont premiers entre eux; donc ab divise PPCM(a; b). 
ab est multiple de a et de b, donc ab est multiple de PPCM(a; b). 
On en déduit que: PPCM(a; b) = ab. 

Soit n un entier naturel non nul et a, b , c trois entiers relatifs (a -:t: 0). 
Si a est premier avec net si ab= ac [n], alors b = c [n]. 

Démonstration 

On a : ab= ac [n] <=> a (b - c) E n7L. 

n divise a(b - c) et est premier avec a, donc n divise b - c. 
" On en déduit que: b = c [n]. 

~~ Relation entre le PGCD et le PPCM de deux entiers naturels 

Soit a et b deux entiers naturels non nuls, o leur PGCD et µ leur PPCM. 
On a : ôµ = ab. 

D émonstration 

Les entiers relatifs a' et b' tels que a= ôa' et b = ôb' sont premiers entre eux. 

Donc : PPCM(a ; b) = ôPPCM(a'; b1 = ôa'b'. 

On en déduit que: ôµ = ·ab. 

Exemple 
Déterminer le PPCM de 304 939 et 151 097. 
On a vu que : PGCD(304 939 ; 151 097) = 61 ; 

304 939 X 151 097 
donc: PPCM(304 939; 151 09 7) = 

61 
= 755 333 903. 
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==~3!;! b Exemples d'utilisation 
w~<"'q'=';;.,,:-;; Détermination des coefficients d'une égalité de Bézout 
1 . Démontrer, en utilisant l'algorithme d'Euclide, que 564 et 271 sont premiers entre eux. 
2. En déduire deux entiers relatifs u et v tels que: 564u + 271v = 1 . 

Solution 
1. On a: 564 = 271 x 2 + 22 donc: PGCD(564; 271) = PGCD(271 ; 22). 

On a : 271 = 22 x 12 + 7 donc : PGCD(271 ; 22) = PGCD(22 ; 7). 
On a : 22 = 7 x 3 + 1 donc : PGCD(22 ; 7) = PGCD(7 ; 1) = 1. 

Les nombres 564 et 271 sont premiers entre eux. 
2. Utilisons les divisions euclidiennes précédentes, de la dernière à la première. 
On a: 1 = 22 + 7 x (- 3) 

= 22 + (271 - 22 X 12) X (- 3) 
= 271 X (- 3) + 22 X 37 
= 271 X (- 3) + (564 - 271 X 2) X 37 
= 564 X 37 + 271 X (- 77). 

On peut donc prendre: (u; v) = (37; - 77). 

• 

~eœ~~ Équations du type ax + by = c 
D'après la propriété 3 §3.2, une équation d'inconnue {x; y) dans "1L2 du type ax + by = c, a des solutions 
si et seulement si c est multiple du PGCD de a et b. 
On se propose de résoudre dans "1L2 l'équation (E) : 34x- 15y = 2. 
1. Résoudre dans "1L2 l'équation (E') : 34x- 15y = O. 
2. Déterminèr une solution (x0 ; y0 ) de (E). 
3. Résoudre (E). 

Solution 
1. Soit (x-; y) une solution de (E'). On a : 34x = 15y. 
15 divise 34x et est premier avec 34 ; donc, d'après le théorème de Gauss, 15 divise x. 
Il existe un entier relatif k tel que : x = .15k. 
On en déduit que : y = 34k. 
Réciproquement, pour tout entier relatif k, le coÛple (15k; 34k) est solution de (E'). 
L'ensemble des solutions de (E') est donc : {(15k; 34k), k E "lL}. 
2. On remarque que: 4 x 34 = 136 et 9 x 15 = 135; donc: 34 x 8 - 15 x 18 = 2. 
On peut prendre : (x0 ; y 0 ) = (8 ; 18). 
3. Soit (x ; y) un couple d'entiers relatifs. 
On a : 34x - 15y = 0 ~ 34(x + x 0) - 15(y + y

0
) = 2. 

On en déduit que les solutions de (E) sont les couples (x + x
0 

; y+ y
0

) où (x; y) est solution de (E'). 
L'ensemble des solutions de (E) est donc : {(15k + 8 ; 34k + 18), k E "lL}. 

a;:;~lf_~""J Systèmes 
1 R , d d 71 1 t' (S) {X=- 1 [34) . çsou re ans IL e sys eme 1 : x = 1 [l5)" 

Solution · · 
Soit x une solution de (Sil, Il existe deux entiers relatifs p et q tels que : x• = 34p - 1 et x = 15q + 1. 
On en déduit que : 34p - 15q = 2. 
D'après l'étude précédente, il existe un entier relatif k tel que :. (p ; q) = (15k + 8 ; 34k + 18). 
Réciproquement, soit k un entier relatif. 
Posons : x = 34(15k + 8) - 1. 
On a : x = - 1 [34] et x = 1 [15]. 
L'~nsemble des solutions de (S1) est donc : (510/c + 271, k E "lL}. 
[A noter qu'on obtient le même résultat en posant: x = 15(34/c + 18) + 1.] 

2. Résoudre dans 1\12 le système (S2) : { PGCD~·:~ : !~ . 
Solution 

{ 

X = 12x' et y = 12y' 
{ PGCD(x ; y) = 12 ç:> PGCD(x'; Y1 = 1 . 

X+ y= 60 , , 
5 X +y = 

On obtient : x' = 1 et y' = 4 ; x' = 2 et y'= 3 ; x ' = 3 et y'= 2 ; x' = 4 et y' = 1. 
L'ensemble des solutions de (SJ est donc : ·{(12 ; 48), (24 ; 36), (36 ; 24), (48 ; 12)}. 
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3.a Déterminer le PPCM des entiers relatifs a et b 
dans chacun des cas suivants. 

• a = 48 et b = 12 

• a=-3 et b =B 

• a= 15 et b = 21 

• a= 160 et b = 200. 

3.b Déterminer le PGCD des entiers relatifs a et b 
dans chacun des cas suivants. 

• a = 24 et b = 24 

• a= 14 et b = 31 

• a =-75 et b = ..,. 25 

• a= 132 et b = - 96. 

3.c À l'aide de l'algorithme d 'Euclide, déterminer 
le PGCD de 2 867 et 3 431. 

3.d Démontrer que deux nombres impairs consé­
cutifs sont premiers entre eux. 

3.e À l'aide du théorème de Bézout, démontrer 
que : V n E '71., PGCD(2n + 1; 3n +1) = 1. 

3.f Démontrer que le produit de trois entiers rela­
tifs consécutifs est divisible par 6. 

3.g Dans chacun des cas suivants, déterminer le 
PGCD des entiers relatifs a et b, puis en dédui­
re lmrr PPQ..1. 

• a = 2-! et b = 56 

• a = 300 et b = 750 

• a = 1 386 et b = 546 

• a = - 3 015 et b = 3 975. 

Nombres _pre_mJi?rs 
4.1 .. Généralités 

Définition et propriété 

On dit qu'un entier naturel p est premier s'il possède exactement deux diviseurs positifs : 1 et p. 

Exemples 
• 2, 3, 5, 7, 11 et 13 sont des nombres premiers. 
• 12 et 49 ne sont pas des nombres premiers. 

--Rem_argy~~ 
• 0 et 1 ne sont pas des nombres premiers. 
• Deux nombres premiers distincts sont premiers entre eux. 

- Tout entier naturel n différent de O et de 1 admet au moins un diviseur premier. 

D émonstration 

Considérons l'ensemble A défini par : A = {d E Ç!2l(n), d ::::: 2}. 

n E A ; donc A, partie non vide de ~. admet un plus petit élément p. 

Le nombre p, comme tous les éléments de A, est un entier naturel différent de O et de 1. 

On en déduit que p est un n ombre premier; en effet si ce n'était pas le cas, il admettrait un diviseur q 

entier naturel autre que 1 ou lui-même et q serait un élément de A strictement plus petit que p. 
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::- =.::: L'ensemble des nombres premiers 
L'algorithme suivant, dû à Ératosthène de Cyrène (276-194 av. J.-C.), permet de déterminer les nombres 
premiers inférieurs à un nombre donné n. On écrit les entiers naturels successifs compris entre 1 et n. 

• On barre 1 qui n'est pas premier. 

• Le nombre 2 est premier. On barre 
tous les multiples de 2 autres que 2. 

• Le premier nombre non barré est 
3, qui est donc premier. 

On barre tous les multiples de 3 
autres que 3. 

• On itère le procédé jusqu'à la fin 
du tableau. 

___y-

11 
_.2-1---

31 
41 
,,a-, 

61 
71 

..8--1 

..9-Y 

Il existe une infinité de nombres premiers. 

D émonstration 

2 3 

.,l-2" 13 

~ 23 

~ ~ 

..4-2 .&3 

~ 53 
.tir ~ 
;pr 73 
...&7 83 

.9z ..9-3"" 

_.A--'" 5 ~ 7 ____g---- .,,>Y 

~ __w .J-6" 17 _..l-8-- 19 
_.2..4--- 1 .,2-s- _;U,-- fr _.28-- 29 

..a< --3-5" -3ô 37 ~ ~ 
A<" .A8" ~ 47 ~ ~ 

~ ~ ~ ~ _w-- 59 

~ ...G8" ,M5" 67 ..-68' ,Ur 

~ _:f1s' ;}{) :Fr .::J-s-- 79 

~ .-85" ..00-- .z::r ~ 89 

~ .-95'"" ~ 97 .9a-- ,9rr 

Supposons qu'~l n'existe qu'un nombre fini de nombres premiers distincts notés pl' p 2' ... , p
5 

et 

considérons le nombre n défini par : n = p 1 X p 2 X . .. x Ps + 1. 

D'après la propriété précédente, n admet au moins un diviseur premier p. 

Donc p est l'un des nombres pl' p 2' . .. , Ps· 

On en déduit que p divise n - p 1 x p 2 x ... x p5, c'est-à-dire 1. 

Ce qui est contradictoire avec le fait que p est premier. 
Il existe donc une infinité de nombres premiers. 

Remarq~e 

.J-(Y 

_.2-0-' 

~ 
Aif 
..aer-
..AfY 

Jfr 

..00--
_9tY 

J..00' 

Depuis ]'Antiquité, les mathématiciens s'interrogent sur la répartition des nomb,res premiers. Est-elle 
régulière ? Présente-t-elle des particularités ? 

• Jacques Hadamard a démontré en 1896 qu'il y a environ ln(n} nombres premiers inférieurs à net que 

cette approximation est d'autant plus précise que n est grand. · 
• En 1963, Stanislas Ulam place les entiers naturels en spirale, comme l 'indique la figure 
ci-contre, puis noircit les cases des nombres non premiers. 
Il obtient une constellation présentant des alignements surprenants, appelée spirale 
d 'Ulam {cf. introduction du chapitre). 
• Le plus grand nombre premier connu, depuis 1998, est: 23 021 377 - 1. 

r • 

Tout entier naturel n, autre que O et 1 et non premier, admet au moins un diviseur premier d tel que : 
1 < d2 ~ n. 

D émonstration 

Sin est un entier naturel non premier, autre que O et 1, il admet au moins un diviseur strictement 
compris entre 1 et n. Notons d le plus petit d'entre eux. 

On a: n = d x d ', avec 1 < d ~ d'; donc: 1 < d2 ~ n. 

De plus d esl premier (sinon il ne serait pas le plus petit diviseur strictement positif de n). 

Cette propriété fournit un critère d 'arrêt lorsqu'on cherche à savoir si un entier naturel est premier. 
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Pour déterminer si un entier naturel n est premier, on essaie de le diviser pai t_ous·fes nombres 

premiers inférieurs à /ti. Si aucun de-ces nombres ne divise n, on peut dire que n _est premier~ , 

Exemple 

Démontrer que 137 est un nombre premier. 
On a : Ji37 "= 11,704. 
137 n'est divisible par aucun des nombres premiers 2, 3, 5, 7, 11 ; de plus, 132 > 137. 
Donc 137 est un nombre premier. 

==---4.2.- Décomposition en produit de facteurs premiers 

~~~ Théorème fondamental 
Considérons l'entier naturel 14 394 744. 
Il peut se décomposer en produit de facteurs premiers; en effet: 14 394 744 = 23 x 32 x 7 x 134 . 

Plus généralement, nous admettons le théorème fondamental suivant. 

Soit n entier naturel (n;;:: 2). 
• Il existe des nombres premiers p 1 , p 2 , ... , pk et des entiers naturels non nuls a

1
, az, . .. , ak tels que : 

n = P1fl.t x Pzaz X··· X Pkak et P1 <pz< ··· <pk. 
• Cette décomposition est unique. 

Exemple 

Pour décomposer 4 872 en produit de facteurs premiers, 
on peut utiliser la disposition pratique ci-contre. 
On obtient : 4 872 = 23 x 3 x 7 x 29. 

f.liffli&riJ::J Exemples d'utilisation 
1. Détermination de PPCM et de PGCD 
Déterminer le PPCM et le PGCD de 700 et 18 375. 

Solution 
On a: 700 = 22 x 52 x 7 et 18 375 = 3 x 53 x 72• 

Donc : PPCM(700 ; 18 375) = 22 x 3 x 5 3 x 72 = 73 500. 

PGCD(700; 18 375) = 52 x 7 = 175. 

4 872 
2 436 
1 218 

609 
203 

29 
1 

2. Détermination de l'ensemble des diviseurs positifs d'un entier naturel 
· a) Quel est le nombre de diviseurs positifs de 14 553? 
· b) Déterminer l'ensemble Ç!ll des diviseurs positifs de 14 553. 

Solution 
a) On a : 14 553 = 33 x 72 x 11. 

2 
2 
2 
3 
7 

29 

Les diviseurs positifs de 14 553 sont les nombres qui peuvent s'écrire sous la forme 3a x 7~ x 111, où 
a E { 0 ; 1 ; 2 ; 3}, 13 E { 0 ; 1 ; 2} et 'Y E { 0 ; 1}. 
Le nombre de diviseurs positifs de 14 553 est donc: 4 x 3 x 2 = 24. 

b) Chaque diviseur positif de 14 553 est le produit de 3 nombres, à raison d'un 
par chacune des trois lignes du tableau ci-contre. 

On en déduit que les diviseurs positifs de 14 553 sont: 
lxlxl lxlxll 1X7Xl 1X7Xll 
3xlxl 3xlxll 3x7xl 3 X 7 X 11 

1 X 49 X 1 
3 X 49 X 1 

3a 1 3 9 
7~ 1 7 49 

llY 1 11 

1 X 49 X 11 
3 X 49 X 11 

9 X 1 X 1 9 X 1 X 11 9 X 7 X 1 9 X 7 X 11 9 X 49 X 1 9 X 49 X 11 

27 

27 X 1 X 1 27 X 1 X 11 27 X 7 X 1 27 X 7 X 11 27 X 49 X 1 27 X 49 X 11. 

Donc : Ç!ll = {1 ; 3 ; 7; 9 ; 11 ; 21 ; 27 ; 33 ; 49 ; 63 ; 77; 99 ; 147 ; 189 ; 231 ; 297 ; 441 ; 539 ; 693 ; 1 323 ; 
1 617; 2 079 ; 4 851 ; 14 553}. -· 
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--=4=.3 ... Travaux dirigés 
......... ~ Le petit théorème de Fermat3 
Soit p un nombre premier. 
1 °) a) Démontrer que pour tout entier naturel i strictement compris entre O et p, c: est multiple fle p. 
b) En déduire que pour tous entiers relatifs a et b, on a: (a+ b)P = aP + bP [p]. 
2°) a) Démontrer que: V a EN, al' = a [p]. 
b) En déduire que pour tout entier naturel a premier avec p , on. a: aP-1 = 1 [p]. 

Solution 

) J C
i pl p CP - 1)! P ci-1 d ci-1 _ . ci 1 ° a On· a : = --- = - X ------ = -;-- 1 ; one : p 1 - L . 
P i!(p - i)! i (i - 1)! (p - i)! i P- P- P 

p divise i C~ et est premier avec i ; donc C~ est multiple de p. 

b) On a: (a+ b)P = aP + (i: c~ ail)P-i) + bP. 
p-1 . 

Or : I, Ci ail)P-i = O [pl ; donc : (a+ b)P = aP + bP [p]. 
i=1 p 

2°) a) Pour tout entier naturel a, considérons la proposition P(a) : « aP = a [p] ». 

• P(O) est vraie. 

• Soit k un entier naturel. 

Si P(k) est vraie, on a: kP = k [p]. 
Or, d'après la question précédente, on a: (le+ l)P = /cP + 1P [p] . 

Donc : (k + l)P = k + 1 [p] ; c'est-à-dire : P(k + 1) est vraie. 

On en déduit que P(a) est vraie pour tout entier naturel a. 

b) Soit a un entier naturel premier avec p. 
On a : a x aP-1 = a x 1 [p] ; donc : aP-1 = 1 [p] . 

Les propriétés démontrées à la question 2- sont connues sous le nom de petit théorème de Fermat. 

4.a Vérifier si les nombres suivants sont premiers: 
103; 119; 137; 211. 

4.b a) Pour tout entier naturel n non multiple de 5, 
le nombre 6n + 5 est-il premier? 
b) Pour tout entier naturel n, le nombre 
n2 - n + 41 est-il premier? 

4.c Décomposer en produit de facteurs premiers 
les nombres suivants : 120 ; 126 ; 336 ; 735. 

4.d En utilisant la décomposition en produit de 
facteurs premiers, mettre les fractions sui­
vantes sous forme irréductible : 

495 . 780 . 918 
315 ' 204 ' 1 242 . 

3 Pierre de Fermat, mathématicien français - 1601 - 1665. 

4.e En utilisant la décomposition en produit de 
facteurs premiers, dresser la liste des diviseurs 
des nombres suivants : 90 ; 120 ; 245. 

4.f Dans chacun des cas suivants, décomposer a et 
b en produits de facteurs premiers et détermi­
ner leur PGCD et leur PPCM~ 

'! a= 4 312 et b = 6 776 

• a= 28 665 et b = 412 375. 

4.g Décomposer 1 925 et 6 860 en produit de fac­
teurs premiers, puis calculer : 

51 3 
1 925 + 6 860. 
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Ex ercices · 
se 

R aisonnement 
par récurrence 

1 Démontrer que pour tout entier naturel n non 
nul, on a: 

a) Ï, k(lc + l) = n(n + 1)(n + 2) 
k=l 3 

,flhb) Ï, k(k + 1)(k + 2) = n(n + 1)(n + 2)(n + 3) . 
,J,Y k=l 4 

1 Démontrer que pour tout entier naturel n non 
nul, on a: 

a) Ï, k(n. _ k) = (n - 1)n(n + 1) 
k=1 · 6 

b) Ï. _ 1_ = ~ · 
_ k=1 k(lc + 1) n + 1 
f n 

rv c) L k2k-l = (n - 1)2n + 1. 
lc=1 

\ 3 Démontrer que pour tout entier naturel n supé-
rieur ou égal à 5, on a : 2" > 5(n + 1). 

4 Dém-ontrer que n droites du plan déterminent 
. n(n + 1) ' 

1 
, . 

au maximum 
2 

+ regrnns. 

5 Soit a et b deux nombres réels. 
a) Démontrer que pour tout entier n supérieur ou égal à 
2, on a: 
a" - b" = (a - b)(an-1 + a"-2b + ... + abn-2 + b"-1). 
b) En déduire que pour tout entier n impair et supérieur 
à 2, on a: · · 
a"+ b1i = (a+ b)(an-i - a"-2b + ... - ab11

-
2 + b11

-
1
). 

_ L es ensembles N et 7L 

6 Résoudre dans "ll..2 le système : { f;: ;3 ~ 1. 

7 Effectuer la division euclidienne de a par b 
dans chacun des cas suivants. 
•a=-2372 et b = 44 
• a= 735 et b = - 412 
• a= - 235 et b = - 17 
•a = 50764 et b =327. 

8 La division euclidienne de 900 par un entier 
naturel b a pour quotient 14 et pour reste r. Quelles sont 
les valeurs possibles de b et r ? 

9 Déterminer les entiers naturels n dont la divi­
sion euclidienne par 16 a un reste égal au carré du quo- · 
tient. 

10 Soit q et r le quotient et le reste de la division 
euclidienne d'un entier naturel a par un entier naturel 
b. Sachant que a + b + r = 3 0 25 et q = 50, rétablir la 
division. 
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11 Écrire en base deux les nombres suivants : 
85 ; 104 ; 3 607. 

1 ~ Écrire da11s le système décimal les nombres 
suivants, écrits en base deux : 

101102 
; 111000

2 
; 10101010

2 
; 110100011

2
. 

13 Écrire 26 - 1 en base deux. 

14 b est un en tier naturel supérieur à 1. 
Écrire (b + 1)2 en base b. · 
(On distinguera de·ux cas: b = 2 et b "/:- 2.) 

M ultiples et diviseurs 

15 Résoudre dans "li.. l'équation: x 2 = - 1 [5]. 

16 Résoudre dans "li.. l'équation : 
·'-,.2 - 3x + 4 = 0 [7]. 

17 Démontrer que la somme des cubes de trois 
entiers relatifs consécutifs est divisible par 9. 

18 1. Déterminer, suivant les valeurs de l'entier 
naturel n, le reste de la division euclidienne par 7 du 
nombre A = n2 - n + 1. 
2. En déduire les entiers n tels que le nombre A soit 
divisible par 7. 
3. Déterminer le reste de la division euclidienne par 7 

· du nombre B = (2 753)2 
- 2 753 + 1. 

·19 Démontrer que pour tous entiers naturels a, b 
etc, on a : a3 + b3 + c3 = o [7] ⇒ abc= 0 [7]. 

10 1. Déterminer le reste de la division eucli­
dienne de 111 999 par 7. 
2. Plus généralement, déterminer suivant les valeurs de 
l'entier naturel n, le reste de la division euclidienne de' 
11" par 7. 

11 Déterminer les entiers relatifs n tels que la 

f t . n + 17 ·t . 1 ·r rac 10n n).L 
1 

s01 un entier re atI . 

21 Démontrer que pour tout entier naturel n, le 
nombre n(2n + 1)(7n + 1) est divisible par 2 et par 3. 

23 p et q sont deux entiers naturels inférieurs ou 
égaux à 9. P_armi les nombres suivants, un seul est divi­
sible par] quelles que soient les valeurs de pet q. 
Trouver ce nombre. 
--- 10 

a) qqp pqp 
c) qpq qpp10 

b) 
---10 
qqqppp 

d) qpq pqprn. 

14 1. Un nombre s'écrit x43y dans le système 
décimal. 
Déterminer x et y pour qu'il soit divisible par 2 et 9. 

2. Un nombre s'écrit Z8x'/5y dans le système décimal. 
Déterminer x et y pour qu'il soit divisible par 3 et 11. 

3. Un nombre s'écrit 1xlyxy dans le système décimal. 
Déterminer x et y pour qu'il soit divisible par 63. 



25 Démontrer que pour tout entier naturel n , on a : 
a) 3211+1 + 211+2 divisible par 7 
b) 911+1 + 2611+1 divisible par 11 
c) 10911+2 + 10611+1 + 1.,,,.. divisible par 111. 
(On pourra faire un raisonnement par récurrence.) 

26 Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 
a) 5 211 

- 311 divisible par 11 
b) 711 

- -1 divisible par 6-
c) 3211 

- 211 divisible par 7 
d} 3 x 5 211+1 + 23 11+1 divisible par 17. 
(On pourra utiliser les congruences.) 

27 Soit n un entier non divisible par 7. 
Démontrer que l'un des nombres n3 - 1 et n 3 + 1 est 
divisible par 7. 

28 Soit n un entier naturel. 
1. Quels sont les restes possibles de la division eucli­
dienne de n4 par 5 ? 
2. Démontrer que n5 - n est divisible par 5. 

29 Soit n un entier naturel. 
1. Déterminer suivant les \ aleurs de n le reste de la 
division euclidienne de 7" par 10. • 
2. Dans le système décimal, déterminer suivant les 
valeurs de n le chiffre des unités du nombre : 

A = 1 + 7 + 72 + 73 + ... + 711
• 

30 Quels sont les entiers naturels n pour lesquels 
15 ·x 311 ~ 3 est divisible par 7 ? 

31 Démontrer que parmi cinq entiers relatifs, on 
peut toujours en choisir trois dont la somme est divi­
sible par 3. · 

P GCD et PPCM 
Nombres premiers entre eux 

32 Déterminer le PPCM des entiers a et b dans 
chacun des cas suivants. 
•a = 24 et 
•a= 180 et 

b = 56 
b = 450. 

33 Déterminer le PGCD des entiers a et b,·dans 
chacun des cas suivants. 
•a= 48 et 
•a= 1 640 et 
•a= 168 et 
•a = 343 et 

b = 32 
b = 492 
b = 2 160 
b = i 225. 

34 Déterminer les couples (a ; b) d'entiers natu­
rels tels que: PGCD(a; b) = 7 et a+ b = 105. 

35 Déterminer le PGCD des entiers a et b dans 
chacun des cas suivants. 
•a= 1 455 et 
•a = 3 604 et 
•a= 13 860 et 
• a= 323 232 et 

b = 335 
b = 4 452 
b = 4 438 
b = 232 323. 

36 Déterminer le PPCM des entiers a et b dans 
chacun des cas suivants. 
•a = 162 et b = 252 
•a= 6 974 et b = 9 287. 

37 Résoudre dans N2 les systèmes suivants. 

a) { PGCD(x ; y) = 354 _ b) { PPCM(x ; y) = 168. 
X + y = 5 664 · X X y = 1 008 

38 Pour tout couple (a; b) d'entiers naturels, on 
désigne par µ leur PPCM et par o leur PGCD. 
1. Déterminer les couples (a ; b) d'entiers naturels tels 
que : 2µ + 30 = 11. • 
2. Dresser la liste des diviseurs de 108. 
Déterminer les couples (a; b) d 'entiers naturels tels que : 
µ - 30 = 108 et 10 < o < 15. 

39 1. Quels sont les entiers naturels dont le carré 
est un diviseur de 1998? 
2 . Pour tout couple (a; b) d'entiers naturels, on désigne 
par µ. lellI' PPCM et par o leur PGCD. 
Déterminer les couples (a; b) d'entiers naturels tels que: 

µ 2 - 302 = 1998. 

40 IJé:non.trŒ- que polll' tout entie~ naturel n, on a : 
• n2{n2 - 1 ) diri.sible par 12 ; 
• n2{n.; - 1} divisible par 60 ; 

• n(n6 - 1) divisible par 42. 

41 Démontrer que les fractions suivantes sont 
irréductibles. 

a} n 
(n El'.) b) 

7n + 3 
(n E Z) 

2n + 1 5n + 2 

c) 
n2 

(n E Z\{- 1)) d) 2n(n + 1) (n E Z). 
n+l 2n + 1 

42 Démontrer que si la fraction i est irréduc­
tible, il en ést de même pour les fractions : 

a + b ab a + b a 2b2 

ab a 2 + b2 a2 + ab + b2 a 2 + b 2 

43 1. Déterminer l'ensemble des entiers relatifs n 
tels que n + 2 divise 2n - 1. 

2. Démontrer que pour tout entier relatif n , les nombres 
n + 2 et 2n2 + 3n 1 sont premiers entre eux. 
3. En déduire les entiers relatifs n pour lesquels la frac-
. (2n - 1)(2n2 + 3n - 1) . . 

hon 2 )( ) est un entier relatif. 
(n - 2 n + 2 

44 1. Résoudre dans l'.2 l 'équation (E') : 
2x- 3y = O. 

2. Déterminer dans l'.2 une solution de l 'équation (E) : 
2x- 3y = 3. 

3. Résoudre (E). 

45 Résoudre dans Z 2 l 'équation: x + 11y = 203. 

46 1. En utilisant l 'algorithme d'Euclide, déter­
miner deux entiers naturels x et y tels que : 

45x- 28y = 1. 

2. Résoudre dans Z2 l 'équation (E) : 45x - 28y = 1. 

3. Résoudre dans Z 2 l 'équation (E') : 45x - 28y = 6. 

4 7 Un entier natur~l n a : 
- pour reste 5 dans la division euclidienne par 8, 
- pour reste 4 dans la division euclidienne par 11. 
Quel est le reste de la division euclidienne de n par 88 ? 

48 Résoudre dans Z le système.: {1:JJ~J.,_....-~ 
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N ombr_es premiers 
49· Vérifier si les nombres suivants sont pre­

miers : 649 ; 1 001 ; 1 999 ; 71 487 ; 257 323. 

50 Démontrer que si n est un entier naturel supé­
rieur ou égal à 3, alors n2 + 4n - 5 est un nombre qui 
n'est jamais premier. 

51 Soit A= 100!. 
1 . Quelle est la puissance de 2 dans la factorisation de 
A? 
2. Par combien de zéros A se termine-t-il ? 

51 Déterminer les entiers naturels n tels que : 
a) PPCM(n ; 6) = 96 b) PPCM(n ; 72) = 216. 

53 Déterminer l 'entier naturel n tel que : 
600 < n <.1 100 et PGCD(n ; 630) = 105. 

54 Quel est le plus petit entier naturel ayant 15 
diviseurs positifs ? 

55 Déterminer les entiers naturels, écrits avec 
deux chiffres, dont le nombre de diviseurs est le plus 
grand possible. 

56 Déterminer l 'ensemble des entiers naturels n 
tels que n , n + 2, n + 6, n + 8, n + 12 et n + 14 soient 
premiers. 

57 Déterminer l'entier naturel n , écrit avec 4 
chiffres, tel que les restes des divisions euclidiennes de 
39 818 et 62 566 par n sont respectivement 37 et 53. 

58 Démontrer qu'un entier naturel n possède un 
nombre impair de diviseurs positifs si et seulement si n 
est un carré parfait. 

59 Déterminer les couples (a ; b) d'entiers natu­
rels tels que : PPCM(a; b) = 504 et a+ b = 135. 

60 Déterminer les couples (a ; b) d'entiers natu­
rels tels que : PGCD(a; b) = 42 et PPCM(a; b) = 1 680. 

61 1. Décomposer 469 en produit de facteurs pre­
miers. 
2 . Résoudre dans 1\12 l 'équation: x3 - y 3 = 469. 

W~~tI•J:C•J]:l•Jfii:t:,3%iG l 
61 Soit a, b et c trois entiers naturels non nuls. 

Démontrer que si ab < c, alors : a + b ~ c. 

63 On se propose de résoudre dans "li.. l'équation 
(E): x2 = - 1 [25]. 
1. Démontrer que (E) se ramène à chercher des nombres 
x tels que : x 2 = 49 + 25k (k E "11..). 

2. Résoudre alors l 'équation (E).-

64 Soit a et b deux entiers naturels non nuls. 
Démontrer que : PGCD(13a + 8b ; 5a + 3b) = PGCD(a; b). 

65 Soit n un entier relatif. 
Démontrer que si 11 ne divise pas (n - 4), alors (2n + 3) 
et (n + 7) sont premiers entre eux. 
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66 On veut planter des arbres sur le périmètre 
d'un terrain triangulaire de côtés 132 m , 156 rn et 
204 rn, de telle sorte qu'il y ait un arbre à chaque som­
met du triangle et que les arbres soient également espa­
cés. Quel est le nombre minimum d'arbres que l'on 
pourra planter si l 'on veut que la distance entre deux 
arbres soit exprimée en un nombre entier de mètres ? 

67 On dispose de dix poids, dont les masses res­
pectives sont 1, 2, 22, 23, ... , 28 et 29 grammes. 
1 . Quelle est la masse maximale M que l 'on peut équi­
librer sur une balance avec ces dix poids ? 
2. Démontrer que tout objet, dont la masse est un 
nombre entier de grammes inférieur ou égal à M, peut 
être équilibré avec ces dix poids. 

68 A l'aide de deux seaux dont les capacités en 
litres sont C1 et C2, on veut mettre exactement 1 litre 
d'eau dans une citerne que l'on peut remplir ou vider à 
volonté. .--.:--~~--- · 

1. Est-ce possible lorsque C1 = 7 et C2 = 4? 
Lorsque cl = 6 et Cz = 4 ? 
2. Étudier le cas général. 

69 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
Soit p et q deux 
entiers naturels non 
nuls et M le point de 
coordonnées (p ; q). 
Déterminer, en fonc­
tion de p et q, le 
nombre de points d u 
segment [OM] dont 
les coordonnées sont 
des entiers naturels. 

-"1 

J 

0 
1/ 

/V 

/ 
/ 

./ 
/ 

1 

M 
V 

j ) 

70 Soit a , b et c trois entiers nàturels tels que : 
az + b2 = cz. 

Démontrer que abc est divisible par 60. 

71 On désigne par <p(n) le nombre d'entiers natu­
rels inférieurs à n et premiers avec n. 
1. Calculer <p(5), <p(13), <p(15), q>(36). 
2. p et q sont deux nombres premiers distincts. Calculer 
<p(p), <p(pq), <p(p2). 

71 Soit (xn) et (yn) les suites définies par : 

~ I 6 ' 2 
\f n E i-s,i, xn+l = 5 x,. + 5 Yn + 1 

{ 

x0 = 3, y0 = 1 

2 9 
\f n E 1\1, Yn+l = 5xn + 5 Yn + 2 

1. Démontrer par récurrence que les points Mn de coor­
données (x

11
; y) sont sur la droite (2?>) d'équation: 

2x- y- 5 = o. 
2. En déduire xn+l en fonction de xn. 
3. Démontrer que (x,.) et (y

11
) sont des suites d'entiers 

relatifs. · 
4. Soit n un entier naturel. 
a) Démontrer que x

11 
est divisible par 5 si et seulement 

si Yn est divisible par 5. 



b} Démontrer que si xn et Yn ne sont pas divisibles par 
5, alors ils sont premiers entre eux. 
5 . a] Démontrer par récurrence que : 

V n E N, xn = 2n+1 + 1. 
b) Soit n un entier naturel. Démontrer que 5 divise x n si 
et seulement si 5 divise xn+4'" 
c] En déduire les valeurs de n pour lesquelles xn et Ya 
sont divisibles par 5. 

73 On considère les nombres A et B tels que : 
A = 106n+2 + 103n+1 + 1 

B = 109n + 106n + 103n + 1 (n E N). 

1. Vérifier que: 103 - 1 = 9 x 111 ; 
103 + 1 = 7 X 11 X 13. 

2. Démontrer que : 
• V n E N, A est divisible par 111 ; 
• si n est impair, alors A est divisible par 7 et par 13. 
3. a} Si n est impair, démontrer que_ B est divisible par 
7, 11 et 13. 

b} Sin est pair, déterminer le reste de la division eucli­
dienne de B par 7, 11, 13 et 111. 

74 1. Résoudre dans 'll.2 l'équation : 
661x - 991y = 1. 

2 . S?it (un) et (vn) les suites arithmétiques définies par : 

{ 

U
0 

= 3, v
0 

= 2 ·. 

V n E N, u:n+l = un+ 991 . 

V n E N, vn+l = vn + 661 

Déterminer tous les couples (p ; q) d'entiers naturels 
inférieurs à 2 000, tels que : u = v . 

, p q 

75 Soit à résoudre dans r\12 l'équation 
(E) : 15x2 - 7y2 = 9. 

1. a} Démontrer que dans le système décimal, le dernier 
chiffre d'un carré est 0, 1, 4, 5, 6 ou 9. 
b) En déduire que 7y2 + 9 n'est pas divisible par 5. 
2. Résoudre l'équation (E). 

76 Soit à résoudre dans 'Z.2 l'équation 

(E) : 3x2 + 3x + 7 = y 3• 

1. Vérifier que (E) est équivalente à: 

3(x2 +X+ 2) = y3 - 1. 
2. Résoudre l'équation (E). 
(On pourra distinguer 3 cas : 

y = O {3], y= 1 [3] et y = 2 [3].) 

77 On désigne par 1P' l'ensemble des entiers natu­
rels premiers. On se propose de résoudre dans IP'2 

l'équation (E) x 2 
- y2 = pq, où p et q sont deux entiers 

naturels premiers. 
1. Étudier le cas où p = q = 2. 
2. Étudier le cas où q = 2 et p > 2. 
3. a) On suppose que : 2 < q :;:; p. 
• Démontrer que y est nécessairement égal à 2. 
• En déduire que si p - q =t. 4, (E) n'a pas de solution. 
b) On suppose que : p - q = 4. 
Démontrer que si (x ; 2) est solution de (E), alors les 
nombres q, x et p forment une suite arithmétique de rai­
son 2. 

En déduire que (E) n'a de solution que si q = 3 etp = 7. 
(On pourra démontrer que pour tout entier n, l'un des 
trois nombres n, n + 2, n + 4 est divisible par 3.) 
Quelle est la solution de (E) dans ce cas ? 

78 On se propose de résoudre dans r\12 l'équation 
(E) : 5x _ 4.r = y2. ' 

1. Vérifier que (1 ; 1 ) est solution de (E). 
Dans la suite du problème, on suppose que x est diffé­
rent de 1. 
2. L'objet de cette question est de démontrer que x est 
pair_ 
a) Quels sont les entiers naturels n tels que : n2 = 5 [8] ? 
b Démontrer que six est impair, alors s-~ - . 4x J 5 [8]. 
c, Co::tclure. 
3.. On pose : x = 2m (m E N). 
o, ::Jémontrer que (E) est équivalente à : 

(sm - y)(5m + y) = 24m. 
àJTo doouire qu'il existe deux entiers pet q tels que: 

a- - g = 2P et 5m + y = 2q, avec p + q = 4m. 

{

p =l 
c) Déduire riB 3. b) que : q = 4m - 1 . 

5m = 1 + 42m-1 

En déduire que : m $ 1. 

(On pourra faire un raisonnement par l'absurde.] 
4. Déterminer les solutions de (E) . 

79 On se propose de déterminer tous les entiers 
relatifs k tels que k4 + k3 + k2 + k + 1 soit un carré par­
fait. 
On pose: q 2 = k 4 + k 3 + k 2 + k + l (q E &'.). 

1. Établir les égalités suivantes : 

4q2 = (2k2 + k)2 + 3k2 + 4k + 4 (1) 

4q2 = (Zk2 + k + 1)2 - (k - 3)(k + 1 ) (2) 

4q2 = (2k2 + k + 2)2 - 5k2 (3). 

2. Déduire de (1) et (3) que : 

(2k2 + k)2 < 4q2 :S: (2k2 + k + 2)2. 

3. Déduire de la question 2. que : 

4q2 = (2k2 + k + 1)2 (4) 
ou 
4q2 = (2k2 + k + 2)2 (5). 

4. Déterminer les valeurs de k en considérant les éga­
lités (2) et (4), (3) et (5). 

80 1. Soit p et q deux entiers relatifs premiers 
entre eux, n un entier naturel non nul. 
Démontrer que pet qn sont premiers entre eux. 

2. Soit P(x) = anx" + ... + ar\: + a0 un polynôme à coef­
ficients entiers relatifs admettant une racine rationnel-

le ~ (p et q sont des entiers relatifs premiers entre eux). 

Démontrer que p divise a
0 

et q divise a,,. 
3. Factoriser le polynôme: 3x3 + 7x2 + 7x + 4. 
4. Résoudre dans Q l'équation: 

r ·x5 + 127x4 - 12x3 + x 2 + 7x - 1 = o. 

81 1. Soit n un entier naturel congru à 3 modulo 4. 
Démontrer que n admet un diviseur premier congru à 3 
modulo 4. 

(On pourra remarquer qu'un produit de nombres 
congrus à 1 modulo 4-est congru à 1 modulo 4.} 
2. Démontrer qu'il existe une infinité de nombres pre­
miers congrus à 3 modulo 4. 
(On pourra utiliser un nombre n de la forme 2 x p! - 1.) 

81 On appelle nombre triangulaire tout entier 
2 

naturel qui peut s'écrire sous la forme a ; a (a E N). 
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1. Démontrer que si n est la somme de deux nombres 
triangulaires, alors 4n + 1 est la somme de deux carrés. 
2. Étudier la réciproque. 

83 Nombres amiables - Nombres parfaits 
1. On appelle diviseur strict d'un entier naturel n tout 
diviseur de n positif et autre que lui-même. 
Déterminer les diviseurs stricts de 220. 
2. On appelle nombres amiables deux entiers naturels 
tels que chacun d'eux est égal à la somme des diviseurs 
stricts de l'autre. 
Vérifier que : 220 et 284 sont amiables ; 

17 296 et 18 416 sont amiables. 
3. On appelle nombre parfait tout entier naturel égal à 
la somme de ses diviseurs stricts (c'est-à-dire amiable 
avec lui-même). 
a} Le nombre 28 est-il parfait ? 
b} Déterminer un nombre premier p tel que 24p soit un 
nombre parfait. . 
c} Soit n et p deux entiers naturels, tels que p soit pre­
mier. Quelle doit être l 'expression de p en fonction de 
n pour que 2"p soit parfait ? · 
Dresser la liste des nombres parfaits de cette forme, 
pour n < 10. 

84 Nombres de Mersenne 
1 . Soit a et n deux entiers naturels supérieurs ou égaux 
à 2. Démontrer que si a" - 1 est premier, alors a = 2 et 
n est premier. 
2. On appelle nombre de Mersenne, tout entier naturel 
~ de la forme Mn = 2n - 1, où n est un entier naturel 
premier. 
a} Vérifier que Mv M 3 , M 5 et M7 sont premiers. 
b} Qu'en est-il de M11 ? 

Le Père Marin Mersenne (1 558-1648) fut le premier à 
tenter de dresser la liste des nombres premiers de la 
forme 2n - 1. 

i 
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Il le fit, avec quelques erreurs, jusqu'à n = 257. 
On sait aujourd'hui que, jusqu'à n = 5 000, 2" - 1 est 
premier lorsque n prend l'une des valeurs suivantes : 2, 
3, 5, 7, 13, 17, 19, 31, 61, 89, 107,127,521, 607, 1 279, 
2 203, 2 281, 3 217, 4 253 et 4 423. 
Le plus grand nombre de Mersenne premier connu 
depuis 1998 est 2n - 1, avec n = 3 021 377. 

85 Nombres de Fermat 
On appelle nombre de Fermat tout entier naturel F n de 
la forme F n = 22n + 1 , où n est un entier naturel. 
1. a) Calculer F0, F1 , F2 et F3• 

\"é.,-ifier que ces nombres sont premiers. 
b) Vérifier que F 5 est divisible par 641. 

2. Démontrer que : V n E N, F n+l = (F n - 1)2 + 1. 
3. Démontrer par récurrence que pour tout entier natu­
rel n strictement supérieur à 1 , l'écriture décimale de F n 

se termine par 7. (On pourra utiliser les congruences.) 
4. Soit k un entier naturel non nul. 
a) En posant a = 22n, démontrer que : 

F n+k - 2 azk - 1 

Fn a+ 1 

b} En déduire que Fn divise Fn+k- 2. 

5. Déduire de la question précédente que deux nombres 
de Fermat distincts sont premiers en tre eux. 

86 Des urnes et des billes 
Trois urnes contiennent des billes. Chaque urne est suf­
fisamment grande pour contenir la totalité des billes. La 
seule opération autorisée est de doubler le nombre de 
billes contenues dans une urne en prélevant des billes 
dans une autre. 
Démontrer qu'il est possible, quel que soit la configura­
tion initiale, d'obtenir une configuration où l 'une des 
urnes est vide. 



C alculs vectoriels 

- oduction 

Deux outils g~= sm1 eu ,cœur de ce chapitre: bary­
centre et produit vedoriet 

Le premier, introduit ei tisé dans le plan en classe de première 
fait /'obiet d'une généro. -~,on à l'espace. 

Le second est une nouveatr.é qui pe<met de résoudre, géométri­
quement ou analytiquemenf, œr.uins problèmes de calcul de dis­
tances, d'angles, d'aires el de volumes. 

Les lignes ou surfaces de niveau constituent un intermède entre ces 
outils. 

Une illustration du théorème de l'angle inscrit. 

1. Barycentre de n points pondérés .. . .. .. . .. .. . .. .. .. .. .. .. . . 34 

2. 
3. 

Lignes de niveau 

Produit vectoriel 

. . ..................................................... 39 

44 
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</P (respectivement iJ désigne le plan (respectivement l'espace). 
'V (respectivement W) désigne l'ensemble des vecteurs du plan (respectivement de l'espace). 

Dans cette leçon, sauf mention contraire, l'ensemble de référence peut être aussi bien le plan <!P que l'es­
pace c;g _ 

_ t.t.~" Théorème et définition 

Soit (~,ai)1 s i s n n points pondérés. 
n ~ ----+- -+ 

Si _I.ai =t 0, alors il existe un unique point G tel que : _~ ~~ = O. 
t=l ~"!. 

D émonstration 

Soit O un point. 

On a: Î.o..GA. = ( Î.a.)GÔ + f a.6Â .. 
i=l l l i=l l i=l l 1 

n -+ ---+ -+ 
Donc : I, o..GA. = o <=> OG = 

i=l l ' 

1 
n 
I,a. 
i=l 

1 

n -+ 
I a.OI\. 
i=l 

1 

Or, le vecteur -i-- _Î.
1
ai6Âi est parfaitement déterminé par les points O et (Ai,a;)1 si:;; n ; 

. I,a. i= -

i=l l 

donc, le point G existe et est unique. 

n 
Sqit (~,ai)u:isn n points pondérés tels que: i~ai * O. 

On appelle barycentre des points pondérés (A;,a)1 s; s n l'unique point G tel que : i~a.iGA.i = Ô. 

ou G=bar ~ . 
~ 

·::.~ 

œit1~~ Homogénéité 

Le barycentre de plusieurs points pondérés est inchangé lorsqu'on multiplie tous les coefficients par 
un même nombre réel non nul. 

· n -+ ---+ n -+ ---+ 
En effet, pour tout nombre réel k non nul, on a: I.a.;GA. = 0 <=> I,ka.GA. = O. 

i=1 1 Î= l 
1 

l 

R~.IJJ.a~ 
Le barycentre de points pon_dérés affectés de coefficients égaux est appelé isobarycentre de ces points. 
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n ---+ 
G....:□~:.::~J Réduction de la somme ~ a; MA; 

1=1 

Soit (Ai,ai)1 sis n n points pondérés. 
Pour tout point M, on a : 

• si ra.* 0, alors ra.MA. = ra. MG où G est te barycentre des points pondérés (Ai,ai)1 < i < n ; 
n · n -+ (n )-+ 

i=l l i=l l l i=l l - -

n n -+ 
• si ra.= o, alors le vecteur ra.MA. est indépendant de ~1. 

i=l l Î=l l 1 

D émonstration • 
n 

• Si ra.* 0, alors 
i=l 

1 

n 
• Si ra.= 0, alors 

i=1 l 

n -+ 
Donc, le vecteur r a.MAi est indépendant de M. 

i=l 
1 

Exemples 
Soit ABC un triangle et M un point du plan. 

-+ -+ - -+ 
Réduire les sommes: 3MA + MB + MC 

-+ -+ -+ 
MA-2MB + MC. 

B C 
-+ --+ -+ ---+ 

3MA + MB + MC= 5MG . 
-+ -► ---► ---► --+ -+ -+ -+ 
MA- 2MB +MC= MB + BA - 2MB + MB + BC 

où G = bar {(A,3), (B,1), (C,1)}. 
-+ ---+ 

=BA+ BC. 

~;1;il~ Coordonnées du barycentre 

L'espace~ est muni du repère (0, 't J: k). 
Soit (Ai,a,)1 s i s n n points pondérés et G leur barycentre. 

Si (xi; Yi ; zi) sont les coordonnées du point Ai (1 $ i $ n) et (x; y ; z) celles de G, 

alors: 

n 

ra~. 
Ï=l 

1 
x=..:.....c:.n __ 

ra. 
i=l 

1 

n n 
ra.y. raf· 
i=l t I i=l l 

Y =--n-- • z = -n--
ra. ra. 

Ï=l 1 Î=l t 

En effet, d'après la propriété de réduction de ra.MA., on a pour M = 0: ra.DA.= ra. OG. n -► n -+ (n ) --+ 
i=1 l l i=,1 l l i=1 1 
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Exemple 
Soit ABCD un tétraèdre. 

-+ -► - -+ L'isobarycentre de ABCD est le point G tel que : 4AG = AA + AB + AC + AD. 
----+ -+ -+ 111 

Donc dans le repère (A, AB, AC, AD), Ga pour coordonnées ( 4 ; 4 ; 4 ). 

i:JI:JC~ Barycentres partiels 

On ne change pas le barycentre den points pondérés (n ;;:: 3) en remplaçantp d'entre eux (1 < p < n), 
dont la somme des coefficients est non nulle, par leur barycentre partiel affecté de cette somme. 

Cette propriété est aussi appelée propriété d'associativité. 

D émonstration 

Soit G le barycentre de n points pondérés (A. , a.)1 .... . < n (n ;;:: 3). 
1 1 .;:, 1 _ p 

Supposons, par exemple, que pour un entier naturel p (1 < p < n) on ait I,a.-.= 0 et désignons par H le 
i=l l 

hFtrycentre des p points pondérés (Ai , a)1 ~ i ~ p· 

On peut toujours considérer, en changeant éventuellement l'ordre, que ces p points sont les p premiers. 

On a: if a;GA; = Cf a )GH (d'après la propriété de réduction). 

Donc: 

<=> ( .f ai) GR + . Ï, aiGAi = o\_ 
1=1 1=p+1 

. p . 

C'est-à-dire : Gest le barycentre des points pondérés (H, i~a;) • (Ap+l' ap+1), ... , (An, an). 

~~k A 

Soit ABCD un tétraèdre, G son centre de gravité et G1 le 
centre de gravité du triangle BCD. 

-+-► -+ - - -On a : GA+ GB + GC + GD= O <=> GA + 3GG1 = 0 

-► 3 -+ 
<=> AG = 4 AGl. 

C 

t,3., Ensemble des barycentres de points pondérés 

Ensemble des barycentres de deux points distincts 
La propriété suivante a été démontrée en classe de première. 

L'ensemble des barycentres de deux points distincts A et Best la droite (AB). 

·, !3-;;;"'rr ~ Ensemble des barycentres de trois points non alignés 
Soit A, B et C trois points non alignés. 

• Si a, ~ et 'Y sont trois nombres tels que a + ~ + 'Y -:t: 0, désignons par G le baryc'entre des points pondé­
rés (A, a), (B, ~) et (C, y). 

-+ --+ -+ 
D'après la propriété de réduction, on a : ~AB + y AC = (a+ ~ + y)AG. 

Donc, AG = ~ AB + ~ Aè et G appartient au plan (ABC). 
a+ +y a + +y 
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• Réciproquement, soit M un point du plan (ABC). 
- - - -+ -+ -+ -+ -► Il existe deux nombres réels x et y tels que : AM = x A B + y AC = x(AM + MB) + y(AM + MC). 

-+ -+ -+ -On a: (1 - x - y)MA + xMB + y MC= 0, avec 1 -x - y + x +y* O. 

Donc, M est le barycentre des points pondérés (A .1 -x - y), (B,x) et (C,y). 

On en déùuil la propriété suivante. 

L'ensemble des barycentres de trois points non alignés -3.., B et C est le plan (ABC) . . 

,Remarg_y_g 

L'ensemble des barycentres de quatre pomts non coplanci._--es est l'espace ~ -

afü'··--1.,4,., Travaux dirigés 

Alignement de points 
Soit ABCDE une pyramide de sommet A, I et J les centres de gra­
vité respectifs des faces ABC et ADE, G le barycentre des points 
pondérés (A, 3), (B, 2), (C, 2), (D, 1) et (E, 1). _ 
Démontrer que les points G, I et J sont alignés. 
En déduire une construction du point G. \__ 

Solution 
I est le barycentre de (A, 1), (B, 1) et (C, 1) ; 

J est le barycentre de (A, 1), (D, 1) et (E, 1). 

Or, Gest le barycentre do (A, 3), (B, 2), (C, 2), (D, 1) et (E, 1) ; 

donc, d'après la propriété des barycentres partiels, on a : 

A 

1 ' • 
f \ : 

1 \ : 

G barycentre de (A, 2), (B, 2), (C, 2) et (A, 1), (D, 1), (E, 1), _L------··B··----~ ----
c'est-à-dire G barycentre de (I, 6) et G, 3). 

Donc, les points G, I et J sont alignés. 
- 1 

De plus, G appartient au segment [IJ] et est tel que : IG = 
3 

IJ. D 

• 

f>oU;r dérnol)tr~r que trois points sont alignés on peut démontrer que Pun est barycentre des 
• < ~ A 

deux autres. 

Parallélisme, concours de droites 
Soit ABC un triangle, a, p et y trois nombres réels tels que : a + p * 0, a + y* 0 et p + y* O. 
On désigne par: A: le barycentre de (B, Pl et (C, y) ; 

B' le barycentre de (A, a) et (C, y) ; 
C' le barycentre de (A, a) et (B_, p). 

1 °) Démontrer que si a+ p + y= 0, alors les droites (AA'), (BB') et (CC') sont parallèles. 
2°) Démontrer que si a + P + y* O, alors les droites (AA'), (BB') et (CC') sont concourantes en un point 
que l'on précisera. 

Solution 
L'existence des points A', B' et C' est assurée par les conditions : a + p * O, a + y* O et p + y et- O. 
De plus, comme ABC est un triangle, on a: A* A', B-:/- B' et C * C'. 
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1 °) a + J3 + y = o 
- - --+ Pour tout point M, le vecteur aMA + PMB + yMC est indépendant 

➔ --+ - - ➔ de M ; notons-le u. On a : aMA + 13MB + yMC = u. 
---->- ---+- -+ ---+ 

En remplaçant M par A', on obtient: aA'A + J3A'B + yA'C = u. 
- --+ ➔ Or : A' = bar {(B,J3), (C,y)} ~ J3A'B + yA'C = O. 

- ➔ Donc : aA' A = u. --+ --+ 

On démontre de même que: J3B'B = yC'C = Û. 
On en déduit que les droites (AA'), (BB') et (CC') sont parallèles. 

2°)a+J3 +y~O 

Soit G le barycentre des points pondérés (A,a), (B,13) et (C,y). 

--+ --+ - · -Pour tout point M, on a: aMA + 13MB + yMC = (a+ P + y)MG. 

En remplaçant M successivement par A', B', C' on obtient : 
- --+ a A'A =(a+ J3 + y)A'G 
- --+ J3B 'B = (a+ J3 + y)B'G 
--+ --+ 

yC'C = (a+ J3 + y)C'G. B A' C 

On en déduit que les droites (AA'), (BB') et (CC') sont concou­
rantes en G. 

-----

1.a 

1.b 

1.c 

1.d 

l.e 

Pour démontrer que deux droites (IJ) et (KL) sont sécantes en un point G, on peut démontrer 

que G est à la fois barycentre des points I erJ et barycentre des points K et L. 

Soit A et B deux points distincts. Dans chacun 
des cas suivants, écrire A comme barycentre 
des points B et C. 

-+ ---->- -► -► 
a} BA = - 3CA b) 5AB = AC 

-► -+ ---t, ___. . _,.. -+ -► 

c} 3AC -2BC = 0 d) AB+AC+BC = 3BC 

Écrire chacun d(l.s points A, B et C comme 
barycentre des deux autres. 

A B C 
1 1 . 1 1 

Soit ABCD un parallélogramme. Réduire les 
sommes de vecteurs suivantes : 
➔ --+- ---+ ~ 

u = 3MA + MB - 2MC ; 
-}, --+ -,.. ---+- --+ 
v = MA + 2MB + MC - 4MD ; 
➔ -► --+- -► --+-
w = MA - MB + MC - MD. 

L'espace ~ .est muni du repère (0, Z: 1 k). On 

considère les points A(-
34), B( i ) etc(= i). 

; 2 -- 2 . 2 
a} Calculer les coordonnées du barycentre I de 
(B, 2) et (C, 3). , 
b} Calculer les coordonnpes du barycentre J de 
(A, 5), (B, 2) et (C, 3). · 
c) Vérifier que J est le milieu de [AI]. 

i 
1 

V 
Soit ABC un triangle. Construire le barycentre 
des points pondérés (A,- 2), (B,1) et (C,4) : 

1 .f 

1.g 

1.h 

-+ -► ~ 

a) en exprimant AG en fonction de AB et AC ; 
b) en utilisant la propriété des barycentres par­
tiels. 

Dans chacun des cas suivants, écrire G comme 
barycentre des points A, B et C. 

G A ,.. 

B .· C 
~c 
B 

~ 
B- C 

Soit ABCD un parallélogramme. ~ 
. ---->- 1 ---->-
p est le point tel que : AP = _3 AB ; Q est le 

symétrique du milieu de [AD] par rapport à A. 
Démontrer que les points P, Q et C sont alignés. 

Soit ABCD un tétraèdre. P, Q, R et S son,t les 
points tels que : 
---->- 1 ---+---->- 1 -► -+ 1 -+---+ 1 -► 

AP =3 AB, AQ =3 AD, CR =tcB et CS =i-Œ· 
On désigne par I et J les milieux respectifs de 
[AC] et [BD]. 
Démontrer que les droites (PS), (QR) et (IJ) sont 
concourantes. __ :~ 
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.,___,...,...cc.-., 
lig·nes de ·nivea-u 

n 
__ 2.t." Lignes de niveau de M 1-) .I a. MA~ 

l: 1 l l 

Soit (Ai'ai)1 :,; i:,; n n points pondérés du plan et k un nombre réel. 
n 

On se propose de déterminer les lignes de niveau le de l'application M ~ ~ aiMAf ; 
n ~1 

c'est-à-dire l'ensemble (Ek) des points M de cg:, tels que : ~ aiMAf = k. 
i=1 

1er cas : la somme des coefficients est non nulle 
Soit G le barycentre des points pondérés (Ai,ai)1 :,; i;; n· 

---+ ---+ ---+ ---+ 
Pour tout point Ai (1 :<; i :<; n), on a: MA;= (MG+ GA)2 = MG2 + GAf + 2MG.GAi. 

Or :·fa.GA.= Ô ; donc: fa.MA? = ( fa.)MG2 +fa.GA?. 
i=1 t 

1 
i=l 

1 1 
i=l 

1 
i=l 

1 
' 

n 

1 k-I a.GA? 
On en déduit que : V k E ~. f aiMAf = k <=> MG2 = i=nl ' 

1 

• i=l ~ 
L,a, 

k - Ï, a.GA? ï=1 ' 

Posons : i:1 
1 1 

~ p ; on a : MG2 = p. 
Ia. 
i=l l 

Si p < O, alors (Ek) = 0 ; 

si p = 0, al<?rs (Ek) = {G} ; 

si p > 0, alors (Ek) est le cercle de centre G et de rayon [p. 

n 
Soit (Ai ,ai)1 :,; i :,; n n points pon~érés du plan tels que : ~

1 
ai -:t:. O. 

• Pmir tout point M du plan, on a : ·fa.MA? = ( f cx-)MG2 + f a.GA~ ,· 
Î=l 1 

l Ï=l I i=l l . 
1 

où G est le barycentre des points pondérés (Ai ,ai)1 :,; i :,; n· 
. n · 

• La ligne de niveau k de l'application M ~ I a.MA? est 0, {G} ou un cercle de centre G. 
. i=l l ' - • . 

R~ar~ 
• Soit k un nombre réel et f une application de l'espace cg dans ~-
On appelle surface de niveau k de f, l'ensemble des points M de cg tels que : f(M) = k. 

n . n 
• Si~ ai· -:t:. 0, alors. la surface de niveau k de l'application M ~ ~ a/11.Af est 0, {G} ou une sphère de 

~ 1 ~1 · 

centre G, G étant le barycentre des points pondérés (Ai,ai)1 :,; i :,; n· .,. 

Exemp le 

Soit ABCD un rectangle tel que : AB = 2 et BC = 1. ·· -· 
Déterminer et construire l'ensemble (E) des points M du plan tels que : 
MA2 + MB2 + MC2 + MD2 = 10. . 

L'isobarycentre des points A, B, Cet D est le centre I du rectangle ABCD. 

On a: AA2 + AB2 + AC2 + AD2 = 4 + 5 + 1 = 10; 
donc : A E (E). 

On en déduit que (E) est le cercle circonscrit au rectangle ABCD. 
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11 ......... ==:1 2e cas : la somme des coefficients est nulle 
Soit O un point du plan. 

-+ -+ -+ -► 

Pour tout point A. (1 $ i $ n ). on a : MA? = (OA. - OM)2 = OA? + OM2 - ZOM.OA .. 
- 1 · ·- '°i 1 1 1 

On en déduit que: Î a iMA? = Î aiOA?- 2 OM.( Î.a.oÂ.). 
i=l ' i= l l i=1 1 l 

---+ n ---+ n 
Posons : u = I. a. OA. ; on obtient : V k E ~. I. a.MA? = k ç::> 

i=l l l i=l l l 

---+ -+ n 
Zu.OM = I a.OA? - k. 

i=l l l 

S. -->- ---+ d Tl 
• 1 u = 0 , on a eux cas : si~ apAf - k = 0, alors (Ek) = <!J> ; 

1=1 
Il 

si ~ apAf- k:;, 0, alors (Ek) = 0 . 
i=l 

• Si Û -:t-- Ô, considérons la droite(~) de repère (O, ît) et le point P tel que: 
- -► - -Soit H le projeté orthogonal ~e M sur {2tl). On a: OM.u = OH x OP. 

-+ ---+ 
OP=u. 

n -
Donc : V k E ~. I. a.MA? = k ç::> OH est constante. 

i=1 1 1 . . 

On en déduit que M appartient à la droite perpendiculaire à (21)) en H , où H est le point vérifiant: 
- - n 

2 OH xOP = ~apAf - lc. 
1=1 

n 
Soit (A. ,ai)1 < . < n points pondérés du plan tels que : I a. = 0 et O un point du plan. 

l _ 1 _ Il Î=l l 

Il n ---+ -+ 
• Pour tout point M du plan, on a : ~ aiMAf = ~ apAf - 2u. OM, 

t=l 1=1 

où ï1 est le vecteur .Î a;~ indépendant de M. 
i=l n 

• La ligne de niveau k de l'application M ~ I. a.MA~ est: 
" Ï=l l l 

0 r,r, • ---+ ---+ 
- OU lf, SI U = 0 ; 

d . d 1---+ .---+ ---+ - une rode e vecteur norma u, SI u :;, O. 

Rem{lr~ue 
Il Tl 

Dans l'espace~. si I. a, = O, alors la surface de niveau k de l 'application M ~ I a;MAf est 0 , ~ ou un 
i=1 i=1 

---+ n -+ 
plan de vecteur normal u. = _I ai OAi. 

t=1 

Exemples 
• Soit ABC un triangle isocèle tel que : AB = 4 et CA = CB = 6. 
Déterminer l 'ensemble {E) des points M du plan tels que: MA2 + MB2 - 2MC2 = O. 

-+ -+ -+ 
La somme des coefficients étant nulle, le vecteur MA + MB - ZMC est indépendant de M. 

- - - -+ - . Ona :MA+ MB -ZMC = 2MI - 2MC . C 
-+ 

= 2 CI, où I est le milieu de [AB]. 

Développons MA2 + MB~ - 2MC2 en introduisant le point I. 
-+ -► - -+ -+ -On a: MA2 + MB2 - 2MC2 =(MI+ IA)2 +(MI+ IB)2 - Z(MI + IC)2 

- - - -► = ZMl.(IA + 1B - ZIC) + IA 2 + IB2 - 2IC2 

-->- -= 4MI.IC - 56. 

Donc: --M E (E)_ ç::) 4MI.IC = 56. 

Soit H le projeté orthogonal de M sur la droite (IC). 
On obtient: ME (E) ç::> IH x IC = 14 

- 14 7-
~ 1H = IC = 16 IC. A B 

L'ensemble (E) est la droite perpendiculaire à (IC) passant par le point H tel que : IH = {6 IC. 
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• Soit ABCD un tétraèdre régulier d'arête a. 
Déterminer l 'ense'mble (r) des points M de l'espace tels que : 
MA2 + 2MB2 + 3MC2 - 6MD2 = 6a2. 

On a : A '1. (r) et D E (r) ; donc : (r) -f:. 0 et (r) -f:. cg. 
La somme des coefficients étant nulle, 

-► ----+ ----+ ----+ 
le vecteur MA+ 2MB + 3MC - 6MD est indépendant de M. 

----+ ----+ ----+ ----+ ----+ ----+ ----+ 
Or : MA + 2MB + 3MC - 6MD = DA + 2 DB + 3 DC. 

----+ ----+ --+ 
(r) est le plan passant par D, de vecteur normal DA+ 2 DB + 3 DC. 

· ~ 2.!2., Lignes de niveau de M ~ ~ 
Soit A et B deux points distincts du plan et k un nombre réel strictement positif. 

A 

On se propose de déterminer l'ensemble (Ek) des points M du plan tels que: MA = k. 
• Si le =.1, alors (E1J est la médiatrice de [AB]. MB 

• Si k-f:.1, alors: MA= k ~ MA2 - k2:t-.,1B2 = o 
MB ----+ --+ ----+ --+ 

~ (MA+ kMB).(MA - /eMB) = O. 

C 

• 

Les nombres 1 + le et 1 - le sont non nuls ; désignons par I le barycentre des points pondérés (A, 1) et 
(B, k), par J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, - k). 

Ona: ME(E) ~ (r1+k)MI).((1-/e)MJ) = o 
----+ ----+ 

~ MI.MJ = O. 

Donc (Ek) -est le cercle de diamètre [IJ]. 

Soit A et B" deux points distincts du plan, k un nombre réel strictement positif et différent-de 1. 

La ligne de niveau k de l'application M ~ MA est le cercle de diamètre [IJ], où I est le barycentre 
MB 

des points pondérés (A, 1) et (B, k), J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, - k). 
. . 

Exemple 

Déterminer et construire l'ensemble (E) des points M du plan tels que: MA = ~. 
Désignons par : MB 

Ile barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, ~), 

J le barycentre des points pondérés (A, 1) et (B, - ~ ). 
On sait que : 

I est le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, 2), 
J le barycentre des points pondérés (A, 3) et (B, - 2). 

(E) est le cercle de diamètre [IJ]. 

R<c;m~rgu~ 

J 

(E) 

Si k -f:. 1, alors 1 - k 2 
ct:- O. Désignons par G le barycentre des points pondérés (A,1} et (B,- k2). 

On a: M_E (Ek) ~ MA2 -k2MB2 = O 
----+ ----+ ----+ ----+ 

~ (MG +GA)2 - k2(MG +GBJ2 = o 
~ (1 -k2}GM2 + GA2 - k2GB2 = o. 

----+ k2 ----+ ----+ 1 ----+ 
Or : GA = 1 _ k 2 AB et GB = 

1 
_ k 2 AB. 

Donc : M_ E (Ek) ~ (1 - k 2)GM2 = k
2 

AB2 
, 1 - k 2 

~ GM2 - ( le ) 2AB2 - 1 - k 2 . 

(Ek) est donc le cercle de centre le barycentre de (A, 1) et {B,- k2), de rayon I le 
21 

AB. 
, .1 ....., /e 

A I B 
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----+ ---+ 
c._2.,lt.l Lignes de niveau de M ~ Mes (MA, MB) 
Dans cette partie, A et B désignent deux points distincts du plan. 

Soit M un point du plan, distinct de A et B. -
- -+ ---------►-- _.-,_ 

On sait que les points A, B et M son~anés si et seuleme~Z (MA,MB) = O. 

-+ -+ -+ -Donc: A, B et M alignés ç::> Mes(MA,MB) = 0 ou Mes (MA,MB) = 1t. 

On en déduit les propriétés suivantes. 

Soit A et B deux points distincts du plan. 

• L'ens~e des points M du plan -tels que • L'e~le des points M du plan tels que 
-+ ---->-

Mes (MA, MB) = 0 est la droite (AB) privée du 
-+ --+ 

Mes (MA,MB) = 1t est le segment [AB] privé d es 
segment [AB]. - points A et B. 

M A B A M B 
---------0-----------0----- ---- -- --- -------0>----•--o------ -------

Soit a un nombre réel, élément de ]- 7t ; O[ U ]O ; 1t[. -+ ---->-
On se propose de déterminer l 'ensemble des points M tels que: Mes(MA,MB) = a . --+ -+ .---
Soit P un point tel que (AP,AB) = a, 0 le point d'intersection de la 
médiatrice de [AB] et de la perpendiculaire à (AP) en A, (c«) le cercle 
de centre O passant par A et B. 

-+ -+ -+ -+ .---
On sait que : M E (~) \ {A ; B} ç::> 2 (MA,MB) = (OA,OB) = 2 a; 

~ ~ ...-... --->---+ ...-.... _.......__ 
donc : M E (~) \ {A ; B} ç::> (MA,MB) = a ou (MA,MB) = a,+ 1t. 

Nous admettons que pour tout point M de (~) \ {A ; B} on a : 

-+ -+ 
Mes(MA,MB) = a., si M appartient à l'un des arcs de corde [AB] ; - - p 

~ ,____M 

J 

-+ -+ -+ -+ 
Mes(MA,MB) =a,+ 1t (a,< 0) ou Mes(MA,MB) = a -1t (a> 0), si M appartient à l'autre arc. 

On a la propriété suivante. 

SQit A et B deux points distincts du plan, 

a un nombre réel élément de ]- 1t ; 0[ U ]0 ; 1t[, ----+ -► ...-... 
0 le point de la médiatrice de [AB] tel que (OA,OB) = 2 a., 

(~) le cercle de centre O passant par A et B._ 
-+ -+ 

L'ensemble des points M du plan tels que Mes(MA,MB) = a est l'un des 
deux arcs, privés des points A et B, définis sur (c«) par la corde [AB]. 

Cet arc peut être déterminé à l 'aide du signe de a.. 

R~ro~.r.ques 
.--- -+ -+ 

• Si l'angle a est droit, alors l'ensemble des points M du plan tels que Mes (MA,MB) = a, est un demi-
cercle de diamètre [AB], privé des points A et B. _::;-:::;. 
• L'ensemble des points M du plan tels que Mes(MA,MB) = a, [1c] est (~) privé des points A et B. 
• On déduit des proprié!ft1_et 2 que q~ points distincts A, B ,Cet D sont alignés ou cocycliques si 

-+ -+ -+ -+ 
et seulement si: Mes(CA, CB) = Mes(DA, DB) {rr,). 
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Exemples 
• Soit OAB un triangle équilatéral de sens direct et (C(6) le cercle de centre 0 
passant par A et B. 

- L'arc AB, privé des points A et B, est l'ensemble des points M du plan -
- - 1t tels que : Mes (MA,MB) = 6 . 

- L'arc AB, privé des points A et B, est l'ensemble des points N du pian -
- - 51t tels que : Mes (NA,NB) = - 6 . 

• Soit A et B deux points distincts du plan. -
Déterminer l'ensemble des poipts M du plan tels que: Mes(MA,~ ) = 4; . 

- 41t - ? -Si a désigne l'angle de mesure -
5

, alors 2 a est l'angle de mesure - -:.: . 
- 0 

Soit O le point de la médiatrice de [AB] tel que Mes(OA,OB) =.:.. 2; 
et (C(6) le cercle de centre O passant par A et B. 

- L'arc ÂB, privé_ des points A et B, est l'ensemble des points M du plan tels 

- - 41t que : Me! (MA,MB) = 5 . 
- L'arc AB,~ des points A et B, est l'ensemble des points N du plan tels 

- - 1t que: Mes(NA,NB) = - 5 . 

Donc l'ensemble cherché est le cercle(((;;) privé des points A et B. 

N 

M • 

2.a Soit ABC un triangle isocèle tel que : 2.c Soit A, B et C trois points non alignés. 
AB = AC = 7 et BC = 4. 

On désigne par I le milieu de [BC] et par G le 
centre de gravité de ABC. 
1. Déterminer et construire l'ensemble des 
points M du plan tels que : 

----+ -► -+ 
11AM + BM + CMII = 12. 

2. Déterminer et construire l'ensemble des 
points M du plan tels que : 

- 2AM2 + BM2 + CM2 = 38. 
3. a] Calculer AG et BG. 
b] Déterminer et construire l'ensemble des 
points M du plan tels que : 

AM2 + BM2 + CM2 = 65. 

2.b Soit A et B deux points du plan tels que : 
AB=4. 

Déterminer et construire l'ensemble des points 
M du p lan tels que ·: 3MA = 5MB. 

Déterminer et construire l'ensemble (E) des 
points M du plan tels que : 

-+ -+ ----+ -► 

ll3MA + MBII = ll2MC - MBII-

2.d Soit A et B deux points distincts du plan. 
1. Déterminer et construire l'ensemble des 
points M du plan tels que : 

--+ --+ 
a] Mes(MA,MB) =- : -
b] Mes(MA,MB) = 2n:. 

3 

2. Déterminer et construire l'ensemble des 
points M du plan tels que : 

--+ --+ 
a) Mes(MA,MB) = - ~ (1t] 

--+ --+ 5 
b) Mes(MA,MB) = : [n:]. 
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. · Produi Yectoriel 

_ J*J".~ Orientation de l'espace 

~...,~u:=1 Règle du bonhomme d' Ampère 
- -~ --+ -,. --+ -,. -+ ➔ Soit (0, i , j, k1 un repère de<& et les points I, J, K tels que : 0 1 = i , OJ = j, OK= k. 

Pour orienter l'espace, les physiciens imaginent un observateur ayant les pieds en 0, la tête en K et fixant 
le point I ; deux situations, et deux seulement, sont possibles. 

Le point J est à gauche de l'observateur Le point J est à droite de l'observateur 

j l 
• .J • 1, ~ 

( 

""---L_/_,l ~-J 57 ""---L---=--J~·-~ 7 
-► -► -►-

le repère (0, i, j, le) est direct 
-,. -,. -+ 

la base (i, j, le) est directe. 

-,. -,. -c-l, 

le repère (0, i , j, le) est indirect ; 
-► -► - ►-

la base ( i, j, le) est indirecte. 

Orienter l'espace, c'est d~stinguer ces deux types de repères ou de bases. 

Exemples H 

Soit ABCDEFGH un cube d'arête 1. 
--+ -► -► 

• (A,AB,AD,AE) est un repère orthonormé direct de <& ; 

E ,c.__.;.._ __ ~ 

F 
--+ --+ --+ 

• (F, FE, FB, FG) est un repère orthonormé indirect de <& ; 
-+ -► ~► 

• (AB,AD,AE) est une base orthonormée directe de W; 
-+ -+ -+ 

• (DC,DA,DH) est une base orthonormée indirecte de "W. 
t .. /i/ ···:····· .. .... . C 

A B 

Re.tu~r.~es 
• Permuter deux vecteurs d'une base change son orientation ; 

-,. -,. -► -,. -► -+ 
ainsi, les bases ( i, j, le) et ( i, le, j) sont de sens contraires. 

• Permuter de façon circulaire les trois vecteurs d'une base ne change pas son orientation ; 
-,. -,. -c-l, -+ ➔ ➔ -► -► -+ 

ainsi, les bases. ( i, j , k), U, k, i) et ( k, i, j) sont de même sens. 

• Remplacer un vecteur d'une base par son opposé change son orientation ; 
-► -► -+ -+ -+-c-lc ainsi : - les bases (i, j, k) et (- i, j, le) sont de sens contraires ; 
-;.-+-c-lc -+ -+-►-

- les bases ( i, j, k) et (- i, - j, k) sont de même sens. 

~ffü~,:<r-..:.:-t'"'ii Orientation d'un plan de cg 
L'espace étant orienté, on peut définir une orientation de tout plan de <&. 
Soit (0>) un plan de i , de repère (0, t J\ et k un vecteur normal à (Q"J>). 

-,.-,. --~ On convient que (0, i,j) est un repère direct de (0>) si (0, i,j, k1 est un repè-
re direct de ~-

Un plan est orienté par le choix d'un de ses vecteurs normaux. 
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3.2. Produit vectoriel 

a Définition 
Soit Û et v deux vecteurs non nuls de 'W et A un point de ~ ­

On désigne par B et C les points tels que : AB = Ü et AC = v. 
---- ----• Nous avons vu en classe de première que l'angle BAC, donc cosBAC, est indépendant du choix du 

point A. ~ 
Nous avons pu ainsi définir le produit scalaire des vecteurs Ü et v par : 

➔➔ • 1 ➔ ➔ 1 u.v = 0, si 'un des vecteurs u ou v est nu ; 

ïl.v► = lliiïl llvll cosMC, si les vecteurs û et V sont non· nuls. • • 
Le produit scalaire de deux vecteurs est un nombre réel. 

• Nous allons définir une nouvelle opération qui, cette fois, à deux vecteurs de W associe un vecteur de 
W ; on a ainsi une loi de composition interne dans W. 

-+ 
Soit Û et v deux vecteurs de l'espace oriénté W, A, B et C des points de cg tels que: AB= Û et 

-+ ➔ 
AC=v. 

On appelle produit vectoriel de il par vle vecteur, noté Û /\ v: ainsi défini : 

1 ➔ ➔ t 1· ' · ➔ - ➔ • orsque u et v son co mearres, u /\ v = 0 ; 

• lorsque Û et v ne so~t pas colinéaires, 

le vecteur û Av est orthogonal à Û et v (direction); 
➔➔ ➔ ➔ • 

(u, v, u /\ v) est une base directe de W 

Il û /\ vil = IIÜJI llvll sinBAC 

Û /\ v se lit « Û vectoriel v► ». 

Remarques 

(sens) ; 

(norme). 
A 

• Comme pour le produit scalaire, cette définition ne dépend pas du choix de A. 
➔ ➔➔-➔- -► ➔ ➔-• Pour tout vecteur u, on a : u /\ u = 0, u A O = 0 et O A u = O. 

➔ 

ll /\ V 

C 

• Si Û et ï! sont deux vecteurs unitaires et orthogonaux, alors {Ü, v, Û Av►) est une base orthon ormée direc­
te de 'W. 

Exemples 
-►➔-~ 

• Soit (0, i , j, k) u ne base orthonormée directe de W . 

On a: -➔- -►➔ ➔➔ ➔ -► 
i /\ j = k , j /\ k = i , k /\ i = j ; 
-+ -+ -> ~ --,. ~ ---+ ~ ~ 

j /\ i = - k, k /\ j = - i, i /\ k = - j. 

- -► -• ABCDEFGH est un cube d'arête a tel que (AB,AD,AE) soit 
une base orthogonale directe de W. 

- - ----+ -+ Déterminer AB A AD et AH A BF. 
----+ -+ -+ 

- Le vecteur AB /\ AD est colinéaire à AE et de même sens ; 
-+ -+ -+ -+ ---- -+ 

de plus : IIAB A ADII = IIABII IIADII sinBAD = a2 et IIAEII = ai 
-► -+ -► 

donc : AB A AD= a AE. E 

-+ -+ - -- On a : AH A BF = AH A AE. 
-+ - ----+ Le vecteur AH A AE est colinéaire à AB et de m ême sens ; 

:o 
C 

-+ -+ -+ -+ ---- r- 1 
d e plus : IIAH A AEII = l!AH II IIAEII sinHAE = a J2 x a x -= = a 2 

; 

-+ - -+ Jz 
don c : AH A BF = a AB. 

A 
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~~~ Propriétés du produit vectoriel 

P ➔ ➔d "'.- ----1- ➔ ➔ • 1 t . ➔ ➔ 1· , . our tous vecteurs u et u • e " , on a : u " v = 0 s1 et seu emen s1 u et v sont co 1neaires. 

Cette propriété découle de la définition du produit vectoriel. 

Pour tous vecteurs Û, v et w de "W, pour tout nombre réel k, on a : 

(1) v" û = - (û" °t) (2) (k Û) /\ v = it " (k v) = k (ii " v) 
➔ ➔➔ ➔ - ➔➔ )➔➔ -► ➔➔ ➔ ➔ 

(3) u " (v + w) = u " v + u" w (4 (u + v) "w = u" w + v " w. 

D émonstration ( 

• ----1- ➔ • , . ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ ➔ -► ➔) 
(1) S1 u et v sont cohneanes, on a: u" v = 0 et v" u = 0 ; donc : v" u = - (u" v . 

Si it et v ne sont pas colinéaires, les vecteurs ï1" v et v" ï1 ont même direction et même norme ; la 

règle du bonhomme d'Ampère permet de dire qu'ils sont de sens contraires. 
➔ ➔ ➔ -► 

Donc : v " u = - (u " v ). 

(2) (3) et (4) Une démonstration de ces propriétés est proposée en fin de chapitre (cf. exercice n°44). 

Exemples 
• Dans le cube ABCDEFGH d'arête a, on a: 
-+ -+ -► -+ -+ -+ -+ -+ 
AH" AE = (AD +AE) "AE =AD" AE = aAB; 

E 

-+ -+ -► -+ - -+ --+ 
AH" BD = (AD +AE) "(AD - AB) 

· -+-+ -► -+-+-+ -+ -+ =m"m·-m/\~+MAm-M"~ C 

➔ -+ -► -+ 
= O + aAE - aAB - aAD 

-+ -► -+ -+ 
= a(AE-AB -AD)= aCE. 

· ➔ ➔d d · (➔ ➔) (➔ -►) f · d ➔ ➔ • Soit u et v eux vecteurs e "!V. Exprimer u - v " u + v en onct10n eu" v. 
-► ➔ ➔➔ ➔ -►➔➔➔ -►➔➔ 

On a : (u - v ) " (u + v ) = u" u + u A v - v" u - v" v 

= zû /\ V. 

Expression analytique du produit vectoriel 
Soit (tJkJ une base orthonormée directe de "W et les vecteurs ït(i), v{i:). 
Les propriétés précédentes permettent d'écrire: ï1 " v =(xi+ yj+ z k)" (x'i+ Y1+ z'k) 

( ' ')-:+ ( ' 17 ( ' ')-k = yz - zy J z + zx - xz IJ + xy - yx J • 

on· en déduit la propriété suivante. 

Soit et;; k) une base orthonormée .directe de w et les vecteurs ït(i), vŒ:). 
Les coordonnées du vecteur it" v dans la base et J; k) sont: (yz' - zy' ;· zx' -xz' xy' - yx'). 

,R~~L9.Y..~ 
La notation à l 'aide des déterminants permet une mémorisation plus facile des résultats : 

ï1 /\va pour coordonnées ( lt ri ; I! ~:1 ; 1~ ;:I ). 
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Exemples 
--+( 2) -►(~ 2) • Soit les vecteurs u -/ et v _ \ . 

-► -► , - 1 1 1-3 2 - 2 , , . 
1 1 1 1 

. 

u /\ v a pour coordonnees ( l 1 _ 3 1 ; 2 _ 2 ; _ 1 1 ) ; c est-a-drre : (2 ; 4 ; 0). 

• Soit les points A(-:1 ), B(Ï) et c(1). On a: AB(D et AC(Ü· 
Le, vecteur AB A AC a pour coordonnées ( 1; i 1 -ri i ! 1 ; 11 ; 1) ; c'est-à-dire : (- 4 ; 8 ; - 4). 

-+ -+ ➔ 

On a : AB /\ AC ":f:. O ; donc les points A, B et C ne sont pas alignés. 

Pour démontrer que trois points A, B ~; C sont alignés, on peut démontrer qu/ ; AB A Aç: ~ Ô. 
~ - --

.= 3_.J,, Utilisations du produit vectoriel 
➔➔-

'(g est muni du repère orthonormé direct (O, i, j, k) . 
• 

1. Équation d'un plan déterminé par trois points 

Vérifier que les points Ac ~l ), B(_½ 
2

) etc(!) définissent un plan (QJ>), dont on déterminera une équation. 

Solution 

• On a: AB(_6
4

) et AC(Ü· e 

Le vecteur AB A AC a pour coordonnées (, _
0
4 Î 1 1-z4 ~ 1 1 ~ i 1) ; c'est-à-dire : (4 ; - 10 ; 2). 

-+ -+ 
Donc les points A, B et C ne sont pas alignés et définissent un plan dont AB /\ AC est un vecteur normal. 

• Soit Mun point de coordonnées (x; y; z). 
-+ ---+ ---+ 

On a : M E (QJ>) <==> AM.(AB A AC) = 0 

<==> 4(x + 1) - 10(y - 1) + 2(z - 2) = 0 

<==> 2x - 5y + z + 5 = O. 

2. Positions relatives de deux plans 

Soit (QJ>) le p!an d'équation x + 4y + 2z - 1 = o et (QJ>') le plan passant par le point Ac ~1) et de vecteur . 1 

normal ït(_ \)· • 
a) Démontrer que les plans (QJ>) et (QJ>') sont perpendiculaires. . 
b) Vérifier que A est un point de (QJ>) et déterminer une représentation paramétrique de la droite (L1), 
intersection de (QJ>) et (QJ>'). 

Solution 
1 

a) (QJ>) a pour vecteur normal rt(i). .... 
On a : ti.ti' = 0 ; donc les plans (QJ>) et (Ql>') sont perpendiculaires. 

b) On a : 1 x (- 1) + 4 x O + 2 x 1 - 1 = o ; donc : A appartient à (QJ>). 

L t -► --+, d , ( 14 1 1 12 - 31 11 21) , , d. ( ) e vec eur n /\ n a pour coor onnees 2 _ 3 ; 1 2 ; 4 1 ; c est-a- ue - 14 ; 7 ; - 7 . 

Or ri/\ n', vecteur orthogonal à ri et à ri', est un vecteur directeur de la droite (D-) . 
. '. { X = - 1 - 2À. 

Don·c, une représentation paramétrique de (D-) est : y = À. (À. E lR): 
z=l-À. 
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Pour étudier la position relative de deux plans (QJI) et (01'), on peut déterminer deux vecteurs 

net n' respectivement normaux à (01) et à (QI>'). _ 

• Si le produit vectoriel n /\ n' est égal au vecteur nul, alors (QP) et (QJ>') sont parallèles. 

• Si le produit vectoriel n /\n'est différent du vecteur nul, alors (01) et (QJ>') sont sécants sui- . 

vant une droite dont n An' est un vecteur directeur. , 

De plus, lorsque le produit scalaire n.n' est nul, (QI>) et (W>') sont perpendiculaires. 

ri--=:=; 3. Distance d'un point à une droite, à un plan 

1. Soit (2b) une droite de repère (A, it), Mun point de '€ et H son projeté orthogonal sur (2D). 
-+ --+ 

Démontrer que : MH = Il MA /\ u Il . 
llitll 

Application ( o ). (1) · ( 1 ) 
Soit les points A _ 3

1 
, B Ô et M -,l . Calculer la distance de M à la droite (AB). 

2. Soit (QJ>) un plan de repère (A, it, v'l, Mun point de °& et K son projeté orthogonal sur (QJ>). 

, IMÀ.cü /\ vJ 1 
Demontrer que : MK = ----- . 

liû /\ v il 
Application (- 2) , 
Soit le point C 5 . Calculer la distance de Mau plan (ABC). 

S olution 
-► --+ -► - --+ 

1. On a : MA A u = (MH + HA) A u -+. -► -+ ➔ -► --+ = MH /\ u + HA /\ u = MH A u. -+ --+ 
Or, MH et u sont des vecteurs orthogonaux ; -+ --+ --+ 
donc : IIMH /\ u Il = MH x Il u 11-

-+ --+ 
IIMA /\ u Il 

On en déduit que : MH = --+ 

llull 
Application IIMÂ /\ AÊII 
La distance de M à la droite (AB) est: d = -+ 

IIABII 

A 

► 
li 

-+(1) -+ (- 1) Or, AB i et MA _\ ; 

-+ -+ (14 11 . donc MA /\ AB a pour coordonnées _ 2 1 

, . d v'62 /186 
1

- 2 1 \ 
- 11 \-1 i 1) ; c'est-à-dire : (6 ; - 1 ; - 5). 

On en dedmt que : = [3 = - 3- · 

-+ 
2. Les vecteurs MK et Û /\ v sont colinéaires; 
K est le projeté orthogonal de A sur (MK) ; 

donc: IMÀ.(û /\ v} 1 = IMK.(Û /\ v) 1 = MK x IIÜ /\ vll-
lMÂ.(ït /\ vJ 1 

On en déduit que : MK = ➔ ► 
ll u /\ v 11 

Application 

.On a: AB(D et Aè(=
1
i) ; 

donc : AB/\ Aè(-2
3) et les points A, B, C définissent un plan. 

· 1 1--+ -+ -+I · MA.(AB /\ AC) 
La distance de Mau plan (ABC) est: d' = -+ -+ . 

IIAB /\ ACII 
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M 

K 
Vf> 

➔ 
u 

-► ➔ 
U /\V 



- ( - 1) ---+ - ( 2 ) , 1- 2 - 12 - 21 16 8 c:: 0:-. ~fA 4 et AB /\ AC - 3 ; donc : d = ----== ==- = r:;-,: = 7 ✓14. 
· -2 1 , 4 +9+ 1 ✓14 

emarg~ 

Lorsque (<!P) est déterminé par son équation cartésienne ax + by + cz + d = 0, on peut remplacer dans le 

raisonnement précédent ti /\ il par n:(~, tous deux vecteurs n~rmaux à (<!P); 
1 a.r0 -r by0 + cz0 + d 1 

on retrouve la formule vue en classe de première : MK = 

' a 2 + bZ + c2 

4. Calculs d'aire et de volume 
Soit ABCD un tétraèdre et V son volume. -+ 

a) Démontrer que l'aire du triangle ABC est : .5i1. = ~ IIAB /\ AC Il-

•• 

l 1 -+ -+ -► 1 b) En déduire que : V = 6 (AB /\ AC).AD . 

Application ( 1 ) (3) ( 1 ) (1) 
Soit les points A rl , B ~ , C _21 et D g . Calculer le volume du tétraèdre ABCD. 

Solution 
a) On sait que l'aire du triangle ABC est : .5i1. = 1

2 Il AB 1111 AC Il sinBAC ; 
. 1 -+ -+ 
donc : .5i1. = 2 IIAB /\ AC Il, 

b) Soit H le projeté orthogonal de D sur le plan (ABC). 

On a : V = j OH x .s;<l(ABC) . 

. n _ 1 (AB/\ AC).AD 1 
Or. H- -► -+ 

IIAB /\ ACII 
. 1 1-+ -+ - 1 On en déduit que: V= 

6 
(AB/\ AC).AD . 

Application 

-+(2) -+( 0 ) -► (0) On a : AB ½ , AC _\ et AD Ô ; 

D 

A C 

B 

-+ -(- 4) 1 1 -+ - -+ 1 2 1 donc: AB/\ AC i et V= 
6 

(AB/\ AC).AD = 
6 

= 
3

. 

3.a 

3.b 

3.c 

3.d 

-► ----+ -► 
Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB,AD,AE) 
est une base directe de "W. 
Préciser si chacune des bases suivantes est 
directe ou indirecte. 

-+ -+ -a) (BC, BA, BF) - -+-+ b) (FG, FE, FB) 
-+ -+ -+ 

c) (CB,CD,CG) 
-► -----➔ -+ 

d) ( EF, EA, EH). 

--+ -->- -► 
Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB,AD,AE) 
est une base orthonormée directe de 0W. 
Déterminer les vecteurs : 

- -+ a) AB/\ AD 
-► --+ -► -+ 

b) BA A BC cJ GC /\ GF 
-+ -+ 

d) BE/\ HC 
-► --+ -► -+ 

e) AC" FH f) HG A BF. 

Démontrer que pour tous vecteurs û et ï! de "W, 
on a : llû /\ ïlii2 + 1 it.ï! l 2 .=;. llull2llïlll2• 

Soit C(Îk) une base orthonormée directe de ï,V. 
Calculer les èoordonnées du produit vectoriel 
Û A ïJ dans chacun des cas suivants. 

➔ (- 2) ➔(3) 
c) u _ \ et v ~-/ -► (1) ➔( 1 ) d) u ~ et v _\ . 

3.e L'espace est muni du repère orthonormé direct 
(0 ~ _. .,,..k) 

' i,J, . 
Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
équation du plan passant par le point A, de 
vecteurs directeurs Û et v. 
a) A(-:1), Û {_\) et t (g) 

· bJ A(-}), û (1) et v►( l). 
3.f L'espace est muni du repère orthonormé direct 

(o, 1: T k). (- 3) (- 2) ( 1 ) . 
Soit les points A ~ , B ~ et C -z1 . 
1. Calculer l'aire du triangle ABC. 
2. Calculer le vplume du tétraèdre OABC. 
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~ Ex erc 

B arycentres 

1 1. Soit ABCD un tétraèdre, A', B', C' et D' les 
centres de gravité respectifs des triangles BCD, CDA, 
DAB et ABC. 
Démontrer que les tétraèdres ABCD et A'B'C'D' ont 
même centre de gravité. 
2. Démontrer que deux tétraèdres ABCD et A'B'C'D' ont 
même centre de gravité si et seulement si : 

----+ ----+ ----+ ----+ ---+-

AA' + BB' + CC' + DD' = o. 

1 Soit ABC un triangle et M un point de [BC]. 
Démontrer que M est le barycentre des points pondérés 
(B, aire(CAM)) et (C, aire(BAM)). 

3 Soit ABCDE un pen­
tagone tel que ACDE est un 
trapèze rectangle et ABC un 
triangle isocèle rectangle. 
En utilisant les barycentres 
partiels, construire le bary­
centre des points pondérés 

C 
<- >---,--, D 

(A, 1), (B, 1), (C, 1), (D, 6) et----~ E 
(E, 3). 

4 Soit ABCDE une pyramide à base ABCD. 
Construire le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 1), 
(C, 1), {D, 1) et (E, 4). 

5 Soit ABC un triangle. 
-► 2 -► 

1. Construire le point G tel que : GB = 3 AC. 

2. Écrire G comme barycentre des points A, B et C. 
-► -► 

3. Pour tout point M, exprimer MG en fonction de MA, 
-► -MB et MC. 

6 Soit A et B deux points distincts. 
Démontrer que le segment [AB] est l'ensemble des bary­
centres des points A et B affectés de coefficients de 
même signe. 

7 Soit A, B, C trois points non alignés et a, p, y 
trois nombres réels tels que : a+ p + y-:t- O. 
On désigne par G le barycentre des points pondèrés 
(A, a), (B, Pl et (C, y). . 
1. Démontrer que si p + y= 0, alors G appartient à la 
droite parallèle.à (BC) passant par A. 
2. Soit a un nombre réel non nul. Démontrer-que ~ et 
y varient de telle sorte que si P + y= a, alors G décrit 
une droite parallèle à (BC). 

8 L'espace %. est muni du repère (0, T;Jk). 

On considère les po~µts A(_6J, B(J
4

) et c(6
1
). 

Déterminer les coordonnées du barycentre des points 
pondérés (A, - 2), (B, 1) et (C, 4). _ 
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9 Soit ABCD un quadrila.tère. 
I et J sont les points de [AB] tels que : 
AI= IJ = JB. 
K et L sont les points de [CD] tels que : 
CK = KL = LD. 
On désigne par M, N, 0 et P les milieux 
respectifs des segments [AD], [IL], [JK] 
et [BC]. 

A 

1 

J 

B 

D 

K 

C 

1. Écrire chacun des points I et J comme barycentre des 
points A et B. 
Écrire chacun des points K et L comme barycentre des 
points C et D. 
2. Démontrer que les points M, N , 0 et P sont alignés. 

10 Soit ABCD un quadrilatère. On désigne par G 
le barycentre des points pondérés (A, 1), (B, 2), 
(C, 1) et (D, 2). 

1. Construire les points K et L tels que : 
. --+ ----+ ---+ -+ ~ -► 

KA + 2KB = o et LC + 2LD = o. 
2. Dém~ntrer que Gest le milieu de [KL]. 
3. Construire G. 

11 Soit ABCD un tétraèdre. On désigne par : 
• I et J les milieux respectifs des segments [AD] et [BC] ; 

·, • K et L les points tels qu(} : 

Ai= .:!..A13 et a =7 ~âi . 
3 3 ' 

• G le barycentre des points pondérés (A, 2), (B-;- 1-),­
(C, 1) et (D, 2). 
1. Démontrer que les points I , Jet G sont alignés. 
Démontrer que les points K, L et G sont alignés. 
2. En déduire que les points I, J, K et L sont coplanaires. 

11 Soit ABC un triangle, G le barycentre des 
points pondérés (A, 1), (B, 2) et (C, 2). Les droites (BG) 
et (CG) coupent (AC) et (AB) respectivement en B' et C'. 
1. En utilisant les barycentres partiels, démontrer que : 

--+ ~ -+ -► ->- -4 

2GB + 3GB' = O et 2GC + 3GC' = o . 
2. En déduire que les droites (BC) et (B'C') sont parallèles. 

13 Soit ABC un triangle. On désigne par : 
• A' le barycentre des points pondérés (B, 2) et (C, - 3) ; 
• B ' le barycentre des points pondérés (C, - 3) et (A, 1). 
1. Démontrer que les droites (AA') et (BB') sont parallèles. 
2. Soit C' le barycentre des points pondérés (A, a) et 
(B, b). Pour quelles valeurs des nombres réels a et b les 
droites (AA') et (CC') sont-elles parallèles ? 

14~ Soit ABCD un tétraèdre, G et H les centres de 
gravité respectifs des -triangles ABC et ADC. 
Démontrer que les droites (GH) et (BD) sont parallèles. 

15• Soit ABC un triangle. 
1. Construire les points I, J et K tels que : 

--► 3--►--► 1 --► -► -+-
BI =5 BC, CJ = 2 AC e~ AK = ZAB. 

2. Démontrer que les droi_tes (AI), (BJ) et (CK) sont 
concourantes. 



16 Soit ABC un triangle. 
1. Construire le barycentre G des points pondérés 
(A, 3), (B, 4) et (C, 5). 
2.Les droites (AG), (BG) et (CG) coupent les droites 
(BC), (CA) et (AB) respectivement en i; J et K. 
Déterminer les nombres réels a, p et y tels que : 

-+ -+ ----+ ---+ ~ -+ 
1B = alC, JC = PJA et KA= yKB. 

17 Soit ABCD un quadrilatère. 
1. Construire les points E, F, I, J, K et L tels que : 

- 2- - 2- - 3-AE = 3 AC, BF = 3 BD, AI= 5 AB, 

- 4--+ - 3 - - 3-BJ= 7 BC, CK= 5 CD, AL= 4 AD. 

2. Démontrer que les droites (EF), (IK) et (JL) sont 
concourantes. 

18Soit ABCD un quadril~tère convexe. On 
désigne par E, F, G et H les centres de gravité respectifs 
des triangles BCD, CDA, DAB et ABC. 
Démontrer que les droites (AE), (BF), {CG) et {DH) sont 
concourantes. 

19 Soit ABCD un tétraèdre. On désigne par : 
• I, J, K, L, :i-.et N les milieux respectifs des arêtes [AB], 
[BC], [CD], [DA], [AC] et [BD] ; 
• G1 , G2, G3 et G4 les centres de gravité respectifs des 
triangles BCD, CDA, ABD et ABC. _ 
En utilisant les barycentres partiels, démontrer que les 
sept droites (AG

1
), (BG

2
), (CG

3
), (DG

4
), (IK), (JL) et (MN) 

sont concourantes. 

ignes. de niveau 
tt · 

iOSoit ABCD un carré. 
1. Écrirè A comme barycentre des points B, C et D. 
2. Déterminer l'ensemble des points M du plan tels que : 

----+ -► --+ -+ --> 
ME.MC + MC.MD - MC2 = O. 

, 
i1 Soit ABCD un carré. 

1. Construire le · barycentre G des points pondérés 
(A, 2), (B, - 1) et (C, 1). 
2. Déterminer et construire l'ensemble des points M du 

-+ ----+ ~ ----+ 
plan tels que : 112 MA - MB + MCII = IIABII. 

~ . . 

iiSoit ABC un triangle. 
1. Construire le barycentre G des points pondérés 
(A, 1), (B, - 1) et (C, 1). 
2. Soit (r) l'ensemble des points M du plan tels que : 

-+ -► -+ -+ ----+ ---+ 
IIMA - MB + MCII = IIMA - 2MB + MCII. 

a) Vérifier que B appartient à (ï). 
b) Déterminer et construire (r). 

t .... 
i3Soit ABC un triangle tel que: AB= 7, BC = 4 

et AC = 5. On désigne par Ile milieu du segment [BC]. 
1. En utilisant le théorème de la médiane, calcuJer AL 
2. Déterminer et construire l'ensemble (E) des points M 
du plan tels que : 2MA2 - MB2 - MC2 = 58. 
(On pourra développer 2MA2 --: MB2 - MC2 par rapport 
à I). 
3. On désigne par D le barycentre des points pondérés 
(A, - 1), (B, 1) et (C, 1). 
a) Quelle est la nature du quadrilatère ABDC ? 

b} Déterminer et construire l'ensemble (r) des points M 
du plan tels que: MA2 - MB2 - MC2 = 25. 

U Soit A et B deux point~incts d'un cercle 

- - -21t ('t) de ce:i::re O tels que: Mes (OA,OB) = 3 . 
Les tEn~ à (~) en A et B se coupent en C. 
Démom.re c;- ' 0 le triangle ABC est équilatéral. 

i5So:ï:: _'\_ et B deux points distincts, (A) et (A') 
deux droites de-œàelll'S directeurs respectifs 'il et V: 
Déterminer l'en.c:er::b1e des points M du plan tels que : -- --- . 

--+ ="' - -::>-, C;I.:\ .. u J = (MB, V)· 

26Soit ABC nn triangle isocèle én A, t~) une 
droite variable ~t ~ _\ et C' l'image de C par la 
symétrie orthogorutle ù-~ ~). 
1. Déterminer le lien de C lo::suue (~) varie. 
2. Soit M le point d ' ioh+;sat:i~ s'il existe, ~ es droites 
(BC') et (.11). 
Déterminer le lieu de ~{ :.orsqne (~) varie. 

17 Soit A et B dBUX fXillÜS distincts d'un cercle (~ ). 
À tout point M de (<€), disti:::ict de A et B, on associe le 
point P de la demi-droite opposée à [MA) tel que : 

~ = ~ffi. 
Déterminer le lieu de P lorsque M décrit le cercle (~ ) 
privé des points A et B. 

oduit vectoriel 

i8Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB,AD,AE) 
est une base directe de 'lV. 
Préciser si chacune des bases suivantes est directe ou 
indirecte. 

-+ -+ -► 
a) (EF,FG,GC) 

-+ -+ -► 

b) (FG, EA, CD) - - -c) (EH, FB, CD) -+-+ -► 
d) (AB, CG,HE). 

i9Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB,AD,AE) 
est une base orthonormée d irecte de "W. 

-Déterminer les vecteurs : - -a) AB A HD - -b) BC A EF - -c) EF A DC. 

30 Soit ABC un triangle équilatéral de côté a et 
de centre de gravité G. 
Calculer en fonction de a : 

-+ -+ _,.. -+ -+ --)-
li AB/\ AC II, 11GB /\ GC II et IIAG A BCll-

31 Soit ABC un triangle rectangle et isocèle tel 
que I est le milieu du segment [BC] et AB = AC = a. 
Calculer en fonction de a : 

--+ -► -+ -+ -+ - -+ -+ ----+ 
IIAB A AC II, IIAB A BCII, II IA A BCII et IIAB A AIi!. 

li Soit Û et ï! deux vecteurs non'colinéaire~ . 
On pose : Û /\ ï! = w. 
Càlculer en fonction de w : 
a) Û /\ (2Û + ï!) b) (3Û - ï!) /\ ï! 
c) (Û + 2Ïi) A (2Û - v) d) 5v► /\ (3Û + v). 

33 Soit (°C 'j; k) une base orj:honormée directe de 'W. 
Dans chacun des cas· suivants, d èn1ontrer que (Û, v, w) 
est un e base brthonorÏnée et préciser si elle est directe 
ou indirecte. -a:·~: . • 
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1 1 
~ [2 ..,2 

, w(_8J a) ➔ 
·1 ----> 1 u 
[2 ' V - [2 
0 0 

2 1 2 
3 3 -3 

b) --+ 1 ➔ 2 -► 2 u 
3 ' 

V -3• w 3 
2 2 1 
3 3 3 

34 Soit (t ,t k] une base orthonormée directe de 'W. 
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur w 
tel que (Ü, v, w] soit une base orthonormée directe de 'W. 

) _, 1 (..,. 8..,.. -+k] ➔ 1 ( ..,. ..,. --->k) 
Q U = g l + ij- 4 , V= g - 4t + 4J + 7 ' 

bJ û = 1 cr+ J\ rt = ~ (t -1+ "kJ. 
42 _,3 

35 L'espace est muni du repère orthonormé 

direct (0, t J: k). 
Dans chacun des cas suivants, vérifier que les points A, 
B et C définissent un plan dont on déterminera une 
équation. 

a) A(11). B(-~1). c(_½1) b) A(!). Bc~
3), c(j J. 

36 L'espace est muni du repère orthonormé 

d. (0 .......... ➔lé) rrect , z, J, . 
Dans chacun des cas suivants, déterminer un vecteur 
de la droite d'intersection des plans (0'>) et (0'>'). 

a) (0'>) : 2x + y - z = 0 et (0'>') = x - 3y + 2z + 4 = O. 

b) (0'>) : x - y + z - 5 = O et (0'>'). = x + y - z + 7 = O. 

37 Le théorème des sinus 
Soit A, B et C trois points non alignés de l'espace orien­
té<&. 

-► _____... -► -► ----+- ---+ 
1. Démontrer que : AB " AC = CA " CB = BC " BA. 

BC CA AB z. En déduire que : ___ = ___ = - -~ 
sinBAC sinCBA sinACB 

38 Soit A, B et C trois points non alignés de l 'es­
pace orienté'&. 
Déterminer l'ensemble des points M tels que: 

--+- --+ --+ ~ _,.. --+ -► _,,.. -> 
a) AB " AM = 0 b) AB " CM = 0 c) AM " BM = o . 

• 39 Soit A, B et C trois points non alignés de l'es-
pace orienté '&. On désigne par I le barycentre des 
points pondérés (A, 2), (B, -1) et par I le barycentre des 
points pondérés (B, 1), (C, 3). .. · 
Déterminer et construire l'ensemble des points M tels que : 

-► -+ -+ - ➔ 
(2MA - MB) " (MB + 3 MC) = O. 

40 L'espace est muni du repère orthonormé 
d. (0 --.. -.►➔lé) uect , t , J, . 
Démontrer que les vecteurs ïl, r! et Ïb sont cophmaires si 

.--+ ➔➔➔ 
et seulement s1 (u " v ).w = O. 

Application 
Dans chacun des cas suivants, dire si les points A, B, C 
et D sont coplanaires. 
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a) A(i), BŒ), cca:) et on) 
b) A(l). B(ü, c(JJ et 0(1) 
c) A(î). B(g), c(l) et oG)· 

41 L'espace est muni du repère orthonormé 
dir t (O .......... k) ec , t,J, . 

Soit les points Ac6:). B(D et c(11
). 

1 . Calculer l'aire du triangle ABC. 
Z. Dans le plan (ABC), soit I le milieu de [AC] et D 
l 'image de B par si' Préciser la nature du quadrilatère 
ABDC et calculer son aire. 

41 1. Soit A, B, C trois points non alignés de l'es­
pace orienté <& et M un point quelconque. 
a) Démontrer que le vecteur Û tel que : ' 

➔ - - - - -+-+ u = MA " MB + MB " MC + MC " MA 
est indépendant du poïnt M. 
b) Interpréter géométriquement llull-
z. Étudier le cas où A, B et C sont alignés. 

; 

43 Soit A, B, C trois points non alignés de l'espa­
ce orienté'& et Ile milieu de [BC]. 
Déterminer l 'ensemble des points M tels que : 

-+- ~ ----+ ----.:,.. 

MA " MB = MC " MA. 

44 Soit A et B deux points de l 'espace orienté ~ 
tels que : AB = 6. 
Déterminer l'ensemble des points M tels que : 

- -+ IIMA " MBII = 24. 

(On pourra utiliser l'interprétation géométrique de 
-+ -+ IIMAAMBjl,J 

RJ ~ ~ ;I•J i•J%1 •J Ff 1 #~ ~%i M#êfffll!I 
45 Soit ABCDEFGH .un pavé. 

Démontrer que la diagonale (AG) est sécante avec le 
plan (BDE) en un point I tel que : 
• I est le centre de gravité du triangle BDE ; 

- 1 -► • Al = 3 AG. 

E H 

46 Soit ABC un triangle isocèle tel que : 
BC = 2, AC= AB = 3. 

On désigne par A: le milieu du segment [BC] et H l'or-
thocentre de ABC. ___ 

7 
1. Démontrer que : cos BAC = 9 . 
2. Soit B' le projeté orthogonal de B sur la droite (AC). 

B'A 
a) Calculer B'C . 



b} Déterminer deux nombres réels a et y tels que B' est 
le barycentre des points pondérés (A, a) et (C, y). 
3. En déduire trois nombres réels a, b et c tels que H est 
le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b) et (C, c). 

4 7 Soit ABC un triangle inscrit dans un cercle ('f6) 
de centre O. On désigne par : 
• A' le milieu de l'arc de corde 
[BC], ne contenant pas A, 
• B' le milieu de l'arc de corde 

1 [CA]. ne contenant pas B, 
• C' le milieu de l'arc de corde 
[AB]. ne contenant pas C. 
Démontrer que les droites (AA'), 
(BB') et (CC') sont concourantes. 

48 Soit ABC un triangle. 

C'~A ('«) B' 

'-.... 0 

B C 
A' 

P, Q et R sont des points distincts de A, B et C, appar­
tenant respectivement aux droites (BC), (CA) et (AB). 
1. Démontrer que les cercles circonscrits aux triangles 
CPQ, AQR et BRP passent par un même point I. 
2. Démontrer que A, B, Cet I sont cocycliques si et seu­
lement si P, Q et R sont alignés. 

• 
49 Soit ABCD un losange de centre O tel que : ' 

OB= 20A. 
1. Démontrer que le barycentre des points pondérés 
(B, 2), (C, - 1) et (D, 1) est le milieu du segment [AB.]. 
2. Soit k un nombre réel. 
a) Déterminer et cdnstruire l'ensemble (E

1
) des bary­

centres Gk des points pondérés (A, k), (B, 2), (C, k - 1) 
et (D, 1 - 2k) . 
b} Préciser la ·valeur de k pour laquelle Gk est un point 
de là droite (AC). 
3. Déterminer et construire : 
a} l'ensemble (E2) des points M du plan tels que les vec-

-► - -► - - ·-► teurs MA+ MC - 2MD et 2MB - MC+ MD sont coli-
néaires; 
b) l'ensemble (E3) des points M du plan tels que les vec-

-► --+ --+ - -► --+ 
teurs MA + J'y1C - 2MD et 2MB - MC + MD ont la même 
norme. 

• 50 Soit ABC un triangle équilatéral tel que : 
AB= a (a> 0). 

1. Déterminer et construire l'ensemble des points M du 
plan tels que: 2MA2 - MB2 - MC2 = a2• 

2. a) Construire le barycentre G des points pondérés 
(A, - 1), (B, 4) et (C, 1). 
b} Déterminer et construire l'ensemble des points M du 

. a2 
plan tels que : - MA2 + 4MB2 + MC2 = 2' 

51 Soit ABCD un tétraèdre. 
1. Construire les centres de gravité respectifs I, J et K 
des faces ABC, ACD et ADB. . 
2. Démontrer que les plans (BCD) et (IJK) sont parallèles. 
3. On désigne par : 
• G et H les centres de gravité respectifs des triangles 
BCD et IJK; · 
• 0 le centre de gravité de ABCD. 
Démontrer que les points A, H, 0 et G sont alignés. 

-► -Exprimer le vecteur GH en fonction du vecteur AO. 
4. Déterminer quatre nombres réels a, b, c et d tels que 
H est le barycentre des points pondérés (A, a), (B, b), 
(C, c) et (D, d). 

5!2 Le théorème de Pappus 
1. Soit A, B. C trois points alignés et A', B' , C' trois 
points alignés de l'espace orienté %. .../ 
Vérifier la relation : 

-----io- ->- --+ --+ -+ -+ - > 
B"A ,... BA' + C'B ,... CB' + A'C ,... AC' = O. 

2. En déduire le théorème de Pappus : 
C B 

{ 

A, B, C alignés 
i A', B'. c· alignés 

s (BC') // (ffC} 
(AC') 11 (AC) 

alors (AB') 11 (AB). 

53 Le théorème de Desargues '° 
Soit deux triangles ABC et _\"frc· du plan tels que les 
droites (AA'), (BB') et (CC) sont concourantes en un 
point O. 
On suppose que : 
• les droites (BC) et (B'C') sont sécantes en un point I , 
• les droites (CA) et (C'A') sont sécantes en un point J, 
• les droites (AB) et (A'B') sont sécantes en un point K. 

Démontrer que les points I, J et K sont alignés. 
(On pourra considérer O comme barycentre des points 
A et A', ,des points B et B', des points Cet C'.J 

54 Soit A, B , C trois points non alignés et a, p, y 
trois nombres réels tels que : 
• les points pondérés (A, a), (B, P), (C, y) admettent un 
barycentre G ; · 
• les points pondérés (A, - a), (B, Pl, (C, y) admettent un 
barycentre G1 ; 

• les points pondérés (A, a), (B, - Pl, (C, y) admettent un 
barycentre G2 ; • 

• les points pondérés (A, a), (B, Pl. (C, -y) admettent un 
barycentre G3• 

1 . Démontrer que les droites (AG
1
), (BG

2
) et (CG

3
) 

concourent en G. · 
2. Démontrer que les droites (G2G3). (G

3
G

1
) et (G

1
G

2
) 

passent respectivement par A, B et C. 

55 ïl et v sont deux vecteurs non nuls de W , 0 un 
point quelconque de ~ , A et B les points tels que : 

-+ -► -► ➔ 
OA = u et OB = v. 

1. On désigne par (g>) le plan orthogonal à (OA) en 0, par 
B1 le projeté orthogonal de B sur (0>) et par B' l'image de 
B1 par la rotation r dans (0>) de centre O et d'angle~. 

[(<;J>} est orienté par le choix du vecteur normal ïl.J 
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a) Démontrer que : 

I l➔ ➔- ,, . ➔ ➔ -u A v = OA x OB1 et u /\ v = OA x OB. 
b) Soit k un nombre réel, C le point tel que OC = IŒ, 
C1 le projeté orthogonal de C sur (\JI>) et C' l'image de C: 
par la rotation r. __. __. 
Démontrer que : OC' = kOB. 
En déduire que : ï1 /\ [kv) = k(Û /\ v). 

2. Soit w un vecteur non nul de W, D et E les points tels 
-+- ~ -+ ----> -+ 

que OD = w et OE = v + w, D1 et E1 les projetés ortho-
gonaux respectifs de D et E sur (\JI>), D' et E' les images 
respectives de D1 et E1 par la rotation r. - - -Démontrer que : OE' = OB' + OD. 
E d ' d . -+ (➔ ~ -+ ➔ ➔ ➔ n. e urre que : u A v + WJ = u /\ v + u /\ w. 

56 Soit deux droites (gJ) et (2Ll') sécantes en O .. -\ 
et B deux points distincts de (2tl), Cet D deux points dis­
tincts de (2tl') avec A, B; C, D distincts de O. 
1. Démontrer que pour tout point M de %, on a : 

-+- --➔-- -J,-- ~ -+- . -+ -+-
MA A MB - MC /\ MD = MO A ( AB + DC). 

2 . Déterminer le lieu des points M de % tels que : 
----+ ----+ -➔- -+ 
MA A MB = MC A MD. 

57 Soit ABCDEFGH un cube tel que (AB.AD,AE) 
est une base orthonormée directe de 'W. 
On désigne par Ile milieu de [EF] et par J le centre du 
carré ADHE. __. __. __. 
1. Vérifier que : IG /\ IA = BJ. 
En déduire l'aire du triangle IGA. 
2. Calculer le volume du tétraèdre ABIG et en déduire 
la distance du point B_ au plan (IGA). 

58 Soit ABC un triangle et M un point de %. 
Dans chacun des cas suivants, déterminer le lieu des 

-► --,.. --,.. 
points M tels que AM A AB= AC : 
a) ABC n'est pas un triangle rectangle en A ; 
b) ABC est un triangle rectangle en A. 

59 Soit ABCD un quadrilatère convexe admettant 
un cercle inscrit de centre O. 

B 

A 

54 Calculs vectoriels 

L a) Démontrer que : 
sl{AOB) + .<A(COD) = .<A(BOC) + .sll(DOA). 

b) En déduire que : · 
--+ --+ -+ __... --+- ----+ ------>- ----}1,-

0 A A OB + oc /\ OD = OB A oc + OD /\ OA (1). 

Z. Ch désigne par I et J les milieux respectifs des dia­
$"'08Jes [AC] et [BD]. __. __. 
01 Démontrer, en utilisant (1), que les vecteurs 01 et OJ 
SŒlt colinéaires. 
à,. Conclure et énoncer la propriété ainsi démontrée. 

60 Distance entre deux droites 
Sœi (~) et (~') deux droites non coplanaires de repères 
.=_.:>ectifs (A , Û) et (A', Û1-

On 
_., -t, ---->, 

1.. pose :V =U /\ U. 
• ➔ ➔ - • ➔) d c, }!!stifier que (A, u, v ) et (A', u ', v sont es repères 

èe èemc plans (gJ>) et (\JI> '). 
b, Dé:mmtrer que (\JI>) et (\JI>') sont sécants suivant une 
o:oi:e (~).. qui œ upe perpendiculairement (2LJ) et (2Ll'). 

La d.--oÏte (.l) est appelée perpendiculaire commune à 
QJ et à 0.:,. 

Z. On désigne par H et H' les points d'intersection res­
pectifs de (~) avec (~) et (S,'). 

a) Démontrer que le produit scalaire MM'.CÛ A Û1 reste 
constant lorsque M décrit (qf,) et M' décrit (qf,'). 
b) En déduire que : 
• pour tous points M de (qf,) et M' de (qf,'), HH' s; MM' ; 

IM.(ÛA û11 
• HH' = - - - - - . 

llû/\ û'II 
HH', plus petite distance entre un point M de (qf,J et un 
point M' de (<JJ '}, est par définition la distance entre les 
droites (2LJ) et(®'). 

Application 

a) On donne les -points A(-:~ et A'(}J. 

➔-(- 2) ➔ (1) les vecteurs u § et u' i . 
Calculer la distance entre les droites de repères (A, Û ) 

et (A', Û1. 
b] Calculer la distance entre les diagonales (EG) et (CF) 
du cube ABCDEFGH d 'arête a. 

• 

' 
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N omb es complexes 

(( Ainsi, y a-t-il ou ?X' - ~ cmrée de - 1 ? 

Si oui, de quelle sorte d'ar.::::r:. 5, q;:1-l ? 
En quoi ce divertissemec."' -~ groiuit peut-il concerner les 
esprits pratiques ? » 

Cette réflexion de lan 5:awcn km allusion aux débats philoso­
phiques et aux trois siècles de rech-erche qui ont abouti ou forma­
lisme actuel des nombres complexes. 
Ces nombres, qve œrlains mathématiciens du XVJe siècle quali­
fiaient d'« impossibles » el cf« inutiles », ont ou;ourd'hui de nom­
breuses applications en aérodynamique, en mécanique des 
fluides, en théorie quantique et en électrotechnique. 

H = AoeJrot est une représentation complexe de l'onde électromagnétique. 

(A.a est l'amplitude et co la phase.) 

1. Étude algébrique . . . . . . . . . . . . . . . . . ... .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. . . . .. . . . . 56 

2. Étude trigonométrique . . . . . . . . . .. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 62 

3. Utilisations des nombres complexes . . . . .. . . .. . . . . . .. .. .. .. 68 

• 
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ir.z.,,,.,,J ~.t,;t~,, Notion de nombre complexe 

Définition et propriétés 
1. Soit l'équation (E) : x 2 + 4x + 5 = O. 
• Vérifier que : x2 + 4..l: + 5 = (x + 2)2 + 1. 
• En déduire que : (E) <=:> (x + 2)2 = - 1. 
• Cette équation a-t-elle une solution dans ~? Justifier la réponse. 
Supposons qu'il existe un nombre i tel que i2 = - 1 et conservons les règles de calcul utilisées dans ~­
• Démontrer alors que (E) admet deux solutions que l'on exprimera en fonction de i. 

2. Résoudre de même les équations: x 2 
- 6x + 13 = O et x.2 + 5 = O. 

On appelle nombre complexe tout nombre de la forme a+ ib, tel que a et b sont des nombres réels et 
j2 = -1. 

L'ensemble des nombres complexes est noté C. 

N otation et vocabulaire 

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib . . 

• L'écriture a+ ib est appelée forme algébrique de z. 

Le nombre réel a est appelé partie réelle de z et noté Re(z). 

Le nombre réel b est appelé partie imaginaire de z et noté Im(z). 

• Si b = 0, alors z =a; z est un nombre réel; tout nombre réel est un nombre complexe (IR.CC). 

• Si a= 0 et b :t: 0, alors z = ib; le nombrez est dit imaginaire pur. 

Nous admettons les propriétés suivantes. 

Soit z et z' deux nombres complexes. On a : 
• z = z' si et seulement si Re(z) = Re(z') et Im(z) = Im(z') ; 
• z = 0 si et seulement si Re(z) = 0 et Im(z) = O. 

0 est appelé nombre complexe nul. 

Représentation géométrique d'un nombre complexe 
Le plan <lJ' est muni du repère orthonormé direct (0, e:_, e;). 
• L'application qui à tout nombre complexe a + ib associe le point M(b) 
est une bijection de C vers <lJ'. 

Mœ) est appelé point image du nombre complexe a + ib ; 

a+ ib est appelé affixe du point M(b)· 
• L'application qui à tout nombre complexe a+ ib associe le vecteur ,1(b) 
est une bijection de C vers l 'ensemble des vecteurs du plan. 

it(b) est appelé vecteur image du nombre complexe a+ ib; 

a+ ib est appelé affixe du vecteur it(b ). 

b 

J 

0 ~ 

• Le plan muni du repère orthonormé direct (0, e:_, e;) est appelé plan complexe. 
Un point M d'affixe z de ce plan est souvent noté M(z). · · 

a 

• Les droites de repères (0, e;.J et (0, ~) sont respectivement appelées axe réel et axe imaginaire. 
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Exemples 
• 0, I et J sont les points d 'affixes respectives 0, 1 et i. 
• Ô, e: et e; sont les vecteurs d'affixes respectives 0, 1 et i. 

1.2. Opérations dans C 

Addition et multiplication dans C ) 
En appliquant les règles de calcul utilisées dans ~ et la convention i2 = - 1, on définit l'addition et la 
multiplication dans C. • 

Soit z et z' deux nombres complexes tels que: z =a+ ib et z' =a'+ ib' . 
• La somme de z et z' est le nombre complexe: z + z ' =(a+ a')+ i(b + b1, 
• Le produit de z et z' est le nombre complexe : zz' = (aa' - bb') + i(ab' + a'b). 

Exemples 
• (4 - 5i) + (3 + 2i) = 7 - 3i • 3(4 - 5i} = 12 - 15i • 2i(4 - 5i ) = 10 + 8i 
• (4 - 5i)(3 + 2i) = 22 - 7i • (2 + 5i)2 = - 21 + 20i • (- 1 + 3i)3 = 26 - 18i . 

L'addition et la multiplication ont les propriétés suivantes. 

(1) (C, +) est un groupe commutatif. 
(2) (C*, x) est un groupe commutatif. 
(3) La ~ultiplication est distributive par rapport à l'addition. 

On dit que (C, +, x] est un corps commutatif. 

Démonstration 
• On vérifie aisément que l'addition et la multiplication, lois de composition internes dans C, sont 

associatives et commutatives et que la multiplication est distributive par rapport à l 'addition. 

• 0 est l 'élément neutre pour l'addition dans C ; 1 est l 'élément neutre pour la multiplication dans C. 
• L'opposé de tout nombre complexe a + ib est le nombre complexe - a - ib. 

• L'inverse de tout nombre complexe non nul a + ib est le nombre complexe : 
1 a-ib a . b 

= - ---- = --- -1--- . 
a+ib (a+ib)(a-ib) a 2 +b2 a2 +b2 

R~mé!Lq~ 
• ~. +, x) est un corps commutatif. 
• I:expression de l'inverse du nombre complexe a+ ib n'est pas à retenir; on la retrouve facilement en 
remarquant que: (a+ ib)(a - ib] = a 2 + b2. 

• On convient que pour tout nombre complexe non nul z : z0 = 1. 

Exemple 
1 4 + 3i 4 

- - = = 
4-3i (4 - 3i)(4+3i) 25 

3. 
+ -1. 

25 

Soit z et z' deux nombres complexes. 
On a: zz' = 0 si et seulement si z = o ou z' =O. · 

La démonstration de cette propriété est laissée au soin du lecteur. 
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nce~; Soustraction et division dans C 
Les propriétés 1 et 2 précédentes conduisent aux définitions suivantes. 

r 
Soit z et z' deux nombres complexes. 
• La différence de z et r est le nombre complexe : z - z' = z + (:-·z'). 
• Si z' * 0, le quotient de z par z' est le nombre complexe : z, = z x -\. 

z z 
Exef!lples 

• ( 4 - 3 i) - (5 + 6i} = ( 4 - 3i) + (- 5 - 6i) = - 1 - 9i. 

5 + 6i ('" 6.) 1 (5 ·)( 4 3 ·) 2 39. 
• 4 -3i = ~+ 1 x 4-3i = + _fü 2s+2s 1 = __ 25+251. 

Produits remarquables 
Les propriétés suivantes, démontrées dans IR, restent valables dans C. 

Pour tous nombres complexes z et z', pour tout entier naturel n non nul, on a : 
• (z + z'J2 = z2 + 2zz' + z'2 • (z - z')2 = z2 - 2zz' + z12 ; . 

n k . 
• (z + z')(z - z' ) = z 2 - z12 • (z + z')n = I Cn z 11- kz'k (formule du binôme de Newton). 

k=O . 
Exemples 

• (2 - 3i}2 = 4 - 12i - 9 = - 5 - 12i 

-► ➔ 

• (1 +. i)3 = 1 + 3i - i = - 2 + 2i. 

['],~u~'""'!::'"'J Affixes de u + u', 
~ -+ ' 
MM' et ku (k ~ !R:) 

Le tableau suivant donne les interprétations géométriques de certaines opérations dans C. 

- --- -+ -►, 
➔, -- - : u+u ---u -- , , , , 

Somme 
, , z---, + z---,, = z-, ➔, , 

u u u+ u 
➔ 

, 
-► e2 u 

0 ➔ e, 
M' 

Différence /// \ M ZM, -ZM = ZMM' 
➔ 

e2 , -- -- -. . -
0 ➔ 

e 1 

kit 
Produit ➔ kz-,= zk___, 

par un nombre réel 
u u ·u 

-► 
e2 

0 -► 
e1 

Affixe du barycentre de n points pondérés 

Soit A1, Az, ... , An, n points d'affixes respectives zA
1
, zAz' .•• , zAn et a 1, a2' ••. , a n, n nombres réels dont 

la somme est non nulle. - .~ 
- - - LakzAk 

L'affixe du barycentre G de (A1 , a 1), (Az, a 2), • • • , (An, an) est : zG = .:.:k=-'-
1=--n--

I ak 
. k=l 

Cette propriété est déduite de la définition du barycentre et des propriétés des affixes. de vecteurs. 
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Exemples 
z + z 

• L'affixe du milieu d'un segment [AB] est: A 
2 

8 
• 

. ZA + Za + Zc 
• L'affixe du centre de gravité d'un triangle ABC est : 

3 

-=t~,,3,!J Conjugué et module d'un nombre complexe 

lfiliifilt'JSll:.r.:;;a Coniugué d'un nombre complexe 

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. 
On appelle conjugué de z le nombre complexe, noté z, tel que : z = a - ib. 

Interprétation géométrique 
Les points M et M' d'affixes respectives z et z sont symétriques 
par rapport à l'axe réel. 

Exemples 
1+i=1-i 3 - 2i = 3 + 2i -2 + i=-2 - i. 

Les propriétés suivantes se déduisent de la définition. 

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. On a : 
- "' • z= z ; • zz= a2 + b2 ; 

• z + z = 2Re(z) ; • z-z= 2i Im(z) 

b ---------------- M 

0 

, 
-b --- ---- ------ --- M' 

• z est réel si et seulement si z = z • z est imaginaire pur si et seulement si z = - z et z =t= O. 

Exemples 

• - 3 + 2i = - 3 - 2i = - 3 + 2i • (- 3 + 2i) (- 3 + 2i) = 9 - (- 4) = 13 
• (- 3 + 2i) + (- 3 + 2i) = - 6 • (- 3 + 2i) - (- 3 + 2i) = 4i. 

Pour tous nombres complexes z et z', pour tout entier relatif n, on a: 
(1) z + z' = z + z' ; (2) - z = - z ; (3) ZZ' = ZX z' 

Démonstration 

Posons : z =a+ ib et z' = a'+ ib'. 

(1) et (2) Ces propriétés se déduisent immédiatement de la définition. 

(3) On a : zz' = (aa' - bb1 + i(ab' + a'b) et z x z' = (a - ib)(a' - ib') = (aa' - bb') - i(ab' + a'b) ; 
donc: -, - - , zz =zxz . 

(4) Si z =t= 0, on a : 

(5) Si z' -:t:- 0, on a : 

(6) Si z:;:. 0, on démontre par récurrence que pour tout entier naturel n, on a : zn = (zJn. 

- (1) 1 1 -Pour n < o, on a: - n > o; donc : zn = z-n = z-n = (z)-n = (z)ll. 

Nombres complexes 59 



cmm~ Module d'un nombre complexe 
Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. 
On a : zz = a 2 + b2 ; donc zz est un nombre réel positif. 

Soit z un nombre complexe tel que : z = a + ib. 
On appelle module de z le nombre réel positif, noté I z 1 ! tel que : 1 z 1 = Jii" = J a 2 + b2 • 

Interprétation géométrique 

• Si z est l'affixe d 'un point M, on a : 1 z 1 = OM. 

• Si z est l'affixe d 'un vecteur ïl, on a : 1 z 1 = llïlll-
• Si z A et zB sont les affixes respectives de deux points A et B, 

on a : 1 zB - zB 1 = AB. 

Exemples 

• l 3 - 4i 1 = Jg + 16 = 5 •l-1...+ /3 1 = ~ =1 2 2 V-4+ 4 

A(zA) 
---+ 
~ 

0 e; 

B(z8) 

M(z ) 

• Si b = o, on a: 1 z 1 = 1 a 1 = {c;2; la notation utilisée est cohérente avec celle de-la valeur absolue d'un 
nombre réel. 
• Pour tout nombre complexe z, on a : 
• Soit z un nombre complexe, on a : l

zl= 1- zl= lzl = 1-zl. 
z = 1 si et seulement si z = .!:.... (z * 0) ; z 

1 z 1 = 1 si et seulement si z = O. 

Pour tous nombrés complexes z et z ', pour tout entier relatif n, on a : 

(1) 1 zz' 1 = 1 z I x I z ' 1 ; (2) : 1 = rzT (z :t 0) 

(3) lznl=lzln (z:tO) (4) _!_I = lzl (z':tO) 
z' Tz'l 

(5) 1 z + z' 1 s I z 1 + 1 z' 1 (inégalité triangulaire). 

D émonstration 
Posons : z = a+ ib et z' = a'+ ib'. 

(1) On a: zz' = (aa' - bb1 + i(ab' + a'b). 

Donc : 1 zz' 1 = J(aa' - bb12 + i(ab' + a 'b)Z = J(a2 + b2)(a'2 + b'2) = 1 z I x I z' 1. 

. 1 a . b 11 1 a
2 

+ b
2 

1 1 (2) S1 z * 0, on a : - = - 1 - - ; donc : - = - - - = ~ -- = r=-rz • 
z a2 +bz a2+ b2 z (aZ+b2)2 Ja2 +b2 IZI 

(3) Si z :t' 0, pour n > 0 la propriété (1) et un raisonnement par récurrence permet de démontrer le 

résultat. 

Pour n < 0, on a: - n > 0; donc: lzn l= l;nl = lz=nl = lzl-n = lzln. 

(4) Siz'-::/:-0, ona :l:,l=lz x ;,l=lzlxl ;,l=lzlxl~'I = 
1

1; }, . 
(5) L'inégalité triangulaire est déduite de l' interprétation géométrique de z + z'. 

Exemples 

• I - [3 + i)(l + i)2 1 = 1- [3 + i IX l 1 + il 2 = 2(✓2)2 = 4 ; . 

(- J3 + i)3 1- /3 + il 3 23 

• (1 + i) 2 = li +il 2 = ()2)2 = 4 
. 
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1.4. Travaux dirigés 
On se propose de résoudre sur des exemples des équations du troisième degré du type x 3 + px + q = 0, 
où p et q sont des _nombres réels. 
1. Soit l'équation (E1) : x3 - 6x- 6 = O. 
a) Vérifier graphiquement que cette équation admet une unique solution réelle, dont on précisera un 
encadrement à 10-1 près. 
b) Démontrer que si u et v sont deux nombres tels que u3 + v3 = 6 et uv = 2, alors u + v est solution de (E1). 

c) Démontrer que u3 et v~ sont solutions de l'équation : X2 - 6X + 8 = O. 
Résoudre cette équation et en déduire la solution réelle de l'équation (E1). 

Cette méthode de résolution est appelée « méthode de Cardan • -
2. Soit l'équation (E2) : x3 - 15x - 4 = O. 
a) Vérifier graphiquement que cette équation admet trois solutions réelles. • 
b) Démontrer que si u et v sont deux nombres tels que u3 + v3 = 4 et u v = 5, alors u + v est solution de (E2). 

c) Démontrer que u3 et v3 sont solutions de l'équation : X2 
- 4X + 125 = O. 

Cette équation a-t-elle des solutions dans IR ? La résoudre dans C. 
d) Calculer (2 + i)3 et (2 - i)3. En déduire les solutions de l'équation (E2). 

Cette méthode, qui complète celle de Cardan en utilisant les nombres complexes, est due au mathéma­
ticien Bombelli (1572). 

; . : .. 

Solution 

1. a) Soit la fonction f: x ~ x 3 - 6x - 6 et(~) sa .courbe représentative t:':::. · ... . .... l .---- 1-----+----J 
dans le plan muni du repère (0, I, J). I' -·-+·- :! --+----

,-------,--=+----+----1-, 
L'étude de f et la courbe (~) permettent de vérifier que l'équation (E1) a 1 0 1---+--- t 1 

une unique solution réelle a; on obtient un encadrement à 10-1 près de t
1
. .. .. l 

a à l'aide d'une calculatrice: 2,8 <a< 2,9. 1-----+--+-i j 
b) On a : (u + v)3 - 6(u + v) - 6 = (u3 + v3) + 3uv(u + v) - 6(u + v) - 6 ·· 1 

= 6 + 6(u + v) - 6(u + v) - 6 = O. 
1 

-- l 
Donc, u + v est solution de (E1). : ~ :::. :=:.:·:t=::::==·1_:=~~:] 

~o~~. :~ ~: : 3 ::~/so~~tr;~: ~e
8
i'équation: X2 - 6X + 8 = o. - - - \ ___ j ··----1 

On obtient : u3 = 2 et v3 = 4. 
On en déduit que 3fz + 3f4 est la solution réelle de l'équation (EJ 

2. a) Soit la fonction g : x ~ x 3 - 15x - 4 et (<(6') sa courbe représentati­
ve dans le plan muni du repère (0, I, J). 
L'étude de g et la courbe ('<6') permettent de vérifier que l'équation (E2) 

a trois solutions réelles. 

b) On a : (u + v)3 - 15(u + v) - 4 = (u3 + v3 ) + 3uv(u + v) - 15(u + v) - 4 
= 4 + 15(u + v) - 15(u + v) - 4 = O. 

Donc, u + v est solution de (E2). 

c) On a : u3 + v3 = 4 et u3v3 = 125. 
Donc, u3 et v3 sont solutions de l'équation : X2 - 4X + 125 = O. 
tJ.' = - 121 ; donc cette équation n'a pas de solution dans IR. 
On a : X2 - 4X + 125 = 0 <=> (X - 2)2 + 121 = o 

<=> (X - 2 - 11i)(X - 2 + 11i) = 0 

<=> X=2+11i ou X=2-11i. 

d) On obtient: u3 = 2 + 11i et v3 = 2 -11i. · 
On a: (2 + i)3 = 2 + 11i et (2 - i)3 = 2 - 11i. 
On en déduit que 4 est une solution de l'équation (E2). 

Pour déterminer les deux autres solutions de cette équation, on 
remarque que : (E2) <=> (x - 4)(x2 + 4x + 1) = O. 

Les solutions de (E2) sont : 4, - 2 - [3 et - 2 + [3. 

.. j 

··· j -, _ L ... 1 .. J 
•--~~i--: .-_ t-1 · 

...... -,--.. , '"î ·-· T 

r 

..rr···-.. 
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• 

Remargue 
Plus généralement une solûtion réelle de l'équation x3 + px + q = 0, où p et q sont des nombres réels, 

est donnée par la form ule de Cardan : X= 1-!L+ Jq2 +.f!: 
2 4 27 

1.a 

l.b 

Écrire sous forme algébrique les nombres com­
plexes suh-ants. 
a) (1 + 3i) - (2 - Si) b) (1 - 2i)(2 + i) 

c) 2i( 1- - 1- i) 
, 2 , 2 

e) (2 - 3i)2 

d) (1 + i)(l - ·2i)(1 + 3i) 

11 ( ~ - { ïr 
Calculer et écrire sous forme algébrique les 
inverses des no11Ù>res complexes suivants. 
aJ- 4 + 3i b) Jz(- 1 + i) c)- [3 + i d] i. 

1 .C Écrire sous forme algébrique les nombres com­
plexes suivants. 
aJ 3 - 2i bJ 4 + 2i J i dJ 3 +_ 4i . 

1 + i 4 - 3i C 3 + 4i 1 

1 .d Placer dans le plan complexe les points A, B et 
C d'affixes respectives 3 + i, - 2 - i et - 1 + 4i. 

' . -+ -► 

1. Déterminer les affixes des vecteurs AB, ·AC, 
-----➔- -+- ---+ ----? 

AB +AC et ZAB - 3AC . 

l.e 

1 .f 

2. Calculer l'affixe du centre de gravité G du 
triangle ABC. , 
3. Calculer l 'affixe du point D tel que ABCD 
soit un parallélogramme. 

Soit les nombres complexes : 
z = 2 + i et z' = 1 - i. 

Écrire sous forme algébrique les nombres com­
plexes suivants. 

a] (2z + z1 b) (z + ;,) 

d) (z + z12
• 

Calculer le module des nombres complexes 
suivants. 

a) - [3 + i 
c) 2 + i_ 

- 1 + l 

b) ([z - ï.{z)(- 3 + 4i) 

d) 2(- [3 - i)4• 

Dans-cette leçon, le plan complexe est muni du repère orthonormé direct (0, ~' e;J. 

~ 2 ,.j.ct. Forme trigonométrique d'un nombre complexe 

□!:iG!lfi.~.~? Arguments d'un nombre complexe non nul 

Soit z un nombre complexe non nul et M son image dans le plan complexe. 

On appelle argument de z toute mesure de l'angle orienté ce;, ÔM): 

N otation 
Si ex et ex' sont deux arguments de z, on a : ex' = ex + k 2n (k E I). 
On note : arg(z) = ex+ k 2n (Tc E Z) ou arg(z) = ex [21t]. 
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lnterprétation géométrique _ 
• Si z est l 'affixe d'un vecteur ti, arg(z) est une mesure de l'angle -. , (- -) oriente e1, u . 
• Si zA et zB sont les affixes respectives de deux points A et B, -
arg(zB - zA) est une mesure de l'angle orienté (e;, AB). 
Exemples 
arg(i) = ~ [2n] 

arg(- 1) = n [2n] 

R ~maI_g4~ 

arg(l + i) = : [2n] ; 

arg(l) = 0 [21t]. 

0 ~ 

J( i) _____ .A(1 + i) 

1'(- 1) 0 e; 1(1) 
• 

• Le nombre complexe nul n 'a pas d'argument. Mi-z) M(z) 
• z est réel <=> z = 0 ou arg(z) = 0 [7t] ; 

z est imaginaire pur <=> arg(z) = ~ [n]. 
• Pour tout nombre complexe z non nul, on a : 

arg(z) =.,... arg(z) [2n] ; 
1 ' 
1 1 

1 ' 
• 1 ' 1 
t. , 1 

1 1 arg(- z) = n + arg{z) [2n] ; 
arg(- z) = n - arg(z) [2n]. 

Mi- z) M1(z) 

Forme trigonométrique d'un nombre complexe non nul 
Soit z un nombre complexe non nul tel que z = a + ib et M son image dans le plan complexe. 
Désignons par r le module de z et a un argument de z. 
On a: a= rcosa et b = rsina; donc: z = r(cosa + isina). 

Soit z un nombre complexe non nul de moduler et d'argument a. 
b --- - ---- - -- -- - --- M ,. 

On appelle forme trigonométrique de z l'écriture : z = r (cosa + i sina). a 

0 e; a 

Exemples 

• 1 + i = fz(cos: + i sin:) 

,,,. 
1 [3. 2n .. 2n • - 2 + 2 1 = cos3 + 1sm3 . 

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls. 
On a : z = z' si et seulement si I z 1 = 1 z' 1 et arg(z) = arg(z') [2n]. 

Cette propriété se déduit des définitions du module et d'un argument d'un nombre complexe. 

Remargues 

• Soit z un nombre complexe non nul. Les règles de passage entre forme algébrique et forme trigonomé­
trique de z sont résumées par le schéma suivant. 

forme algébrique 
z = a+ib 

r = Jaz + bZ cosa = .Q. et 
0

sî~a = 12._ r r 
forme trigonométrique 

z = r (cosa + i sina) 
r> O 

{t a = r cosa et b = r sina .M J ~:ic:=-=------...... ___ ~:-----11m1--m11 
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• Soit z = r ( casa. + i sina}, r E IR* et a E ~ ; 
- sir> 0, la forme trigonométrique de z est z = r ( cosa + i sina) et arg(z) = a. [2n] ; 
- si r < 0, la forme trigonométrique de z est z = - r [cos(a + n) + i sin(a. + n)] et arg(z) =a+ 1t [2n]. 

Arguments d'un produit et d'un quotient 

Pour tous nombres complexes non nuls z et z', pour tout entier relatif n, on a : 

(1) arg(zz1 = arg(z) + arg(z') [21t} ; (2) argG) = - arg(z) [2n} ; 

(3) arg(zl') = n arg(z) [21t} ; 

D émonstration 

(4) arg(;,) = arg(z) - arg(z') [21t]. 

Soit z et z ' deux nombres complexes non nuls de formes trigonométriques : z = r (cosa + i sina) et 
z' = r '(cosa' + isina'). 

(1) On a: zz' = rr'[(cosacosa' - sinasina') + i(sinacosa' + cosa.sina')] 

= rr'[(cos(a + a') + i sin(a + a')], avec rr' > O. 

On en déduit que a+ a' est un argument de zi'; c'est-à-dire : arg(zz') = arg(z) + arg(z') [Zn]. 

(2) On a:_!_=_!_ (casa- isina) =_!_[cos(- a)+ isin(- a)], avec_!_> O. 
z r r r 

On en déduit que : - a est un argument de ; .; c'est-à-dire : arg(;) = - arg(z) [Zn]. 

(3) Pour n z 0, la propriété (1) et un raisonnement par récurrence permet de démontrer le résultat. 
1 fl)-n Pour n < 0, on .a : - n > o ; donc : zn = z--n = \z . 

On en déduit que : arg(zn) = - n arg(;) [Zn] ; c'est-à-dire : arg(zn) = n arg(z) [Zn]. 

(4) L'égalité ~ = z x 1, et les propriétés (1), (2) permettent de démontrer le résultat. z z 

Remaiq_u~ 
Soit A, B et C trois points deux à deux distincts, d'affixes respectives zA' zB et zc. 

On a: arg( Zc-zA) =Mes{~) [2rc]. 
ZB-ZA 

~ 

Exemples 
Déterminer les arguments des nombres complexes z1 et z2 tels que : 

r;.. (- [3 + i)3 
Z1 = (- V 3 + i)(l + i)2 et Zz = ----. 

. (1 + i)2 

On a: arg(- [3 + i) = 5: [Zn:] et arg(l + i) = ~ [Zn] ; donc : 

• arg(z1) = 5: + (2 x : ) [Zn:] ; c'est-à-dire : arg(z,) =. - 2: [Zn] ; 

• arg(z2) = (3 x 5:) - (2 x ~) [Zn:] ; c'est-à-dire: arg(z2) = 0 [Zn]. 

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls, n un entier relatif. 

(1) zz' est le nombre complexe de module I z I x I z' 1 et dont un argument est arg(z) + arg(z'). 

(2) ..!.. est le nombre complexe de module b et dont un argument est - arg(z). 
Z IZI 

(3) z1' est le nombre complexe de module I z In et dont un argument est n arg (z}. 

(4) :, est le nombre complexe de module 
1
1;,1

1 
et dont un argument est arg(z) - arg(z1. 

Ces propriétés réunissent celles établies précédemment pour les modules et les arguments. 
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---.:==- Formule de Moivre 
Soit z le nombre complexe tel que : z = casa. + i sina . 
z a pour module 1 et argument a ; donc, pour tout entier relatif n, z" a pour module 1 et argument na.. 

On en déduit la propriété suivante appelée formule de Moivre. ,· 

Pour tout nombre réel a et pour tout entier relatif n, on a: (cosa + isina)" = cosna + isinna. 

Exemple 

( 
1 . 1 )1999 

Calculer /z + 1 [2 . 

On a : 1 . 1 n . . 1t d ( 1 . 1 )1999 1999n . . 1999n [2 + 1 [2 = cos4 + 1sm4 ; one: [2 + 1 [z = cos - 4- + 1s1D - 4- . 

Or: 19997t 1t [ ] d ( 1 . 1 )1999 ( 1t) .. ( ;r) 1 . 1 -
4
- = - 4 2n ; one : ,,, + 1 r;. = cos - 4 + 1 sm - 4 = ~ - 1- . 

v2 v2 ,2 , 2 

2.2. Notation exponentielle d'un nombre complexe 

~---~ 1 Définition et propriétés 
Considérons la fonction f de IR vers C définie par : f( a) = casa + i sin a. 
Pour tous nombres réels a et 13, on a : f(a + 13) = /(a) x / (13) et f'(cx) = if(a). 

• 

L'analogie de ces propriétés avec celles de la fonction exponentielle (cf. chapitre 12) conduit à la n ota­
tion su ivante. 

Notation · 
Pour tout nombre réel a., on pose : casa + i sincx = eia. 

On déduit de cette notation la définition suivante. 

Soit z un nombre complexe non nul de module r et d'argument a. 
On appelle forme exponentielle de z l'écriture z = reia. 

Exemples 
1 = eiO 

• 7t 
l -

i = e 2 

• 7t 

1 + i./3 = 2e
1

~ 

Sous forme exponentielle, les propriétés établies précédemment s'écrivent de la façon suivante. 

Soit z et z' deux nombres complexes non nuls tels que z = reia et z' = r'eia', n un entier relatif. On a: 

(1) zz' = rr'e i(a+a') (2) ..!.. = ..!..e- ia (3) zn = r1 eïna (4) ..!.. =...!.ei(a-o:'l 
z r z' r' · 

Exemples . n . n 
. )- 1 -1-

Soit z et z' deux nombres complexes tels que : z = 3e 4 et .f::;: 2 e 3 

3 - i~ 
On a : zz' = 2 e 12 

157t 

z5 = 243e 4 ; 

~- • .:::::::::1 Formules d1E uler 
Soit a un nombre réel. 
On a : casa + i sina = eicx ; donc : casa - i sina = e- ia. 
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On en déduit les propriétés suivantes, appelées formules d'Euler. 

eia + e-ia 
Pour tout nombre réel a. on a : ·cosa = 2 et 

eia_ e-ia 
sina = ----=...--

21 

Ces formules sont notamment utilisées en trigonométrie (cf 3.2.). 

2.3.- Racines n-ièmes d'un nombre complexe 

Définition et propriétés 

Soit Z un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n z 2). 
On appelle racine n-ième de Z tout nombre complexez tel que: zn = Z. 

Soit Z et z les nombres complexes tels que : Z = reia et z = pei8• 

Pour tout entier naturel n (n z 2), on a: zn = Z <=> pneine = reia 

<=> { p = nf 

Donc Z admet n racines n-ièmes: 
e = ~ [z;] 

,-- i a Ir i(a + 21t) {r i(a + 2/m) 
Z = n1re ïï z = nre ïï ïï z = nre ïï -,,:-o Y ' 1 " ' ... , k. ' ••. , 

1 nterprétation g~ométrique 
On désigne par M0, M1 , .•. , Mk , ... , Mn-l les images res­
pectives de ces solutions dans le plan complexe. 

On a : OM0 = OM1 = ... = OMk = ... = OMn-l = n[r. 
De plus, pour tout couple de points (Mk , Mk+1), on a : 

-+ -+ 2TC 
Mes(OMk ' 0Mk+1) = n [Zn]. 

Donc, les points Mk (le E {O, 1, ... , n-1}) sont les sommets 
d'un polygone régulier à n côtés inscrit dans le cercle de 
centre O et de rayon nf . 

On en déduit les propriétés suivantes. 

Soit reia un nombre complexe non nul et n un entier naturel (n 2 2). 
. r ï(g_ + Zb) 

• rem admet n racines n-ièmes telles que : zk = ~r e n n (k E {O, 1, . .. , n - 1}). 

• Les images de ces racin~s sont les sommets d'un polygone régulier à n côtés inscrit dans le cercle 
de centre O et de rayon nf r. · 

ERg.mar_qll~ 
• La somme des n racines n-ièm es d 'un nombre complexe non nul ept nulle. 

-2k1t 
• 1 admet n racines n-ièmes telles que : zk = e1-,,:- (le E (0, 1, ... , n - 1)). 

Exemples de calculs de racines n-ièmes 
1. Calculer les racines carrées de 1 - i/ 3. 

. 7t 

On a : 1 - i[3 = Ze-
1

~ Posons : z = pei8 ; donc : z 2 = p2e2i8• 
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{ 

p2 = 2 { p = j 
On a : z2 = 1 - i/3 ~ 7t ~ 7t • 

28 = - 3 [21t] 0 = - 6 [n] 

Donc, 1 - i / 3 admet deux racines carrées z 1 et z2 telles que : 
r:-.. - i~ [6 .Jz - i5lt [6 .[2 

z1 = ,12e 6 = z - 12 et z2 = , 2e 6 = - z + lz. 
2. Calculer les racines cubiques de 1. 
Posons : z = pei8 ; donc : z3 = p3e3i8_ 

Ona: z3 = 1 ~ { 

p3 = 1 

38 = 0 [21t] 

Donc, 1 admet trois racines cubiques z1 , z2 et z3 telles que : 
.2n r;:.

3 
.4Jt c.

3 - - •3 - 1 . ,J .l - 13 - 1 .~:i z1 -1, z2 -e - - 2 +12 et z3 -e -- 2 -12 . 
• Les images de z 1, z2 et z3 sont les sommets d'un triangle équilatéral. 
•Si on pose z2 = j, on a : z 3 = j2 = T et z1 + z2 + z3 = O. 

Donc : 1 + { + j2 ;:: ô." 

2.a 

2.b 

2.c 

Déterminer le module et un argument des 
nombres complexes suivants. 

a] _2i b} /3 + 3i c] Jr, + i[z d} - 5. 

Écrire sous forme trigonométrique les nombres 
complexes suivants. 

aJ (2 + 2i)(1 - i) b) - 1 + ~.[3 
1+1 

d) - 2i 
1 + i./3 e) (- 1 - i)4 

Soit Z1 = 1 + i et Z2 = 1 + i/ i . 

[2 
c) 1 + i 

a) Déterminer le module et un argument de z1 
et z2• 

b) Écrire sous forme algébrique et sous forme 
trigonométrique le produit z1z2 • 

c) En déduire les valeurs de cosi; et sini~. 

2.d 

2.e 

2.f 

2.g 

Déterminer le module et un argument des 
nombres complexes suivants. 
a) coscx - i sincx b) - sino: + i coscx 

c) 1 + i tano: d) coscx + ~ s~ncx _ 
casa. - 1 smcx 

Placer dans le plan complexe les points d'af­
fixes respectives : 

• X • 7t • n: . Jt • 1t 

e14 , /ze- 14, 1 + e16 et e- 13 + e13 

1. Écrire sous forme exponentielle les nombres 
complexes z = 1 - i /3 et z' := - 1 - i. 

2. En déduire le module et un argument des 
2 

nombres complexes: (zz12, z . 
Z' 

1. Résoudre dans C l'équation: 
z4 = 2(- 1 + ï[3). 

2. Écrire chacune des solutions sous forme algé­
brique. 
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U-tilisations des; 'n.orri6re:s corrtplexe~s 
__ ..:= ........ 

~~m~~ Racines carrées d'un nombre complexe 
On a vu dans la leçon précédente une méthode pour déterminer les mcines n-ièmes d'un nombre com­
plexe écrit sous forme trigonométrique. 
On peut cependant déterminer les racines carrées d'un nombre complexe écrit sous forme algébrique en 
utilisant les produits remarquables et les modules. Cette méthode est décrite dans l'exemple ci-après. 

Calculer les rocines carrées de 3 - 4i. 

Posons : z = x + iy (x E IR, y E IR) ; on a : z 2 = (x + iy)2 = (x2 
- y 2

) + 2Lt:y et I z2 I = x 2 + y 2
• 

Donc : z2 = 3 - 4i ~ { ~:-== ~; 3 ~ { ;: : ~ . 
x 2 +y2 =5 xy=- 2 

Le dernier système a deux solutions : (2 ; - 1) et (- 2 ; 1). 
Donc, z

1 
= 2 - i et z

2 
= - 2 + i sont les racines carrées de 3 - 4i. 

Équations du second degré 
Soit l'équation (E) : az2 + bz + c = 0, où a, b etc sont des nombres complexes (a :t:- 0). 

On a: az2 + bz + c = a[ (z + fa)~ - b
2 
;a;ac]; posons : A= b2 

- 4ac. 

• Si A= 0, alors (E) a une solution double: - fa. 
• Si A =t:- 0, alors A aq.met deux racines carrées dans IC: ô et - 8. 

On a : (E) ~ a[ ( z + fa - 2~)(z + fa + 2~)] = O. 

Donc, (E) a deux solutions distinctes : - i; 8 et - t; 0 . 

On en déduit la propriété suivante. 

Soit l'équation (E): az2 + bz + c = 0, où a, b etc sont des nombres complexes (a :t:- 0). 
On pose : A = b2 - 4ac et on désigne par 8 et - 8 les racines carrées dans IC de A. 

• Si A = 0, alors (E) a une solution double : - fa. 
• Si A =t:- 0, alors (E) a deux solutions distinctes : - ~; 8 et · - ~~ 8 . 

Exemples 
• Résoudre dans C l'équation (E1) : z2 + z + 1 = O. 

On a: A= - 3 = 3i2 = (ij3)2. 
. - 1 + i[3 

Les solutions de (E
1

) dans C sont: z1 = --- et z2 = 
-1 - i/3 

. 2 

• Résoudre dans C l'équation (E2) : iz2 - iz- 3 - i = O. 

On a : A = - 1 + 4i(3 + i) = - 5 + 12i. 

Déterminons les racines carrées du nombre complexe - 5 + 12i. 

. { x
2 

- y
2 = - 5 { x

2 = 4 
On a: (x + iy)2 = - 5 + 12i ~ xy = 6 <=> y2 = 9. 

x 2 + y2 = 13 xy = 6 

2 

Ce système a deux solutions : (2 ; 3) et (- 2 ; - 3). 
i + (2 + 3i) 

Donc, (E
2

) a deux solutions dans IC: z1 = --
2
-i-- et z2 = 

i - (2 + 3i) 

2i 
c'est-à-dire : z1 = 2 - i et z2 = - 1 + i. 
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Équations se ramenant au second degré 
1. Soit l'équation (E) : z3 + (4 - 5i)z2 + (8 - 20i)z - 40i = O. 
a) Démontrer que (E) admet une solution imaginaire pure. 
b) Résoudre (E) dans C. 

a) Posons : z1 = ib (b E IR.*). 
z1 est solution de (E) <=? (ib)3 + (4 - 5i)(ib)2 + (8 - 20i)ib - 40i = O (b E IR.*) 

<=? 4b(b - 5) + i(b3 - 5b2 - 8b + 40) = o (b E ::*) 
<=? b = 5. 

Donc, (E) admet une solution imaginaire pure : z
1 

= 5i. 

b) L'équation (E) peut s'écrire : (z - 5i)(z2 + az + b) = 0 (a E IC, b E C). 
Par identification de polynômes, on obtient: (z - 5i)(z2 + 4z + 8) = O. 

• Soit l'équation: z 2 + 4z + 8 = 0; on a:~= -16 = (4i)2. 
Donc, cette équation a deux solutions : z 2 = - 2 + 2i et z

3 
= - 2 - 2i. 

• On en déduit que les solutions de (E) dans C sont : z 1 = 5i, z
2 

= - 2 + 2i et Z:i = - 2 - 2i. 

2. Soit l'équation (E) : z4 - 5z3 + 6z2 - 5z + 1 = O. 1 
a) Démontrer que (E) est équivalente au système : { u = z + z · 

u2 
- 5u + 4 = O 

b) Résoudre (E) dans C. 

a) On a : (E) <=? z2(z2 - 5z + 6 - 2- + _!_) = 0 z z2 

<=? z2[(z + ;)2- s(z + ;) + 4)] = o. 
1 

Or, 0 n'est pas solution de (È) ; donc, (E) est équivalente au système : { u
2
= z + z · 

u - 5u + 4 = 0 

· b) L'équation u2 - 5u + 4 = 0 a pour solutions: 1 et 4. 

Donc : (E) <;::> z + _.!_ = 1 ou z + _.!_ = 4 
z z 

~ z2 
- z + 1 = 0 ou z2 

- 4z + 1 = O. 

1 + i/3 
On en déduit que les solutions de (E) dans C sont : z

1 
= ---- , z

2 
= ---

2 2 

1-i/3 

et z4 = 2 -/3. 

_,.3t2~ Trigonométrie et nombres complexes 

~~~~;;::J Expression de cosnx et sinnx en fonction de cosx et sinx (n E N) 

• 

La formule de Moivre permet de retrouver les deux formules de duplication établies en classe de pre­
mière et de généraliser ces résultats. 

• Ainsi : cos2x + i sin2x = (cosx + i sinx)2 = cos2x - sin2x + 2isinx cosx ; 
donc : cos2x = cos2x - sin2x et sin2x = 2sinx cosx. 

• De même: cos3x + isin3x = (cosx + i~inx)3 = cos3x- 3cosxsin2x + i(3sinxcos2x - sin3x); 
donc : cos3x = .cos3x - 3cosx sin2x et sin3x = 3sinx cos2x - sin3x ; 
c'est-à-dire : cos3x = 4cos3x - 3cosx et sin3x = 3sinx - 4sin3x . 

• Plus généralement et pour tout entier naturel n non nul, on a : 
n 

COSll.X + isinnx = (COSX + isinx)n = L, C~ coskx În-ksinn-kx. 
k=O , · 

On en déduit le point méthode suivant. 

Pour exprimer cosnx et sinnx (n E N) en,, fonctioni fè.:cosx et _situ:, on peut utiliser la for~ · 
mule de Moivre :. cosnx + i sinnx = (cosx + i sinx)n. ·· ·. ·,,: _ 
cosnx et sinnx sont a.lors respectivement les parties'i-éelle et imaginaire du développement 
de (cosx + isinx)n à l'aide de là formule du binôme de·!'J'ewton: 
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uac:::::i Linéarisation de cosnx et sinnx {n E N) 
Les formules d'Euler permettent de retrouver les deux formules de linéarisation établies en classe de pre­
mière et de généraliser ces résultats. 

•Ainsi: 

c'est-à-dire : 

donc: 

• De même: 

donc: 

coszx = (eir\ e-ir)2 
r:os2x = _!_ (ei2r + 2 + e-i2r) 

4 
? cos2x 1 

cos-x = -2- + 2 

et 

et 

et 

Plus généralement, on ·a le point méthode suivant. 

sin2x = (eic -;r ixy; 
sin2x = - ! (eiZx - 2 + c- i2r) ; 

. ") 1 cos2x s1n-x = 2 - -
2
-

Pour linéariser cosnx 
0
et· sinnx (n E Nt on peut utiliser le procédé suivant, .mettant ~njel1 les 

formules d'Euler eLdu binôme de Newton : 
, , . - . (eir+ e-ix)n . (eix - e-ix)n • developper et redmre çosnx = 

2 
_ . et smnx = Zi ; 

• regrouper deux à déux les te.rmes d!exposants opposés et exprimer chacun d 'eux en fonëtion 
de termes de la forme cos/ex: ou sinkx. 

fl~~~ Transformation de produit en somme et de somme en produit 

Pour tous nombres réels a et b, on a : 
1 • cosacosb = .2 [cos(a + b) + cos(a - b)] 

• sina cosb = ~ [sin(a + b) + sin(a - b)]. 

D émonstration 

• En appliquant les formules d'Euler, on a : 

• sinasinb = - ~ [cos(a + b) - cos(a - b)] 

(
eia+ e-ia) (eih+ 8-ib) 1 cosa cosb = 

2 
x 

2 
= 4 ( eila+bl + e- Ha+bl + eHa-bJ + e- i(a-b)) 

1 
= 2 [cos(a + b) + cos(a-b)]. 

• On démontre de façon analogue les deux autres propriétés. 

Pour tous nombres réels p et q, on a : 

• cosp + cosq = 2 cos p; q co~ p; q 
• sinp + sinq = 2 sin p; q cos p; q 
émonstration 

Soit p et q deux nombres réels. 

• cosp - cosq = - 2 sin p; q sin p; q ; 
• sinp - sinq = 2 cos p; q sin p; q. 

• On a: eiP + eiq = (cosp + cosq) + i (sinp + sinq) (1). 

En remarquant que p = P ; q + p ; q et q = p ; q ~ p ; q, on obtient : 

.p+q ( .p-q .p-q) ( ) eiP + eiq = e1
_ 2_ e1

_ 2_ + e- •-2- = 2 cos p ; q + i sin p; q cos p; q 
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eiP + eiq = ( Zcos P ; q cos P ; q) + i ( 2sin P ; q cos P; q) (2). 

En comparant (1) et (2), on déduit que : 

cosp + cosq = 2 cos p ; q cos p ; q et sinp + sinq = 2 sin p ; q cos p ; q. 

• En utilisant eiP - eiq = (cosp - cosq) + i (sinp - sinq), on démontre de façon analogue que : 

cosp - cosq = - 2 sin p ; q sin p ; q et sinp - sinq = 2 cos p ; q sin p ; q . 

Exemple 
Linéariser l'expression sin3xcos22x. 

= (ei3x _2ie- i3x){ei2x+2e- i2x)z 1 On a: sin3xcos22x ----'--- ---- = Bi (eilr - e- î3x)(ei4x + 2 +e-i4x) • 
_ 2_ (ei7x _ e- i7x) .l._ (ei3x _ e- i3x ) _ .l._ (au _ e- ix) 
- 4 2i + 2 2i 4 2i . 

Donc : sin3x cos22x 1 . 1 . 
3 

1 . = 4 sm7x + 2 sm x - 4 s1nx. 

-- 3~3~ Géométrie et nombres complexes 
Dans tout ce paragraphe, le plan complexe est muni du repère orthonorm é direct (0, ~, e;J. 
lll:)i.1•:t~!°l Transformations et nombres complexes 
Nous indiquons dans le tableau ci-dessous l'écriture complexe de certaines transformations du plan. 
Dans ce tableau, M(z) et M'(.z1 désignent un point et son image, ainsi que leurs affixes, par chacune de 
ces transformations. 

Transformation Image M' d'un point M Définition géométrique Écriture complexe 

---+ u 
Translation __::- M' ----+ ---+ ---+ M---- MM'= z' = z + a de vecteur Û(a) e2 u 

0 ---+ e, 

Symétrie ---+ M~ ----+ ----+ 

de centre Q(ro) 
e2 QM' =-QM z' - ro = - (z - ro) 
0 ---+ 

~M' e, 

, _, M 
Symétrie ---+ --

{ OM' =ÜM e2 , , , 

, , 

par rapport , - - - z' = z 0 -~ -+ ----+ ---+ ----+ 
à l'axe réel e,- ----- (e1, OM') = - (e1, OM) --.. -, M' 

M' -M 
Symétrie ' ' , , 

{ OM'=OM ' ' , , 
' , 

par rapport ' ---+ , --- -- z' =-z '-t) , 

--->- ~ A. ~ ---+ , , 

à l'axe imaginaire ' , (e1, OM') =7t- (e1, OM) 
0 -+ e, 

Homothétie ---+ Q~M' ----+ ----+ 
de centre Q(ro) e2 QM'=kQM z' - ro = k (z - ro) 
et de rapport k 0 ---+ e, 

Rotation Q◊M { 
QM'=QM 

de centre Q(ro) ---+ - z ' - ro = eia (z - ro) e2 ----+ ----+ et d 'angle a Mes(QM, QM') = a [21t] 
0 ---+ ~ M' e, 
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Exemples 
• 7t 

• La rotation de centre n(~) et d'angle - ; a pour écriture complexe : z' - 2i = e- 13 (z - 2i) ; 

c'est-à-dire : z' = ~ (1 - i /3)z - [3 + i. 

Le point A([3) a pour affixe 1 + i / 3 ; son image par cette rotation est le point A' d 'affixe 2 - [3 + i, 

c'est-à-dire le point A'(2 -;_ [3 ). 
• La transforI?-ation ~ d'~crit~e complexe z' = - ~ z T 3 - 6i est l'homothétie de rapport - ~ et de 
centre son umque pomt mvanant. 

1 L'affixe code ce point est telle que : co = - 2 co + 3 - 6i : c·est-à-dire : co = 2 - 4i. 

Configurations du plan et nombres complexes 
Dans le tableau ci-dessous, nous caractérisons certaines configurations géométriques à l'aide des 
nombres complexes . 

. . 

Configuration Caractérisation géométrique Caractérisation complexe 

A 
Z c -ZA Zc -iA c/>B A = eia = e- iu Triangle ABC AB = AC et mes A = a ou 

➔ ZB-ZA ZB-ZA 
isocèle en A e2 (0 <a< n) 

a -t:- kn (k E Z) 
0 ➔ 

' e, 

A 

Triangle ABC 
-~B 

Zc -ZA 
. 7t 

Zc - ZA .TI: 
A 1C 1- - 1-

➔ AB =AC et mesA= 3 = e 3 ou = e J équilatéral e2 ZB-ZA ZB-ZA 

0 ➔ eV' e, 

A 

Triangle ABC c~ A 1C Zc -ZA Zc -ZA 
=- i ➔ AB =AC et mes A = 2 =i ou 

rectangle e2 ZB-ZA ZB-ZA 

et isocèle en A 0 ➔ ~B e, 

Triangle ABC C~A A 1C Zc -ZA 
= bi (b E IR*) ➔ mesA = 2 rectangle en A e2 ZB-ZA 

0 ➔ ~B e, 

Ce..... 

~ -- z -z Points A, B, C - -➔ Mes (AB,AC) = 0 [n] C A E IR* 
alignés e 2 ZB-ZA 

0 ➔ 

B e, 

c~~ 
- -- - - -

0 oints A, B, C, D 
Mes (CA,CB) = Mes (DA,DB) [n] 

Zc -ZB z -z 
➔ - - D B E IR* 

cocycliques e2 
(Mes (CA,CB) ëJ O [nl) ' 

Zc-ZA Zo - ZA 

0 ➔ "" B e, D 
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D émonstration 
• Les caractérisations des triangles isocèle, équilatéral et rectangle isocèle se font à l'aide de la caràc­
térisation complexe d'une rotation. 
• Les caractérisations du triangle rectangle et des points alignés se font à l'aide des caractérisations 
complexes d 'un nombre réel et d'un nombre imaginaire pur. 
• La caractèrisation des points cocycliqu~ fait à l 'aide de la caractérisation complexe d 'un nombre 

. ----+ ----+ 
réel et des lignes de niveau M - Mes (MA,MB) . 

.-;r;. 1::--r"" ,A Lieux géométriques et nombres complexes 
1. Soit A le point d'affixe zA tel que : zA = 1 + i. 
Déterminer le lieu des points M dont l'affixe z vérifie: 
a) lz-zAI= 2. 
b) arg(z - zA) = ~ [n:] ; arg(z - zA) = - ; [2n:]. 

S olution 
aJ•Ona : lz-zAl=2 <=> AM=2. 
Le lieu de M est le cercle(~ ) de centre A et de rayon 2. 

- -
1t -+ ----+ n: 

b) • On a : arg(z - zA) = 6 [1t] <=> Mes( e
1

, AM)= 6 [n:]. 

Le lieu de M est la droite de repère (A, it), privée de A, ---+ -+ n:[] avec Mes ( e1 , u ) = 6 n: . 

n: -+ ----+ n: • On a : arg(z - z A) = - 3 [Zn] <=> Mes( el' AM) = - 3 [Zn:]. 

Le lieu de M est la demi-droite de repère (A, DJ, privée de A, avec Mes(e;, v) = - ; [Zn:]. 

Les propriétés suivantes généralisent l 'étude précédente. 

Soit A le point d'affixe zA et Mun point d'affixe z. 
• Si Rest un nombre réel strictement positif, le lieu des points M dont l'affixe z "érifie I z - zA 1 = R 
est le cercle de centre A et de rayon R . . 
• Si a est un nombre réel, le lieu des p~ M dont l'affixe z ·vérifie arg(z-zA) = a [n:] est la droite de 
repère (A, it), privée de A, avec Mes(e;, it) = a [n:]. 

Re.mar~ue 

Le lieu des points M dont l'affixe z vérifie arg(z - zA) = a [2n] est la demi-droite de repère (A, it}, privée -de A, avec Mes{~, i1 J = a [2n:]. 

2 . À tout nombre complexe z, différent de - 2 - i, on associe le nombre complexe Z tel que : 
z- 4 - 2i 

Z= . . 
z+2+1 

Déterminer, géométriquement puis analytiquement, le lieu des points M d'affixe z tels que: 
a) 1 Z 1 = ·1 ; 1 Z 1 = ~ . 

b) Z est un nombre réel ; Z est un nombre imaginaire pur. 

S olution 
Méthode géométrique 

. . 

Soit A et B les po1·nts d'ajfixes respectifs : zA = - 2 - i 
z-z 

a) • 1 Z 1 = 1 <=> __ B == 1 <=> MA = MB. 
Z-ZA 

Le lieu de M est la médirtrice (.6.) de [AB]. 
• lzl = _!_ {::} z - zB = _!_ <=> MB = 1-. 

2 Z -ZA 2 MA 2 
Le lieu de M est le cercle (r) de diamètre [CD] tel que : 

C = bar{(A,1) ; (B,2)}, c'est-à-dire: C(2 + i) 
· D = bar{(A,1) ; (B,- 2)), c'est-à-dire : D(lû + 5i). 

. z -zB 
et z8 = 4 + 2i ; on a : Z = -- . 

Z - ZA 
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---+-+ 
<=> M = B ou Mes(:\:L-\., MB) = o [1t]. 

Le lieu de M est la droite (_-\B). privée du point A. 

• Z imaginaire pur ~ arn-{z - zB ) = ~ [n] 
0 Z -ZA 2 --+ -► 7t 

~ Mes(MA, MB) = 2 [n] 

Le lieu de M est le cercle (~ ) de diamètre [AB] privé 
des points A et B. 

Méthode algébrique 
(x - 4) + i(y - 2) 

Posons : z = x + iy ; on a : Z = 
(x + 2) + i(y + 1) 

= 
(x2 + y 2 - 2x - y - 10) + i(- 3x + 6y) 

(x + 2)2 + (y + 1)2 

Les lieux cherchés seront déterminés par leurs équations. 

a) • 1 Z 1 = 1 <=> (x - 4)2 + (y - 2)2 = (x + 2)2 + (y + 1)2 <=> 4x + 2y- 5 = o. 
1 . 

• 1 Z 1 = 2 <=> 4[(x - 4)2 + (y - 2)2] = (x + 2)2 + (y + 1)2 <=> x 2 + y 2 -12x- 6y + 25 = O. 

b) • Z E ~ <=> - 3x + 6y = 0 <=> x - 2y = O. 
• Z imaginaire pur <=> x 2 + y 2 - 2x - y - 10 = O. 

c) On désigne par a l'argument de Z. 

en 

. 7t 
On a : arg(z) == 4 [1t] 

- 3x + 6y 
<=> tana = 1 <=> --- ----- = 1 <=> x 2 + y2 + x - 7y - 10 = o. 

x 2 +y2 -2x-y-10 

-2~~ , Travaux dirigés 
1. Soit ABC un triangle et A' le milieu de [BC]. 
On construit, à l'extérieur de ce triangle, les triangles 
rectangles isocèles ABB' et ACC', de sommet A. · 
Démontrer en utilisant les nombres complexes que 
les droites (AA') et (B'C') sont perpendiculaires et 
que B'C' = 2AA'. 

!olution 
• Prenons A · pour ongme du repère orthonormé 
direct du plan complexe et supposons le triangle ABC 
de sens direct. 

ZB + Zc ZB, . ZC' . 
On a : .z N. = - 2-, zB = - 1 et zc = 1. 

Donc: 

----+ -+ n 
c'est-à-dire : B'C' = 2AN et Mes(AA', C'B') = - 2 [21t]. 

\ . 
. C' 

B', 

• Lorsque le triangle ABC est de sens indirect, un raisonnement analogue conduit à : --
B'C' = 2AN et Mes(AA' , C'B') == ; [2n:]. 

Dans les deux cas, les droites (AA') et (B'C') sont perpendiculaires et B'C' = ZAN. 

7 4 Nombres complexes 

D 

B 


