
2. Soit ABCD un quadrilatère convexe. 
On construit, à l'extérieur de ce quadrilatère, les 
triangles rectangles isocèles AM1B, BM2C, ~D et 
DM4A de sommets respectifs~.~. M3 et M4 . 

Démontrer en utilisant les nombres complexes que 
les segments [M1 M3] et [~M4] sont orthogonaux et 
de même longueur. 

S olution guidée 
Désignons par zA, zB, zc et z0 les affixes respectives 
des points A, B, Cet D, par z1 , z2, z3 et z4 les affixes 
respectives des points M1 , M 2, M

3 
et M

4
• 

B 

~ • 

Supposons le quadrilatère ABCD de sens direct. O ë7 
zA(1 - i) + zB(1 + i) 

• Démontrer que AM1B est un triangle rectangle isocèle en M1 si et seulement si z1 =--------
2 

• À quelles conditions les triangles BM2C, CM3D et DM4A sont-ils rectangles isocèles respectivement en 
M2 , M3 et M4 ? 

Z4 -Zz 
• En déduire que : - -- ·= i. 

Z3-Z1 
• Conclure. 

Que se passe-t-il lorsque le quadrilatère ABCD est de sens indirect? 

3.a Calculer et écrire sous ·forme algébrique les 
racines carrées des nombres complexes sui­
vants. 
a) 15 - 8i b) 2i c) 11 + 4îJ3 d} - i. 

3.b Résoudre dans C les équations suivantes. 
a) iz2 + z - 3 + i = o 
b) (- 2 + i)z2 + (4 - 5i)z + 3 - i = O. 

3.c Soit l 'équation (E) : 

z3 + (1 - i)z2 + (4 - i)z - 4i = O. 

1 . Vérifier que i est une solution de (E). 
2. Trouver un polynôme P du second degré tel 
que : z3 + (1 - i)z2 + (4 - i)z - 4i = (z- i)P(z). 
3. Résoudre l'équation (E) dans C. 

3.d 1. Exprimer cos4x en fonction de cosx. 
2. Exprimer sin5x en fonction de sinx. 

3.e Linéariser : 

3.f 

a) cos4x + sin4x 

c) cos3x sin3x 
b) sin4x + sin2x 
d) cos3x sin2x. 

Résoudre dans R les équations suivantes. 

a} cos5x + 2cos3x + cosx = 0 

b) sinx + sin2x + sin7x + sin8..-i:- = 0 

c) cos2x + cos6x = sin3x - sin5x 

d) sin3x - sin2x = sinx. 

3.g Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
nature et les éléments caractéristiques de la 
transformation du plan qui au point M d'affixe 
z associe le point M ' d'affixe z'. 

. .X 
. ,-

a) z' = - z + 2 + i b) z' = e 4 z + 2 - 4i 

c) z' = - ! z + 2 - i d) z' = - iz + 1 + i. 

3.h Dans chacun des cas suivants, déterminer et 
représenter l'ensemble des points M dont l 'af­
fixe z vérifie la condition indiquée. 

a} lz- 1+ 2il =3 b) lz-3+ i l =3 

c! arg(z - 3i) = ~ [1t] d) arg(iz + i) = - ~ [21t]. 

3.i Dans chacun des cas suivants, déterminer et 
représenter l'ensemble des points M dont l 'af­
fixe z vérifie la condition indiquée. 

aJ lz -2 + i l = lz-il bJ lz-z+il = lz l 

cJ I z -
3

i . 1 = 1 d) 1 z - 3 + i 1 = 12z - 4i 1. 
z-2 +1 _ 

3. j À tout nombre complexe z, différent de 2 - i, 
·on associe le nombre complexe: 

z = z + 3 - 2i 
z-2+i · 

Déterminer les ensembles de points M d'affixe 
z tels que: 
a) Z soit un nombre réel ; 
b) Z soit un nombre imaginaire pur. 
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~ Exercices· 
Le plan complexe est m uni du repère orthonormé direct 
( ➔ -►) 0, e1, e2 • 

, 
E tude algébrique 

des nombres complexes 

1 Écrire sous forme algébrique les nombres com­
plexes suivants. 

a) (-1\i/3)( 1-2i/3) 

c) 
1 1 -- +--

2+i 2-i ., 

e) 
(- 1 - 2i)3 

(1 + i)4 

b) 1 
1 +·fz - i[3 

d) (3 - i)(1 + 2i) 
(1 - 3i)(2 + i) 

f) (~)2· 
1 - 21 

1 Déterminer les parties réelle et imaginaire des 
nombres complexes suivants. 
a) (3 + 4i)3 b) (2 - i)3 

2 + i 3 - 4i · 
c) 

3
-

4
. - -

2
-. d) (3 + 4i)3 - (2 - i)3. + l -1 

3 Pour quelles valeurs du nombre réel x le 
nombre complexe [10 - x + i(2 + x)](x - i) est-il un 
nombre réel ? un nombre imaginaire pur ? 

[3 +i /3-i 4 Vérifier que : -✓- . + --;;:--:- - 1 = O. 
3-1 v3+1 

5 1. Calculer i3, i4 et i5• En déduire i18 et i19• 

2. Calculer 1 + i + i2 + i3, puis i199 + i200 + i201 + i202. 

2000 2002 
3. Calculer I ik et I (- i)k . 

k=O k=O 

6 Écrire sous forme algébrique 1e conjugué des 
nombres complexes suivants. 

a) (4 - i/3)(1 + i) b) 
2-i 

-3+i 
c) (1 - i)(2 + i) 

2i(- 3 + i) 
d) (2 - 3i)(t + i) 
· (2 - i)2 . 

3 + 2i 3 - 2i 7 Soit z1 = . et z2 = - - . . 
- 5 + 71 5 + 71 

Démontrer, sans calcul, que z 1 - z2 est un nombre réel 
et z1 + z 2 un nombre imaginaire pur. 

8 Calculer le module des nombres complexes 
suivants. 

2 
a) 1- i 

[2(1 + i) 
c] 1 ~ 

2 (✓3 - i) 

e) (1 - i)Z 
(1 + i)3 

7 6 Nombres complexes 

1 
b} - 4i 

d} (- 5 + 7i)(4 - 2i) 
(3 + 4i)(7 + 5i) 

f} ( [3 -.i )3. 
. 1-1 

9 Déterminer les nombres complexes z tels que : 

lzl=l!l=lz-1I. 
10 Résoudre dans C2 les systèmes suivants. 

{ 
(1 + i)z - iz' = 2 + i 

a] (2 + i)z + (2 - i)z' = 7 - 4i 

b} { (2 + ~3= + ?,!,' = 1 +.2i: 
(1 - l)Z - lZ = 4 - 1 

, 
E tude trigonométrique 

des nombres complexes 

11 Dans ch acun des cas suivants : 
- déterminer le module et un argument de z ; 
- en déduire la forme algébrique de z. 

(1 }3)3 .. 
aJz = ,2 -12 

( 1 [3 )( 1 ./3) 
c} z=,z+i2 \2-12 

d) z = (1 + i)2 e) z = (1 - i)4 

f} -1 + i/3 
[3 + i 

g} (fz + i/!)3. 
-1 + 1 

C. • /? . 
1ft ✓6 - 1,2, . 

::.. Soit z 1 = --- et z 2 = 1 - 1. 
2 

a) Déterminer le module et un argument de z1 et z
2

• 

b} Écrire sous forme algébrique et trigonométrique le 
. z1 

quotient z. 
c) En dédlÎire les valeurs de cos

1
1t
2 

et sint
2

-

13 Écrire sous forme exponentielle les nombres 
complexes suivants. 
a) (- 1 - i)i b} ([3 + i)(- 1 + i[3) 

c) 1~ 
- 1 

-2i~ 
e 3 

e}--­
[2 + ifz 

f) 5 - 5i 
. !t 
1-

lOe 4 

1-i i ~ 
d) - - e 4 

1 + i/3 

(
- 1 - i/3)10 

g} . . 
· -1+1 

14 Soit z, un nombre complexe tel que : 
1 z + z = 2cos0. 

Démontrer que pour tout entier naturel n, on a : 

zn + },. = 2cosne. 

. [3 + i 4i 
15 S01t z1 = 0, . et z 2 = ~ . 

-,3+ 1 1-1✓3 

a} Écrire sous forme exponentielle z1 et z2• 



7
- èéduire la forme algébrique des nombres com-

I - - z1 ( )3 . z~ p exes . z1z2 , -, z1 et - . 
. Z2 z3 

1 

16 Soit j = cos27t + isin27t et u = 1 + j. 
3 3 

1. Démontrer que : 1 + j + j2 = O. 
2. Calculer u" (n E N*) en fonction den. 

17 Soit j = cos2f + i sin2f. 
1. Écrire i en fonction de j puis démontrer que tout 
nombre complexez peut s'écrire sous la forme: 

z = a + iP (a E IR, P E IR). 
2. Déterminer une relation entre a et p pour que le 
nombre complexe a + jp (a E !RI, p E IR) ait pour modu­
le 1. 

18 1. Déterminer le module, uri argument, la partie 
réelle et la partie imaginaire des racines 4-ièmes de - i. 
2. Placer dans le plan complexe les points images de 
ces racines. 
3. Calculer la somme et le produit de ces racines. 

19 1. Calculer: (2 + i)3. 
2. En déduire les racines cubiques de 2 + 1 li. 

iO Déterminer les nombres complexes vérifiant 
· 2z3 = Bi, puis représenter leurs images dans le plan. 

i1 Soit (zn) la suite définie dans C par: 

z0 = 1 + i et V n E N, zn+l = - 1 zn. 

1. Démontrer que ( 1 zn 1 )n EN est une suite géométrique, 
dont on précisera le premier terme et la raison. 
2. Exprimer arg(zn) en fonction de n, puis zn en fonc­
tion de z

0 
et n. 

ii Soit n un entier naturel. 
n-1 n-1 

On pose : A = I: cos/ex et B = I sinkx. 
k=O k=O 

1. Calculer et écrire sous forme exponentielle A + iB. 
2. En déduire des expressions plus simples de A et B. 

R ésolutions d'équations 

i3 Calculer et écrire sous forme algébrique les 
racines carrées des nombres complexes suivants. 
a) z = 5 - 12i b) z = - Bi c} z = 7 + 24i. 

14 1. Résoudre dans C l'équation : z2 - 2iz - 2 = O. 
2. On désigne par z 1 et z2 les solutions de cette équa­
tion, avec Re(z

1
) > Re(z

2
). 

Calculer: 2z1 + 3z2 ; (z1 - zz)2 ; (z
1

)8 ; (z
2
)1°. 

15 1. Calculer : (1 + 8i)2. 
2. Résoudre dans C l'équation: 

(2 + i)z2 - (9 + 2i)z + 5(3 - i) = O. 

16 1. Résoudre dans C les équations : 
z2 - 4z + 5 + i(z + 1) = 0 (1) 

(z2 
- 4z + 5)2 + (z + 1)2 = o (2). 

2. En déduire qu'il existe quatre nombres réels a, b, c et 
d que l'on pi:.écisera tels que pour tout nombre réelx, on 
a: (x2 - 4x + 5)2 + (x + 1)2 = (x2 + ax + b)(x2 + ex+ d) . 

' 

i7 Résoudre dans C les équations suivantes et 
représenter graphiquement les images des solutions. 

a) z4 - ,2z2 + 1 = o b) z8 + z4 +1 = o.' 

i8 Soit P le polynôme défini par : 
P(z) = z3 - 3z2 + (3 - i)z - 2(1 - i). 

1. Dé:.aminer trois nombres complelxes a, b et c tels 
que : P(z) = (z - Z)(az2 + bz + c). 
2. R.é;oudre dans C l'équation : P(z) = O. 

19 Soit P le polynôme défini par: 

P (z) = r - (5 - 2i)z3 + (8 - 10i)z2 + (6 - 16i)z - 12i. 
1. Vérifie:' qu.e : P(2i) = P(- 3) = o. 
2. Détermi:nE--~ polynôme Q du second degré Îel que 
pour tout nm::::!ire complexe z, on a : 

P(.z) = =r + (3 - 2i)z - 6i]Q(z). 
3. Résoudre dans C l'éqnation : P(z) = O. 

30 Soit P le pol~'D.ôme défini par : 
P(z) = z3 - (11 + 2î}z2 + 2(17 + 7i)z - 42. 

1. Démontrer qu'il existe un nombre réel a solution de 
l'équation : P(z) = O. 
2. Déterminer le polynôme Q tef que : P(z) = (z - a) Q(z). 
3. Résoudre dans C l'équation : P(z) = O. 

31 Soit P le polynôme défi.ni par : 

P(zJ= z3 - 2(1 + 2i)z2 + 7iz + 3(1 - 3i). 
1. Démontrer qu'il existe un imaginaire pur iP solution 
de l'équation : P(z) = o. ,. 
2. Déterminer le polynôme Q tel que : P(z) = (z- iP)Q(z). 
3. Résoudre dans C l'équation : P(z) = O. 

T ransformations 
et nombres complexes 

li Soit les points n(-
1
2
) et A(_\). 

Dans chacun des cas suivants: 
• donner l'écriture complexe de la transformation ; 
• déterminer l'image de A par la transformation. 
a) Symétrie de centre Q. · 

b) Homothétie de centre Q et de rapport - 1 · 
c) Rotation de centre Q et d'ang~e ~. 

33 1. Donner l'écriture complexe des transforma­
tions suivantes : 
a} s : symétrie par rapport à la droite d'équation x = - z. 
b} s' : symétrie par rapport à la droite d'équation y= 1. 
2. Donner l'éçriture complexe de sos' et s'os. 
En déduire que sos' = s'os et préciser la nature de cette 
transformation. 

34 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
nature et les éléments caractéristiques de la transfor­
mation dont on donne l'écriture complexe. 

a) z' = z - 4i b} z' = .i. z + 2 

c} z' = - 4z + 10 - 5i 
. " 

d) z'=e~
14

z+1+[2-i. 

35 Soit fla transformation du plan dont l'écritu-
. " 1- r 

re complexe est : z' = 4e _3 z + 4,13 - 2i. 
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1. Déterminer le nombre complexe z0 tel que : 
• Jt 
1-

z' - z0 = 4e 3 (z - zol. 
2. En déduire que f est la composée d'une homothétie 
et d'une rotation de même centre, que l'on précisera. 

C onfigurations planes 
.27t 

36 Soit a un nombre complexe non nul et j = e
13

. 
Démontrer que les points A(a), B(ja) et C(j2a) sont les 
sommets d 'un triangle équilatéral de sens direct. 

37 Soit A(3 + i), B(2i), C(2 - 2i). 
1. Placer les points A, B et C et démontrer que le tri­
angle ABC est rectangle et isocèle. 
2. Déterminer l 'affixe du point D tel que ABCD soit un 
parallélogramme. Placer le point D. 
3. Déterminer l'affixe du point E, symétrique de A par 
rapport au milieu de [BC]. 

38Soit A , B et C les points d'affixes respectives 
l 2 · 1 . 7 6' - 3 - 1, + 21 et 3 + 1. 

1. Démontrer que Best le milieu de [AC]. 
2. Déterminer les affixes des points D et E tels que 
ADCE soit un carré de sens direct. 

39 Soit A, B et C les points d'affixes respectives 
1 + 2i, 2 + i et 2 + [3 + (1 + [3Ji. 
1. Démontrer q ue le triangle ABC est rectangle en B et 
déterminer une mesur·e des angles BAC et ACE. 
2. Déterminer le point D, symétrique de A par rapport à B. 
Quelle est la nature du triangle ADC ? 

40Soit les points A(- 1 + i), B(- 1 - i), C(2i) et 
D(2 - Zi). 
1. Étudier la nature des triangles ACD et BCD. 
2. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent 
à un même cercle dont on précisera le centre et le rayon. 

Lieux géométriques 

41 Déterminer et représenter les ensembles de 
points M du plan dont l'affixe z vérifie la condition 
indiquée. 
a) 1 z + z - l 1 = 4 

c) arg(3i - z) = O [Z1t] 
bJ lz - z-1 +il=z 

·dJ arg(z:- 3 + i) = : [1t] 

e) arg(- 1-) = .1L [1t] 
z+2 2 

f) arg(z2 - 4) = arg(z + 2) [21t]. 

4!Déterminer les ensembles de points M dont 
l'affixe z vérifie la condition indiquée. 
a) 1 z + 5 - 2i 1 = 1 z - z + i 1 
b) 1 z + l + i 1 = 13z - 9 - 3i 1. 

43À tout nombre complexe z distinct de i, on 

associe le nombre complexe Z tel que : Z = z + ~ . 
Z -1 

Déterminer et représenter les ensembles de points M du 
plan dont l'affixe z vérifie la condition indiquée. 
a) Z est un nombre réel strictement positif. 
b) Z est un nombre réel strictement négatif. 
c) Z est un nombre imaginaire pur. 
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dJ lz l= 1. 
eJ lzl=3 . 

44 À tout nombre complexez distinct de - 1 + 2i, 
on associe le nombre complexe Z tel que : 

z - 2 + 4i 
Z=---. 

z + 1 - 2i 
Déterminer les ensembles de points M dont l'affixe z 
vérifie la condition indiquée. 
a) 1 Z 1 = 1. c) Z est un nombre réel. 
b) 1 Z 1 = 2. d) Z est un nombre imaginaire pur. 

45 Déterminer et contruire l'ensemble des points 
du plan dont l'affine z vérifie la condition indiquée . . 
a) zz + i(z -z) - 3 = 0 b) (zz)2 - zz-:-- 6 = O. 

46Déterminer l'ensemble des points M dont l 'af­
fixe z vérifie la condition indiquée. 
a) (z - 1 - i)(z - 1 + i) = 5 
b) zlz- il = lz - z+zil 
c) z2 - (1 - 2i}2 = z2 - (1 + 2i)2. 

47Déterminer et contruire l'ensemble des points 
du plan dont l 'affixe z vérifie la condition indiquée. 

2z - 1 
a) ~ est un nombre réel. z 

b) 
4 - (z + z )i 

---- --- est un nombre réel. 
1-i + 1- (z-z) 

2 

48Déterminer le module et un argument des 
nombres complexes suivants. 

. Jt 

1-013 
0J - - . ll 

1 + e13 

1 - casa + i sina [ [ 
b) . . , a E O ; 1t • 

1 + cosa-1sma 

49 Soit a un nombre réel tel que - 7t < a < n et z 
le nombre complexe défini par: z = 1 + cosa - isina. 

1. Calculer I z 1, arg(z) et arg( ! ) en fonction de ex. 

2. Préciser les ensembles des images de z et de ! . 
50 Démontrer que si A, B et C désignent les 

mesures des angles d'un triangle, on a : 

a) sinA + sinB + sinC = 4cos 1 cos ~ cos ~ 
b) cosA + cosB + cosC = 1 + 4sin 1 sin~ sin~ . 

51 1. Soit z un nombre complexe de module 1 et 
d'argument a (0 $ o.< 21t). 
Préciser, selon les valeurs de a, le module et un argu­
ment de z + 1. 
Conjecturer et vérifier ces résultats par des considéra­
tions géométriques, illustrées par des figures. 
2. Soit z1 ét z; deux nombres complexes de-module 1, 
d'arguments respectifs a 1 et a 2 tels que : 

O $ a1 $ az < Z1t. z 
a) ,Déterminer le module et un argument de z2 et de 

1 
Z1 + Z2. . Z 

{On pourra utiliser la question 1 en posant : z = / .) 
1 

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante 
pour que I Z1 + z2 1 = 1 ; illustrer par une figure. 



c) Déterminer l'ensemble des triplets (z1 ; z2 ; z3) de 
nombres complexes de module 1 tels que : 
z

1 
+ z

2 
+ z

3 
= 0 et O ::; arg(z1) ::; arg(z2) ~ arg(z3) < 2n:. 

51 Construction d'un pentagone régulier 
. 2n: 
!-

Soit le nombre complexe z0 = e 5 
• 

1. On pose : a. = z0 + ~ et ~ = z~ + ~-

a) Démontrer que 1 + z0 + z~ + ~ + zj = 0 et en dédui­
re que a, et ~ sont solutions de l 'équation (E) : 

Z2 + Z- 1 = O. 

b] Exprimer a, en fonction de cos2.TC. 
;:) 

c) Résoudre (E) et en déduire la valeur de cos2;. 

2. On désigne par A
0

, A
1

, A
2

, A
3 

et A4 les points d'af-

f . • 2 3 .-4 1xes respectrves 1 , z0 , z0, z0 et zô-
a) Soit H le point d'intersection de la droite (A1A4 ) avec 
la droite de repère (0 , e:). 
Démontrer que l 'affixe du point H est cos2;. 

b) Soit (r) le cercle de centre le point Q d'affixe - 1 
et passant par le point B d'affixe i. 
(r) coupe la droite de repère (0, e:) en Met N, M étant 
le point d'abscisse positive. 
Démontrer que M et N ont pour affixes respectives a et 
~ et que H est le milieu de [OM]. 
c) En déduire une construction simple d'un pentagone 
régulier dont on connaît le centre O et un sommet A0• 

53 1. a) Résoudre dans C l'équation : z2 - 4z + 8 = O. 
Écrire les solutions sous forme algébrique et sous forme 
trigonométrique. 
b)Placer les images A et B des solutions, A étant l'ima-

. ge de la solution dont la partie imaginaire est négative. 
Quelle est la nature du triangle OAB ? 
2. Soit f l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' telle 

.11 ,-
que : z' = e 3 z . 
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de l'application f. · 
b) Déterminer sous forme trigonométrique, puis sous 
forme algébrique l'affixe du point A', image de A par f. 
En déduire les valeurs de cos

1
1 et sin

1
1. 

54 On considère les nombres complexes : 
a = - [3 + i, b = 3 + 2i et c = 7 - 2i. 

1 . a) Déterminer de deux façons différentes les racines 
carrées de a. 
En déduire les va!eurs de cosi~ et sini~. 
b) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels an est 
un nombre réel. 
c) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels an est 
un nombre imaginaire pur. 
2. Déterminer et construire les ensembles de points M 
d'affixe z tels que : 
a) lz- b l = lz - cl b) zlz-bl = lai. 
3. Soit f l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d'affixe z associe le point M' d'affixe z' telle 
quA : z' = (1 + i[3)z - 5i,13. 
a) Démontrer que f admet un seul point invariant n. 
b) Démontrer que f est la composée d'une rotation et 
d'une homothétie positive de même centre n. . 
Préciser l'angle de la rotation et le rapport de l'homo­
thétie. 

cJ Déterminer et construire les images par f des 
ensembles déterminés à la question 2. 

. 2rr 

55 Soit le nombre complexe z = e
1 7 . 

On pose: a= z + z2 + z4 et b = z3 + z5 + z6 . 
1. Démontrer que a et b sont deux nombres complexes 
conjugués et que la partie imaginaire de a est positive. 
2. Calculer a+ b et ab. En déduire a et b. 

56 Soit a et b deux nombres complexes non n uls, 
A et B leurs images respectives. 
1. a) Démontrer que les points 0, A et B sont alignés si 
et seulement si ab est un nombre réel. 

b) Démontrer que (a;t)2 

est un nombre réel si et~eule­

ment si les points 0, A et B sont alignés ou si OA = OB. 
2. On suppose dans cette question que les points 0 , A 
et B ne sont pas alignés et que les nombres complexes 
a et b ont pour module 1. 

D
, (a+ b)2 b , 1 . emontrer que ~ est un nom re ree strictement 

positif. 
3. Application 
Soit M

1 
et M2 deux points d 'affixes respectives z 1 et z 2 , 

tels que les points 0 , M1 et M2 ne sont pas alignés. 
a) Calculer, en fonction de z1 et z2, l 'affixe Z du bary­
centre I du système {(M) z2 1) ; (M2 , 1z1 1 )}. 

b) Démontrer que ;: est un nombre réel. 
1 2 . 
--+ 

c) En déduire que OI-~--~m vecteur directeur de la 
bissectrice de l'angle M10M2. 

5 7 Soit A et B les points d'affixes respectives 1 et 2i . 
À tout nombre complexe z distinct de 2i, on associe le 

z-1 
nombre complexe Z tel que: Z = --2-.. z- 1 

1. Déterminer l'ensemble (<ti:1) des points M d'affixe z 
tels que : arg(Z) "' ~ [21t]. 

2. Déterminer l'ensemble (<ti:2) des points M d'affixe z 
tels que : 1 Z 1 = 2. 
3. Démontrer que(~) et (<ti:2) ont un unique point com­
mun dont on précisera l'affixe. 

58 Soit A le point d'affixe 2i et f l'application du 
plan dans lui-même qui à tout point M d'affixe z, dis­
tinct de A, associe le point M' d'affixe z' telle que : 

, 2iz- 5 
z = z - 2i . 

1. Démontrer que f admet deux points invariants. 
2. Démontrer que f est bijective et déterminer son 
application réciproque. 
3. Démontrer que la droite de repère (0, ~), privée de 
A, est globalement invaria,nte ,rar f. 
4. a) Démontrer que : 1 z' - 2i 1 1 z - 2i 1 = 9. 
b) En déduire l'image par f du cercle (<ti:) de centre A et 
de rayon R. 
Déterminer R pour que (<ti:) soit globalement invariant 
par f. 

_ 59 Soit l'\. et B les points d'affixes respectives 1 et 
1 ~ - 1 et f l'application du plan dans lui-même qui à tout 

point M d'affixe z non nulle associe le point M' d'affixe 
z' telle que : zz' = 1. 
1. a) Déterminer et construire l'image par f du point C 
d'affixe 1 + i. 
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b} Démontrer que pour tout point Met s~age M', 

la droite (AB) est bissectrice de l'angle MOM' et que 
OM x OM' =OA2. 
2. a} Vérifier que : 

V z E C*, (z ~ z'_ 1 )(2 ; z·+ 1) = e ~z•r 
b} Soit I le milieu de [IBr]. 
Démontrer que 1A x IB = [\f2 et que pour tout point M 
distinc~ A et B, la droite (MM') est bissectrice de 
l 'angle AIE. 

60 Soit A et B les points d 'affixes respectives 1 + i 
et - 3. À tout point M d'affixe z, distinct de A et B, on 
associe, s 'ils existent, le(s) point(s) M' d'affixe z' tel(s) 

z ' + 3 . . . z' - 1 - i 
que : z + 3 est rmagmaue pur et z _ 1 _ i est réel. 

1. Donner une interprétation géométrique de 

arg(;': 3
3

) et arg(! ~ ~ = ~ )-
2. Démontrer géométriquement qu'il existe un cercle 
(CfJ) tel que si M $. (CfJ), alors M' existe et est unique. 
Construire alors l'image M' d'un point M donné. 

61 Soit Â et B deux points d'affixes respectives a 
et b. 
1. Démontrer qu'il existe un unique point M dont 

l'affixe z vérifie: 1; =: 1 = 2 et arg(; = :) = - ; [2n]. 

2. Construire ce point et calculer son affixe lorsque : 
a = - 4 + 2i' et b = 2 - i. 

62 1 . Résoudre dans C les équations : 
z4 = 1 (1) 

(; : !)4 = 1 (2). 

2. Soit n un entier naturel non nul, a un nombre com­

plexe et l'équation (E) : (z -~)n = a. 
Z + l 
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On désigne par P, Q et M les points d'affixes respectives 
i, - i et z . 
a) Démontrer que si z est solution de (E) , alors : . 

~= nJlaf. 
b} Démontrer que si (E) admet au moins une solution 
réelle, alors : 1 a 1 = 1. 
c} En déduire que si (El admet au moins une solution 
réelle, alors toutes ses solutions sont réelles. 

63 Soit l'équation (E) : 
z4 + 2z3 + 2z2 - zz + 1 = O (z E C). 

1. Démontrer que si z0 est solution de (E), alors z0 est 
solution de (E). 
2. a) DétP.rminer les nombres réels a et b tels que : 

(E) ç:> z2[(z- ; )2 +a(z - !)+b]=o. 
b) Résoudre dans C l 'équation Z2 + aZ + b = 0, puis 
l 'équation (E). 
3. Démontrer que les images des quatre solutions de (E) 
appartiennent à un même cercle (cg) dont on précisera 
le centre et le rayon. 

64 Soit l'équation (E) : z5 = 1 . 
1. Résoudre dans C l 'équation (E) et représenter les 
images des solutions. 
2. Démontrer que la somme des solutions de (E) est 

nulle et en déduire que : cos2; + cos4; = - ~. 

3. Démontrer que cos2; est solution de l 'équation: 

4X2 + 2X - 1 = o. 
En déduire la valeur de cos2;. 

4. Soit l'équation (E') : (z - 1)5 = (z + 1)5 (z E C), 
a) Démontrer que si zl est solution de (E'), alors : 

Zo -11 = 1. 
z0 + 1 

En déduire que les solutions de (E') sont imaginaires 
pures. 
b} Résoudre (E'). 



I sométries du plan -
Applications affines 

Introduction 

Dans les classes précédentes, nous avons étudié certaines iso­
métries du plan {translations, symétries, rotations) et utilisé ces 
transformations pour rechercher des lieux géométriques, résoudre 
des problèmes de construction et démontrer des propriétés. 

Dans ce chapitre, nous nous proposons de compléter cette étude 
en déterminant les autres isométries du plan et en classant l'en­
semble de ces isométries à partir de deux critères: les points inva­
riants et_ l'effet sur les angles orientés. 

La dernière partie du chapitre est consacrée à l'étude générale des 
applications affines du plan. 

1. 
2. 
3. 

Décoration de maison en Afrique du Sud. 

Composition d'isométries ....................... ... ... .... ...... . 
' Classification des isométries du plan .. .. .. ............ ... .. 

Applications affines .... ........ .. ..... ........ .... .... ........... .. . 
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-==1 .• 1 Composition de symétries et translations 

iii.llii~ Composee de symétries orthogonales 
Les propriétés sui,antes ont été établies en classe de première. 

• Soit (~) et (-1') deux droites parallèles, 0 un 
point de (~) et 0 ' son projeté orthogonal sur (ô'). 
La composée sà. 0 s6 des symétries orthogonales 
d'axes respectifs (~) et (ô') est la translation de 

-+ 
vecteur 200'. 

Exemples 
ABCD est un carré de sens direct et de centre O. 
• scoc1°s(ABJ = tzBè ; 

• Soit (~) et (.ô') deux droites sécantes en un 
point 0, de vecteurs directeurs respectifs Û et Û'. 
La composée sô,osô des symétries _orthogonales 
d'axes respectifs (ô ) ~ (.ô') est la rotation de 

centre O et d'angle 2(û; Û'). 

M •,_ 
~ .. 

• s(ACJ0 s(AB) = r(A. ;1 
• s(DC) 0 S(AC) = r(C,- ;1 
• s(BD) O s{AC) = r(O, !t) 

(quart de tour direct de centre A) ; 

(quart de tour indirect de centre C) ; 

(symétrie de centre 0). 

mt.i~u::;,:.¾Ji Décomposition de translations, de rotations 
Les propriétés suivantes ont également été établies en classe de première. 

• Soit tû une translation de vecteur Û non nul. 
Pour toute droite (.ô) de vecteur normal Û, il 
existe une droite (ô') et une seule telle que : 

sô,osô = tû. 

Exemples 

• Soit rco, a) une rotation de centre O et d'angle ex. 
Pour toute droite (.ô) passant par 0 , il existe une 
droite (ô') et une seule telle que : 

sNosa = rco, a)· 

ABCD est un carré de sens direct et de centre 0, I et J sont les 
A~----,,D 

milieux respectifs de [AB] et [CD]. 
• ~Îi = s(BC)os(ij) = s(IJlos(AD); 

• r(B, ;1 = s{BD)os(BC) = s(AB)os(BD) ; 

· • rco.- ~l = s0Jlos(BDJ = s(AC)os(IJJ· 
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Composée d' une symétrie o ogonale et d'une translation 
(~) est une droite de vecteur directeur Û. 
Soit M un point, M1 son image par tû , M. l'ic:o~ c.: _; i:2,- s.!. 
et M2 l'image de M par st.. 

• Démontrer que : tû (M2) = M'. 

• En déduire que : tit ost. = st. ot;;. 
• Démontrer que la transformation st. ot;; n 'admet pas de~ 
invariant. 

Cette étude justifie la définition et la propriété suivante. 

Soit (Li) une droite de vecteur directeur Û. 
On appelle symétrie glissée d'~e (Li) et de vecteur Ûla composée de la symétrie ~ nale d'axe (Li) 
et de la translation de vecteur u. 

Une symétrie glissée n'admet pas de point invariant. 

Les propriétés suivantes précisent la nature de la composée d'une symétrie orthogonale et d 'une trans­
lation . 

Soit (Li) une droite et Û un vecteur non nul. 
• Si Û est normal à (Li), alors tû ost. est une symétrie orthogonale. 

• Si ït n'est pas normal à (Li), alors tit ost. est une symétrie glissée. 

D émonstration guidée 

Soit O un point de (Li) et A le point tel que : OA = Û. 

Désignons par : 
H le projeté orthogonal de A sur (Li), 

I le milieu de [AH], 

(Li') la parallèle à (Li) passant par I. 

• Démontrer que : st.,o st. = t HÀ. 
• Démontrer que : tû os6 = t00os6 .. 

• Conclure. 

(~ ) 

0 

<:,,,,... -1..!"2.~ Composition de rotations et translations 

□f:.l~t'."'"-::.::1 Composée de rotations 
La propriété suivante a été établie en classe d~ première. 

I 

Soit r et r' deux rotations d'angles respectifs a. et a.'. 
• Si Û + Û' "# Ô, alors r'or est une rotation d'angle a+ a.'. 
• Si Û + Û' = Ô, alors r' or est une translation. 

A 

H 
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Exemples 
ABC est un triangle équilatéral de sens direct et B' est le milieu de [AC]. 

• rcc. ~l 0 rlA. - ;i est une translation. 
A 

De plus : rcc, f lor(A,- 1l(A) = B. 

Donc: r cc, : 1or1A, - f} = hl· 

t . d' 1 41t • r(B, ?flor1c. 2t1 es une rotat10n ange 3 . 

De plus : r{R ~ J = s1AB1os(BCJ et r1c, 2;1 = s18c1° s1AcJ· B C 

Donc : r(B, ?florcc. 2~,1 = s(ABJos(ACJ = r (A, - Wl = r (A, 4;i· 

• r1A, 2;1or(B. ~J est une rotation d'angle n, c'est-à-dire une symétrie centrale. 

De plus : r(.-\, w1 = s(AC) os(AB) et r(B, ;1 = s(AB)os(BB')" 

Donc : r (A , ?flor es. ;i = s(AC) os[BB'l = s8 .. 

Pour déterminer la composée r (B,f3lor1A,etl de deux rotations de centres distincts A et B, on p eut ­

utiliser les droites (.11) et (.11') telles que : r(A,etl = s1AB1os6 et r (B,f3l = s6 ,0 slABl' 

On a: r(B,f3lor(A.al = s6 ,osÂ. 

Composée d'une rotation et d'une translation 

Soit rune rotation d•angle a non nul et tune translation. 
tor est une rotation d•angle a. 

Démonstration 
Soit M et N deux points distincts. 

Posons: r(M) = M1 , r(N) = N1 , t(M1 ) = M ' et t(N iJ = N'. 

r 
t 

n 
MTM.~ 

N I N; N; 1 N' 
D'après les propriétés caractéristiques des rotations et des translations , on a: ----- ------- ---. ------- --------- --+ .-.. -- - .-.. ----+ ----+ -+ -- ----+ ----+ .-.. (MN, M1N1) = a et (M1N1 , M'N') = 0 ; donc: (MN, M 'N ') = (MN, M

1
N1) + (M

1
N1 , M 'N') = a. 

De plus : M 'N' = M1N1 = MN. 

Donc, tor est une rotation d 'angle a. 
Cette dém onstration ne donne aucune indication sur le centre de la rotation. 

Construction du centre de la rotation t or 
Soit o le centre de la rotation r et ï1 le vecteur de la translation t. u► l 

S. --+ --+ 1 
• 1 u = 0, a ors : t or = r. 
• Si ï1 -:t: Ô, construisons les droites (2ZJ), (.11) et (.11'} telles que : 

- (2h) est la droite passant par O et de vecteur normal ï1 ; 
- r = s~ os6 et t = s6 ,os~. 

On a : t or = sÂ,os6 • 

--+ 
w 

0 
-► 
V 

. (2b) et (.11) sont sécantes en 0 , (2ZJ) et (11') sont parallèles ; donc (~) et (6') sont sécantes en un point A. 

Désignons par ï! et w des vecteurs directeurs respeS!!_fs de (6) et (6'). 

w est aussi un vecteur directeur de (2ZJ) ; donc : 2(v: w) = â. 
On en déduit que t or est la rotation de centre A et d 'angle a. 
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Remargug§ 
• On démontre de manière analogue que rot est une rotntfoI1 d"angle a . 
• On a en général: t or:f:. rot. 

Exemples 

ABCD est un carré de sens direct et de centre 0, C' est le syr.:.éi -~-E è.e C par rapport à B. 
• r1A. ;J°tŒ est un quart de tour direct. 

Soit (Ll) la médiatrice du segment [BC]. 

On a: tëÊ = s(ABJos6 et r(A. fl = s(ACJos1AB)" 

Donc : r(A. ; 1otëÊ = s(ACJ 0 s,.,_ = r10, }J" 

• tCB 0 r1A _.1!._J est un quart de tour direct. 
' 2 

Soit (Ll') la médiatrice du segment [BC']. 

On a; tCBor(A, fl = (s,.,_,os(AB))o(s(AB)os(AC')) = s6 ,os(AC'J· 

C 

Donc, tc:àor(A. ;> est le quart de tour direct dont le centre est le point O', symétrique de O par rapport à (AB). 

Pour déterminer ~a compo~é~ tït orro.aJ d'llilexotation et d'une translation de ~ecteur non nul, 
on peut utiliser les droites (®), (Ll) et (Ll') telles que : 

. . . ➔ 

- (2ti) est la drmte passant Péif O et de vecteur normal u; 

- r = s~osil et t = s,.,_,os2ll. / 

On a : tor = sil'.osil. 

_ _m:j ,!_3_." Travaux dirigés 

Isométries et recherche de lieux 
ABCD est un parallélogramme dont les points A et 
B sont fixes. C décrit un cercle (~). On construit le 
triangle rectangle isocèle direct ADE de sommet A. 
Déterminer le lieu des points E. 

S olution guidée 
---+ 

Soit t la translation de vecteur BA et r le quart de tour direct de centre A. 
• Déterminer l'image du point C, puis du cercle (~) par la transformation rot. 
• Conclure. 

Isométries et démonstration de propriétés 
1. ABCD est un quadrilatère convexe de sens direct. On construit les points 1, J, K et L tels que les tri-
angles AIB, BCJ, CKD et DAL soient équilatéraux directs. J 
Démontrer que le quadrilatère IJKL est un parallélogramme. 

S olution guidée 
Désignons par : 

r 1 la rotation de centre A et d'angle ; ; 

r2 la rotation de centre Cet d'angle - ; . 
• Déterminer la nature de r2 °r1 • 

• Déterminer les images de I et L par r
2
or

1
• 

• Conclure. 
L 
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2. ABCD et AEFG sont des carrés de sens direct et H est le point tel que ADHE soit un parallélogramme. 
Démontrer que les droites (BH) et (CG) sont perpendiculaires et que BH = CG. 

C 

Solution 
Désignons par : _.. 

Ona: 

Or: 
donc: 

l .a 

1.b 

1.c 

t la translation de ,ectelll' DA ; 
r le quart de tour direct de centre A ; 
C' le symétrique d e C par rapport à B. 

t r rot 

n n donc: n m H 
B 

E 
C' 

EI G C' C 

rot est un quart de tour direct ; 
(BH) _!_ (CG) et BH = CG. 

ABCD est un rectangle. Déterminer la transfor­
mation f telle que : f = sCADl O s(CDJ O s(BCJ O s(ABJ' 

ABCD est un carré de sens direct et de centre O. 
Préciser la nature et les éléments caractéris­
tiques de chacune des transformations sui­
vantes. 
a} s(AC)or(A, f l 

c} rcc.-t1or!A.fl 

b) r(D. flor(A, fl 

d} r(A, flotëB· 

Le plan est muni du repère orthonormé (0, t.JJ. 
On désigne par s et s' les symétries orthogo­
nales d 'axes respectifs (®) et(®'). 
Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
nature et les éléments caractéristiques de la 
transformation sos'. 
a} (~ ) : x = 4 et 
b} (~ ) : x - y = 1 et 
c} (®) : y= - 1 et 
d} (®) : x + 2y = o et 

(Qb'): X = y 
(Qb'): X+ y= 1 
(2n'): y= 2 
(® ') : 2x - y + 1 = o. 

1 .d Soit ABC un triangle isocèle en A3!.! la rota-
,,...__ -+ -+ 

tian de centre A et d'angle a = (AB, AC). 

1.e 

C' 

F 

À tou t point M, distinct de B et C, on associe le 
point M' tel que : M' = r(M). 
1. Démontr~ue : 

----+ -► ~ ----+ 
Mes(MC, M'C) = Mes(MC, MB) + a [1t]. 

2. En déduire le lieu des points M tels que les 
points C, M et M' sont alignés. 

OAB et OCD sont des triangles équilatéraux de 
sens direct. E est le point tel que BOCE soit un 
parallélogramme. 
Démontrer que AED est un triangle équilatéral. 
(On pourra utiliser la transformation t70 . f 1° t 80.) 

A 

E C 

= 2*-1~~ Classification à raide des points invariants 

~m~r:-"~ Décomposition d'une isométrie 

Soit f une isométrie du plan et A un point. 
Il existe une unique isométrie g et une unique translation t telles que: g(A) = A et f = tog. 
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D émonstration 
Existence 

-+ 
Désignons par A' l'image de A par f et part la translation de vecteur AA'. 
Posons: g = t- 1 of. 
g, composée de deux isométries, est une isométrie. 
De plus: g(A) = r 1 of(A) = t-1(A') = A. 
Donc, f est la composée d'une isométrie laissant A inYai.-i.ant et d'une translation. 
Unicité 
Supposons qu'il existe une isométrie g' laissant A invariante:: one translation t ' telles que: f = t'og'. 
On a : f(A) = t'(A) = t(A) ; donc : t' = t. 
On en déduit que: tog = tog'; donc: g = g'. 

~==~ Isométries laissant invariants trois points !lon alignés 
Soit f une isométrie laissant invariants trois points A, B et C non a.ligrrés. 
Pour tout point M d'image M' par f, on a: M'A= MA, M'B = .tvIB et ~f'C = ~IC. 

• 

Les points M et M' sont confondus, sinon A, B et C appartiendraient à la :::nédiatrice de [MM'] et seraient 
alignés. 

On en déduit que tout point du plan est invariant par f. 

Une isométrie du plan qui laisse invariants trois points non alignés est l'application identique. 

:~1~;:- •. ~ Isométries laissant invariants deux points distincts 
Soit f une isométrie, distincte de l'application identique, laissant invariants deux points A et B distincts. 

• Désignons par C un point extérieur à la droite (AB) et par C' son image par f. 
Les points C _ et C' sont distincts, sinon f laisserait invariants trois 
points non alignés et serait l'application identique. 
De plus : AC' = AC et BC' = BC ; donc (AB) est la médiatrice du seg-
ment [CC']. A 

• Désignons par s la symétrie orthogonale d'axe (AB). 
s 0 f, isométrie laissant invariants les trois points non alignés A, B et 
C, est l 'application identique. 
On en déduit que : f = s. 

C' 

1 B 

C 

Une isométrie du plan qui laisse invariants deux points A et B distincts et qui n'est pas l'application 
identique, est la symétrie orthogonale d'axe (AB). 

=~c.".' .. ·:-d Isométries laissant invariant un point 
Soit f une isométrie laissant invariant un seul point A. A 
Désignons par Bun point distinct de A et par B' son image par f. 
On a: B' * B et AB' = AB ; donc A appartient à la médiatrice (Li) de [BB']. 8 8, 
Désignons par s la symétrie orthogonale d'axe (Li). 
On a: sof(A) = s(A) = A; 

sof(B) = s(B') = B. CM 
s 0 f est une isométrie qui laisse invariants les deux points distincts A et B. 
sof n'est pas l'application identique, sinon f serait une symétrie orthogonale et n 'aurait pas un seul point 
invariant. 
D'après la propriété précédente, s o f est la symétrie orthogonale d'axe (AB). 
On a : s6 of = s(ABJ ; donc : f = sA os(ABJ· 
On en déduit que f est une rotation de centre A. 

Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A est une rotation de centre A. 
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Conséquence 
D'après les propriétés précédentes, toute isométrie du plan qui laisse invariant au moins un point A est · 

- soit l 'application identique ; 
- soit une symétrie orthogonale dont l 'axe passe par A ; 
- soit une rotation de centre A. 

Donc, d'après le théorème précédent, toute isométrie du plan est : 
- soit une translation ; 
- soit la composée d 'une symétrie orthogonale et d 'une translation ; 
- soit la composée d 'une rotation et d'une translation. 

On en déduit le théorème suivant. 

Toute isométrie du plan est une translation, une rotation, une symétrie orthogonale ou une symétrie 
glissée. 

2.2. Déplacements et antidéplacements 

••• Définitions et propriétés 

• Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés. 
• Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé. 

Nous savons que toute _symétrie orthogonale est un antidéplacement. 

Les résultats établis dans le paragraphe précédent permettent de classer les isométries suivant deux cri­
tères : 

- l'effet sur les angles orientés ; 
- l 'existence ou non de points invariants. 

avec point invariant sans point invariant 

Déplacement rotation translation 

Antidéplacement symétrie orthogonale symétrie glissée 

On en déduit les propriétés suivantes. 

• Toute isométrie est un déplacement ou un antidéplacement. 
• Tout déplacement est une translation ou une rotation. 
• Tout antidéplacement est une symétrie orthogonale ou une symétrie glissée. 

n;::ar _ .· J Composition de déplacements et antidéplacements 

• La composée de deux déplacements ou de deux antidéplacements, e~t un déplacement. 
• La composée d'un déplacement et d'un antidéplacement est un antidéplacement. 

On retrouve que la composée de deux isométries est une isométrie. 

• La transformation réciproque d'un déplacement est un déplacement. 
• La transformation réciproque d'un antidéplacement est un -antidéplacement. 
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Rem~r.qyes 
• L'ensemble des isométries du plan, muni de la loi o, est un groupe. 
• L'ensemble des déplacements du plan, muni de la loi o , est un groupe. 
• L'ensemble des antidéplacements du plan, muni de la loi o, n'est pas un groupe . 

..:c;...r:..,: · · J Déterminations d'une isométrie 

Soit A, B, A' et B' quatre points tels que : AB = A'B' et A -:;:. B. 
Il existe un déplacement et un seul transformant A en A' et Ben B'. 

D émonstration guidée 

Existence 
Désignons par : ---- -- r la rotation de centre A et d'angle (AB,A'B') ; -- t la translation de vecteur AA'. 
Démontrer que la transformation f, telle que f = tor, est 
un déplacement qui convient. 

Unicité 
Soit g un déplacement transformant A en A' et Ben B'. 
• Démontrer que : f-1 ag(A) = A et f-1 og(B) = B. 
• En déduire que f-1 og est l'application identique. 
• Conclure . 

. Rem~r~~e~ - - -• Si AB = A'B', alors f est la translation de vecteur AA'. ----+ -► -► --+ 
• Si AB-:;:. A'B', alors f est une rotation d'angle [AB,A'B']. 

Pour construire son centre, trois cas sont à envisager. 

1er cas : A = A' ou B = B' ze cas: (AA') et (BB') sont sécantes 
- Si A = A', alors A est le centre Le centre de la rotation est 0, 
de la rotation. point d'intersection des média­
- Si B = B', alors B est le centre trices de [AA'] et [BB']. 
de la rotation. 

A B 

A 

A' ~ B 
0 

B' 
B' 

A 

• 

B' 

3e cas : (AA') // (BB') 
Le centre de la rotation est 0, 
point d'intersection de la droite 
[AB] et de la médiatrice commu­
ne à [AA'] et [BB']. 

B' 

I 
B 

A 

0 

Soit A, B, A' et B' quatre points tels que : AB = A'B' et A :t:- ~- . 

Il existe un antidéplacement et un seul transformant A en A' et Ben B'. 

D émonstration guidée 
Désignons pars la symétrie orthogonale d'axe (A'B'). 
Soit g un antidéplacement transformant A en A' et Ben B'. 
• Démontrer que s 0 g est un déplacement transformant A en A' et Ben B'. 
• Utiliser la propriété précédente pour conèlure. 
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R~arqu~!. 
• Étant donnés quatre points A , B. A' et B' tels que AB = A'B' et A :f::. B, il existe donc exactement deux 
isométries qui transforment A en A ' et B en B'; l'une est un déplacement et l'autre un antidéplacement. 
• Si l'on note f l 'une de ces i.._qJmétries, alors l'autre est s(A'B'Jof. 

---iLJ_. Travaux dirigés 

Isométries et problème de construction 
1 °) Soit s1 , 5z et 8l les symétries orthogonales d'axes respectifs (t_\), (L1

2
) et (L1

3
). 

• Démontrer que s1 os2 os3 est une symétrie orthogonale si et seulement si les droites (L1
1
), (L1

2
) et (L1

3
) sont 

parallèles ou concourantes. 

2°) Soit (~). (~) et (L13) trois droites concourantes en un point O. 
Construire nn triangle ABC tel que (L\), (L12) et (A3) soient les médiatrices respectives des côtés [AC], 
[BC] et [AB}. 

Solution 
1 °) Étude directe 
Supposons que s1 os2 os3 soit une symétrie orthogonale ; notons s cette symétrie. 
On a : s1 os2 os3 = s; donc: s

1
os

2
= sos

3
• 

• Si (t_\) et (L12) sont parallèles, alors s1 os2 est une translation de vecteur orthogonal à (L1
1

) et (L1
2
). 

De même sos3 est une translation de vecteur orthogonal à (.:1
3

) et à l'axe des. 
Donc, les droites (L1), (L12) et (A

3
) sont parallèles. 

• Si (L1) et (Li2) sont sécantes en un point 0, alors s1 os2 est une rotation de centre O. 
De même s O s3 es_t une rotation de centre O. 
Donc (L13) passe par O et les droites (L11), (A2) et (L1

3
) sont concourantes en O. 

Étude réciproque 
• 1er cas : {L11}, {L12} et (A) sont parallèles. 

On a: s1 os2 os3 = tûos3, où il est un vecteur normal (L1
1

) et (L1
2
), donc normal à (L1

3
). 

On en déduit que s1 °s2°s3 est une symétrie orthogonale. 
• 2e cas : (L1) (A) et (A3) sont concourantes en O. 
s1 °s2°s3, antidéplacement qui admet au moins un point invariant, est une symétrie orthogonale. 

A 

2°) Analyse d'une figure répondant à la question 
Les médiatrices d'un triangle sont concourantes. 

Donc, s1 os2 os3 est une symétrie orthogonale ; on désigne 
par (01) son axe. 

On a : s1 os2 os3 = s(2DJ· 
De plus : s1 os2 osiA) = s1 osz[B) = s

1
(C) = A. 

Donc: A E (01). 
On en déduit que : (01) == (OA). 

Construction de (<zi;) 

Soit M un point distinct de O et M' son image par s
1 
o s

2 
o s

3
• 

• Si M' == M, alors (01) = (OM). 
• Si M' :f::. M, alors (01) est la médiatrice de [MM']. 

Discussion 
Tout point A1 de (::ll) pnvee de O peut être considéré 
comme sommet d'un triangle cherché ; 
les dêux autres sommets de ce triangle sont : 

Bl = s3(A1) et cl= sl(AJ 
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IRlü~~ Groupe de transformations du triangle équilatéral 
Déterminer toutes les isométries laissant invariant un triangle équilatéral ABC. 

Établir le tableau de composition de ces isométries. 

S olution 
Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, 0 son centre de gravité et f une isométrie laissant ABC 
invariant. 
Toute isométrie conserve le barycentre ; donc : f(O) = O. 
f est une isométrie laissant invariant au moins un point ; donc f est une rotation (éventuellement l 'ap­
plication identique) ou une symétrie orthogonale. 
Supposons que f est distincte de l'application identique. • 
• Si f laisse invariants deux des points A, B ou C, alors f est une isométrie laissant invariants trois points 
non alignés ; donc f est égale à Id, ce qui est contraire à l'hypothèse. 
On en déduit que f laisse invariant au plus l'un des trois points A, B et C. 
• Si f laisse invariant un seul des points A, B ou C, alors f est la symétrie orthogonale par rapport à la 
droite passant par O et ce point. 
• Si f ne laisse invariant aucun des trois points A, B ou C, deux cas sont possibles : 
- soit f(A) = B, f(B) = C et f(C) = A ; f est alors la rotation r de centre O et d'angle 

2
; ; 

- soit f(A) = C, f(B) = A et f(C) = B ; f est alors la rotation r-1 de centre O et d 'angle -
2
; . 

On obtient le tableau de composition suivant. 
A 

~ 
1 Id r r-1 5(0A) 5co8) S(OC) 

Id Id r r-1 5coA) 5(08) 5(0C) 

r r r-1 Id 5(08) S(OC) 5(0A) 

r-1 r-1 Id r 5c0C) S(OA) 5(0B) 

S(OA) 5(0A) 5(0C) 5(08) Id r r-1 

5(08) 5(08) 5(0A) S(OC) r-1 Id r 

S(OC) S(OC) 5(08) S(OA) r r-1 Id 

.. R~ma~.gu~ 
Si on désigne par !}>ABC l'ensemble des isométries laissant invariant un triangle équilatéral ABC, (!}>ABC• 0 ) 

est un groupe. 

2.a Soit deux droites (2li) et (2li'), A un point de ('2ll) 
et A: un point de (2li'). 
Démontrer qu'il existe deux déplacements qui 
transforment A en A: et ('2tl) en (2li'). 

2.b (~) et (~') sont deux cercles de même rayon et 
de centres distincts O et O'. 
Soit A un point de(~) et A: un point de(~'). 
Démontrer qu'il existe un unique déplacement 
transformant A en A' et(~) en(~'). 

2.c Soit A, B, Cet D quatre points distincts tels que 
C est le milieu de [AB] et B le milieu de [CD]. 

Démontrer qu'il existe une unique rotation r 
telle que : r(A) = D et r(B) = C. 
Préciser le centre et l'angle de cette rotation. 

2.d ('f6) est un cercle de centre 0, A un point exté­
rieur à (c~ ) et ('2tl) une droite. 
Construire un triangle équilatéral ABC tel que : 

B E ('f6) et C E ('2tl). 

2.e 1 . Déterminer toutes les isométries laissant 
invariant un carré ABCD. 
2. Établir le tableau de composition de ces iso­
métries. 
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. ·Ap plications .oaffines 
---""'--........ 
Dans cette leçon, <!P désigne le plan et "V l'ensemble des vecteurs du plan. 

-~-,J~~t Généralités 

ln trod uction 
• Soit (~) et (~) den.x droites sécantes et p la projection sur(~ ) paral­
lèlement à (~). 

Soit A et B deux points distincts, À un nombre réel et C le point tel - -· que: AC = .L-\.B. 

On désignè par A', B' et C' les images respectives de A, B et C par p. 

-+ - - --On a : AC = L'\B ç::> (1 - Â..) CA + Â.CB = o 
ç::> C = bar ((A, 1 -À), (B, À)}. 

A' C' 

On a \71 en classe de première que les projections conservent le barycentre de deux points. 
-► -Donc: C' = bar {(A', 1 - À.), (B', À)}; c'est-à-dire: A'C' = ÀA'B'. 

On dit que p conserve le coefficient de colinéarité. 

B' 

• Plus généralement, on démontre de façon analogue qu'une application de <!P dans <!P qui conserve le 
barycentre de deux points pondérés conserve le coefficient de colinéarité. 

• Réciproquement, soit f une application de <!P dans <!P qui conserve le coefficient de colinéarité. 
Soit G le barycentre de deux points pondérés (A, a) et (B, b) (a+ b 1:- 0). 

-+ b - ____. b -► On a: AG= --b AB; donc: f(A)f(G) = --b f(A)f(B). 
a+ a+ 

On en déduit que f(G) est le barycentre des points pondérés (f(A), a) et (t(B), b). 
Il est donc équivalent de dire qu'une application du plan conserve le coefficient de colinéarité et qu'el­
le conserve le barycentre de deux points pondérés. 

Définition et propriétés 

On appelle application affine du plan toute application de (<!P} dans(<!/') qui conserve le coefficient de 
colinéarité. 

Une application affine bijective du plan est appelée transformation affine du plan. 

Soit f une application du plan dans lui-même. 
f est une application affine si et seulement si f conserve le barycentre de deux points. 

Exemples 
• Toute projection du plan est une application affine du plan. 
• Toute isométrie du plan est une transformation affine du plan. 
• Toute homothétie du plan êst une transformation affine du plan. 

• La composée de deux applications affines du plan· est une application affine du plan. 
• La réciproque d'une transformation affine du plan est une transformation affine du plan. 
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D émonstration 

• Soit f et g deux applications affines du plan. 

Pour tous points A, B, G du plan et tout nombre réel À, on a : - - ------- ------AG = À.AB ⇒ f(A)f(G) = Àf(A)f(B) 

⇒ g[f(A)]g[f(G)] = À g[f(A)]g[f(B)]. 

Donc la composée de deux applications affines du plan est une application affine du plan. 

• Soit f une transformation affine du plan, G le barycentre de deux points pondérés {A, a) et (B, b). 

Désignons par G' le barycentre des points pondérés ( f-1 (A), a) et ( f-1(B), b ). 

On a: f(G') = bar {(A, a); (B, b)) = G ; donc: f-1 (G) = bar {(r1 (A), a); (f-1 (B), b)}. 

f-1 conserve le barycentre de deux points ; donc f-1 est une transformation affine du plan. 

Exemple 
Toute similitude, composée d'une isométrie et d'une homothétie, est une transformation affine du plan. 

,R~JIIM,,QY,g 

L'ensemble des transformations affines du plan, muni de la loi o, est un groupe appelé groupe affine du plan. 

rv~~:-.:u..:-: Application vectorielle associée à une application affine 
-'+ -Soit f une application affine, A, B, C et D quatre points tels que AD = BC. On désigne par A', B', C' et D' 

les images respectives de A, B, C et D par f. - - - -f conserve le coefficient de colinéarité; donc : AD= BC ⇒ A'D' = B'C'. 

La conservation de cette égalité vectorielle justifie la définition suivante. 

Soit f une application affine de '!J>. 

On appelle application vectorielle associée à fl'application de "If dans 'V, notée cp, telle que pour tous - -------points A et B de '!J>, on a : cp(AB) = f(A)f(B). 
) 

Exemples 
• Une. application de '!J> dans '!J> est une translation si et seulement si pour tous points M et N d 'images 

-► -► 

respectives M ' et N', on a: M'N' = MN. 
On en déduit que l'application vectorielle associée à une translation est l'application identique de "If. 

• Une application de '!J> dans '!J> est une homothétie de rapport k (le et; 0 et k et; 1) si et seulement si pour 
-+ -tous points M et N d'images respectives M' et N', on a : M'N' = k MN. 

On en déduit qué l 'application vectorielle associée à une homothétie de rapport k est l'application de "If 
dans "If qui à tout vecteur Û associe le vecteur k Û. 

Cette application est appelée homothétie vectorielle de rapport k. N' 

• Une application de '!J> dans '!J> est une rotation d'angle a si et 
seulement si pour tous points M et N distincts d'images respec'" -- - ........ tives M' et N', on a : MN = M'N' et (MN, M'N') = a. 
On en déduit que l'application vectorielle associée à une rotation 
d'angle a est l'application de "If dans "If qui à to.Et__vecteur Û non 

nul associe le vecteur rP tel que: llûll = llû11 et (Û ;Û1 = â: 
Cette application est appelée rotation vectorielle d'angle a. 

N 

0 
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Soit f une application affine du plan, <p l'application vectorielle associée à f. 
Pour tous vecteurs Û et "il de •r et pour tout nombre réel ex, on a: 

• <p( ex ÛJ = cxq>(Û) ; 
• (j)(Ü + ti) = cp(Ü) + cp(v). 

On dit que cp est une application linéaire ; <p sera désormais appelée application linéaire associée à f 

Démonstration 
• La première propriété traduit la conservation de la colinéarité. 

Démontrons la seconde propriété. - -• Soit A , B et C trois points tels que : AB = Ü et BC = it. 
On désigne par A' , B' et C' les images respectives de A, B et C par f. A' 

- - - :7'\ ➔ On a : A'C' = A'B' + B'C' = <p(u, + cp(v); 
- - -+-+ A'C' = <p(AC) = cp(u + v ). 

On en déduit que : cp(Û + Ïi) = cp(Û) + <p(Ïi). 

emar ues 
➔ -+ ----+ - -+ • On a : <p(O) = 0; en effet: cp(AA) = f(A}f(A) = O. 

( 
n -+) n -+ • Plus généralement, on a: cp I,c:x.u. = I.cx

1
.<p(u

1
.J. 

i=1 1 1 i=1 

Toute application· affine conserve le barycentre. 

l?émonstration 
Soit f une application affine et cp l'application vectorielle associée à f. 
f conserve le coefficient de colinéarité et <p est une application linéaire. 

n -+ ➔ 

Soit G le barycentre des points pondérés (Ai, a 1) 1 s i s 11 ; on a : 
1
; cxi GA1 = O. 

B' 

B 

~ :: A _ -+ C 
u+v 

On désigne par G' et A' i (l s I s n) les images respectives des points G et Ai (l ~ i s nJ par f. 

(
n --+- ) 11 --+- n --+ ➔ -+ n --+- -+ 

On a: <p I,a.GA. = I,a.cp(GA.) = I,aiG'A'1 et q>(O) = O ; donc: I.cxïG'A\ = O. 
i=1 1 1 i=1 1 1 i=l i=l 

On en déduit que G' est le barycentre des points pondérés (A' 1, cx1) 1 s i s n· 

=--3.2. Autres propriétés 

Détermination d'une application affine 
Soit A, B, C trois points non alignés de <fP et f une application affine de <!P. 
Soit Mun point du plan et (x; y) ses coordonnées dans le repère (A, B, C). 

- - ----+ - - - -+ On a : AM = xAB + y AC ⇒ xMB + y MC + (1 - x - y)MA = 0 
⇒ M = bar {(A, 1 - x - y), (B, x) , (C, y)} , 

⇒ f(M) = bar {(f(A), 1 - x - y) , (f(B), x), (f(C), y) ). 

On en déduit la propriété suivante. 

Une application affine du plan est déterminée par la donnée de trois points non alignés et de leurs 
images. 
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.Remarques 
• Si deux applications affines du plan coïncident en trois points non alignés, alors elles sont égales. 
En particulier, l'application identique est la seule application affine du plan qui laisse invariants trois 
points non alignés. 
• Une application affine du plan est bijective si et seulemen t si l 'image d'un repère est un repère. 

Exemples 

• Soit ABC un triangle et f l 'application affine ·du plan définie par : 
f(A) = A, f(B) = B et f(C) = A. 
Déterminer la nature de f. 

. Soit p la projection sur la droite (AB) parallèlement à la droite (AC). 
On a : p(A) = A, p (B) = B et p(C) = A ; donc : f = p. 

• Soit ABCD un parallélogramme de centre O et f l'application affi­
ne du plan définie par : f(A) = C, f(B) = B et f(D) = A. 
Déterminer C' et O' , images respectives par f des points C et O. 

--+ --+ -► ------On a : AB = DC ⇒ f(A)f(B) = f(D)f(C) 
-+ -► 

=> CB = AC'. 
-+ -+ 

Donc, C' est tel que : AC' =CB. 
On a : 0 milieu de [BD] ⇒ O' milieu de [f(B)f(D)] 

=> O' milieu de [BA]. 

Points invariants par une application affine 

Soit f une application affine de '1P. 

C' 

A : 
, , , , , 

, --, --, _-
• 

L'ensemble des points invariants par f est 0, un singleton, une droite ou '1P. 

D émonstration 

Soit (.9\ ) l'ensemble des points invariants par f. Raisonnons par disjonction des cas. 

• 1er cas : il existe au moins trois points invariants non alignés A, B et C . 
On a vu dans le paragraphe précédent que f _est alors l'application identique de <!J>. 
On en déduit que : (.9'[) = <!P. 

M 

M' 3 

• ze cas : il n'existe pas trois points invariants non alignés, mais il existe deux points invariants dis­
tincts A et B. 
- Tout point invariant M est tel que A, B et M sont alignés ; donc : (Jf) C (AB). 

-+ -+ 
- Soit M un ooint de la droite (AB) ; il existe un nombre réel À. tel que : AM = À.AB. 

- >-" -+ -+ 
On a : Af(M) =À.AB= AM; donc M est invariant et (AB) C (.<J>f). 
On en déduit g_ue : (.9>r) = (AB). · 

• 3e cas : (.9> 1) ne contient pas deux points invariants distincts. 
(.9>f) est soit l'ensemble vide, soit un singleton. 

Exemples 

• Une translation de vecteur non nul n'a pas de point invariant. 
• Une rotation d 'angle non nul n'a qu'un point invariant, son centre. 
• L'ensemble des points invariants par une symétrie orthogonale est l 'axe de cette symétrie. 

Soit f une application affine, (AB) une droite, N et B' les images respectives de A et B par f. 
• Si N = B', alors l'image de (AB) est le singleton {N}. 
• Si A' * B', alors l'image de (AB) est la droite (NB'). 
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D émonstration 
La droite (AB) est l 'ensemble des barycentres de A et B, donc l'image de (AB) est l'ensemble des bar-:-­
centres de f(A) et f(B). On en déduit qµe : 
• si A' = B', alors : f(AB) = IA'} ; 
• si A'* B', alors: f(AB) = (A'B'). 

Remar ue 
L'image d'une droite par un?transformation affine est une droite._ 

Exemples 
Soit (~) et (~) deux droites sécantes et p la projection sur(~) parallèl,ement à (11). 
• L'image d'une droite parallèle à (11) est un singleton. 
• L'image d'une droite sécante à (11) est (91i). 

Soit f une application affine du plan, (AB) et (CD) deux droites parallèles. 
Si l'image de (AB) par f est une droite (A'B'), alors l'image de (CD) par f est une droite (C'D') parallè­
le à (A'B'). 

D émonstration 
-+ -+ -+ -+ 

Les vecteurs AB et CD sont colinéaires ; donc, il existe un nombre réel le non nul tel que : CD = le AB. 
-+ -+ 

f est une application affine ; donc f conserve le coefficient de colinéarité et on a : C'D' = lcA'B'. 
-► ----+ . 

L'image de (AB) est une droite ; donc : A'B' * O. 
-+ ----+ 

On en déduit que C'D' * 0 et que l'image de (CD) par f est une droite (C'D') parallèle à (A'B'). 

R ~Q1arg_µes 

• 

• Les images par une transformation . affine du plan de deux droites strictement parallèles sont de1Lx: 
droites strictement parallèles. 
• Les images par une transformation affine du plan de deux droites sécantes sont deux droites sécantes_ 

Soit f une application affine du plan. 
· • Si f est bijective, alors: f{QJ>) = QJ>. 

• Si f n'est pas bijective, alors f{QJ>) est un singleton ou une droite. 

Démonstration 
Soit A, B, C trois points non alignés et A', B', C' leurs images respectives par f. 

• 1 er cas : A', B' et C' sont non alignés 
(A', B', C') est un repère du plan ; donc f est bijective et f(QJ>) = QJ>. 

• 2e cas : A', B' et C' sont alignés et non tous confondus 
On peut supposer par exemple que A' et B' sont distincts. 
D'après la propriété 1, on a : f(AB) = (A'B') ; donc (A'B') Cf(~ ). 
De plus, l 'image de tout point M du plan, considéré comme barycentre de A, B, et C, est un point M' 
barycentre de A', B' et C'; donc .: f(~') C (A'B'). 
On en déduit que : f(QJ>) = (A'B'). 

3e cas : A' = B' = C' 
On a: f(QJ>) = {A'}. 

Exemples 
• L'image de ~ par une translation est QJ>. 
• L'image de~ par la projection m;thogonale sur une droite (91i) du plan est (2b). 
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n•·-- Expression analytique d'une application affine 
Le plan est muni du repère (0, t ]\ 
• Soit f une application affine du plan, 9 son application linéaire associée. 
Désignons par O' l'image de O par f, (a ; a l, (b; b1 et (c; c1 les coordonnées respectives de cp(T}, q>Û) 
et de O'. 

Pour tout point M(;) et son image :\r(;;) par f, on a: O'M' = q>(OM) = q>(xf+ y]J = xcp(I) + yq>Û). 

D ( , )-+ r •• , ri-+ ,,.1 ~ ,-+) (b-+ b'-+) , , d. { x' = ax + by + c one: x -ci + 19 -C)J =..._\al + aJ +y z + J ;cest-a- ue: , , b' , . 
y =ax+ y+c 

R, . . f 1· . d' . 1 . { x' = ax + by + c • ec1proquement, smt une app 1cat10n express10n ana ytique : , , b' , . 
y =ax+ y+c • 

Désignons par G le barycentre des points pondérés (A, a) et (B, 13), par N, B' et G' les images respectives 
des points A, B et G par f. 

- - - -► - -+ On a: aGA + f3GB = 0 ; démontrons que: aG'N + f3G'B ' = O. 
On a: a(x~ -xé) + f3(x~ -xb) = a[a(xA -Xe)+ b(yÀ - ·Ye)1 + f3[a(x8 -Xe)+ b(y8 -yc)1 

= a[a(xA - xc) + f3(x8 - Xe)] + b[a(yA - Ye) + f3(y8 - yJ] 
= o. 

On démontre de même que : a(y~ - yb) + f3(y~ - Yb) = O. 
On en déduit que G' est le barycentre des points pondérés (N, a) et (B', f3). 
Donc, f est une application affine du plan. 

On en déduit la propriété suivante. 

Le plan est muni du repère (0, t, J). 
Soit f une application du plan dans lui-même. 
f est une application affine du plan si et seulement si elle admet une expression analytique de la forme : 

· { x' = a.--c + by + c 
y'"= à'x + b'y + c'. 

Exemples 
L' · al · d 1 1 · d -+(a) t {x' ·=x+a • express10n an ytique e a trans ahon e vecteur u b es : y'= y+ b. 

• L'expression analytique de l'homothétie de centre n(_\) et de rapport - 2 est: { z: : = ;; ~ ~. 
L. 1· . d "" d "" d' . 1 . { x' = Zx + 3y - 5 1· . ffi • app 1cat10n e -:.r ans -:.r express10n ana ytique , 3 7 11 

est une app 1cahon a ne. 
. y=x-y+ .J 

~..-3.3~ Affinités du plan 

ri;;;;~~ Affinité d'axE: (2b), de direction 6 et de rapport k 

Soit (2ll) une droite, ô une direction de droites distincte de celle de 
(2ll) et k un nombre réel. 
On appelle affinité d'axe (2ll), de direction ô et de rapport k l'appli­
cation f qui à tout point M . du plan associe le point M' tel que : - -HM'= kHM, où H est le projeté de M sur (2ll) suivant la direction ô. 

ô 

Lorsque la direction de (2ll] est orthogonale à ô, f est l'affinité orthogonale d 'axe (2ll) et de rapport k . 

,Remar ues 

• Si k = 0 , alors f est la projection sur (2ll) suivant la direction ô. 
• Si k = 1, alors f est l 'application identique du plan. 
• Si k = - 1 et si la direction de (2ll] est orthogonale à ô, alors f est la symétrie orthogonale d 'axe (2ll]. 
• L'ensemble des points invariants d'une affinité est son axe. 
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Expression analytique 
Le plan est muni du repère (O. t J). 
On ne donne l'expression analytique d'une affinité que 
·dans le cas particulier où l'axe est parallèle à la droite 
de repère (O, f) et la direction est celle de f 
Soit f l'affinité d 'axe (3:) d 'équation : y = b, 

de direction celle de .Ï. 
de rapport k. 

Soit M(;) un point du plan, M'(;'.) son image par f et 

H le projeté de M sur (2b) suivant la direction de .f 
--+ , --+ { X

1 

= X 
On a : HM = k HM ç:=> y, _ b = k(y _ b) . 

On en déduit la propriété suivante. 

M 

b 1-----4--.:_H _ _ __ _ 

7 
:J 

0 ..,.. 
L 

M' 

Le plan est muni du repère (0, "t J\ 
L'expression analytique de l'affinité d'axe (2D) d'équation y = b, de direction celle de Jet de rapport k 

eSl : { ;: : k; + (1 - k)b · 

,R~rnar. ues· 

• Toute affinité est une application affine. 
• Soit f l'affinité d'[!xe (qJ;) de vecteur directeur U; de direction celle de ri et de rapport k. 

L'application linéaire associée à f est l'application <p de 'V dans lui-même définie par : { <p((,f}. = zl7 - >-<p V1= CV 

On en déduit qu'une affinité est bijective si et seulement si le=/:- O. 

3.a Soit ABC un triangle, A', B' et C' les milieux 
respectifs de [BC), [AC] et [AB], f l'application 
affine du plan définie par : 

f(A) = A, f(B) = B' et f(C) = C'. 
1. Déterminer les images par f de A', B' et C'. 
2. Déterminer les images par f des droites 
(AA'), (BB') et (CC'). 
3. Déterminer l'expression analytique de f dans 
le repère (A, B, C). 

3.b (®) et (il) sont deux droites sécantes en un 
point O. Soit f l'application du plan dans lui­
même qui à tout point M associe le point M' tel 
que: 
- si M ~ (il) , alors M' = M ; . 
- si M $. (il), alors le milieu I de [MM'] appar-
tient à (il) et (MM') // (®). 
1. Construire les images par f de deux points 
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distincts A et B dans les cas suivants : 
a) les droites (AB) et (il) sont parallèles ; 
b) les droites {AB) et.(il) sont sécantes. 
2. Démontrer que f est une application affine 
du plan. 

3.c Le plan est muni du repère (0, I, J). 
On considère l'application affine f telle que : 
f(O) = I, f(I) = J et f(J) = O. . 
1 . Démontrer que f est bijective. 
2. Déterminer l'ensemble des points invariants 
par f. · 

3.d On reprend l'application f de l 'exercice 3b. 
1. Déterminer une e~ression analytique de 1 
dans lin repère (0, -CJ) tel que TutT sont vec­

. teurs directeurs respectifs de {2îl) et {il). 
2. Démontrer que f est bijective. 



I Exercices· 
] 

D écomposition 
et composition d'isométries 

1 ABCD est un rectangle. 
Dans chacun des cas suivants, déterminer la droite (ô) 
telle que: 

a) \1i = s8 os(ADJ b) \ïi = s(ADlos8 

c) \1i = s8 os(BCJ d) ~ = s(BC)os8 . 

1 Soit ABC un triangle, 0 le centre de son cercle 
circonscrit, (ô1), (ô2 ) et (ô3) les médiatrices respectives 
de [BC], [CA) et [AB). 
Déterminer les applications suivantes : 
a) s(ACJos(ABJ b) s82 os83 

c) S83 os82 OS81 d) s
81 

os
82 

os 8
3

• 

3 ABC est un triangle équilatéral de sens direct et 
de centre O. Dans chacun des cas suivants, déterminer 
la droite (ô) telle que : 
a) r(A.fl = st. os(AB) b) r(A,fl = s(OA)ost. 

cJ r(O, ?fl = s(OA)os8 d) r(O, ?fi= s8 os(OA)' 

4 ABC est un triangle équilatéral de sens direct et 
de centre O. Déterminer les applications suivantes : 

a) r(B.~or(C.? b) r(B.flor(A.-fl 

5 ABC est un triangle équilatéral de sens direct. 
Déterminer les applications suivantes : 
a) r(A ~ot- b) t-► or(A ~ 

• 3 AB AB •3 

c) r(C.~or(B.~or(A,f l d) r(C,flor(A.~or18.~. 

6 ABCD est un carré de sens direct et de centre O. 
Déterminer les applications suivantes : 

a) ·r(A,¾Jor18,¾J b) r(A.?or(B,? 

c) r(A,?or(B,- fl d) 1KB or(B.~ 

e) t-► or(o 1t,ot-AB •z' CD f} t-► or(B it , ot-. 
AB •z' BA 

7 ABC est un triangle. --► ---+ .-.. ->- ---+ -->- ---+ ---
On pose: (AC,AB) = a, (BA, BC) = ~. (CB, CA)= y 

et f = r(C, -y) or(B, ~) or(A, a)· 

1 . Démontrer que f est une symétrie centrale. 
2. Soit P le point de contact du cercle inscrit dans le tri­
angle ABC avec [AC]. 
Déterminer f(P) et en déduire la nature exacte de f. 

8 ABC est un triangle équilatéral de sens direct. 
On désigne par (ï) le cercle circonscrit à ABC et O son 
centre. La médiatrice de [BC] coupe (r) en A et D. 

On note A: le point d 'intersection des droites (BD) et (AC). 
1. Démontrer que N est le symétrique de A par rapport 
àC -

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
des transformations suivantes : 

s(BD)os(OC) ; s(CA)os(AB) : S cr:o"S{CA}' 

3. On note: f = s(BDloscos(AB)" 
a} Déterminer f(A) puis la nature et les éléments carac-
téristiques de f. • 
b) En déduire la nature de la transformation s{HD)osc-

I sométries et démontrations 
de propriétés 

9 ABC est un triangle de sens direct. 
Les points Pet Q sont tels que les triangles PAC et QAB 
sont extérieurs à ABC, isocèles rectangles respective­
ment en P et Q. 
I est le milieu de [BC]. 
Soit rp et rQ les quarts de tour 
directs de centres respectifs P 0 
et Q. 
1. Démontrer que : rporQ = s1. 

2. En déduire que IPQ est un 
triangle isocèle rectangle en I. 

10 ABC est un triangle 
de sens direct. Les points D, E 
et F sont tels que les triangles 
BCD, AEB et CF A sont équi­
latéraux directs. 
1. Préciser la nature de la 
transformation r(B,-r o r(A, _ 1f 

2. Utiliser cette transformation 
pour démontrer que AEDF est 
un parallélogramme. 

11 ABCD est un carré 
de sens direct et M un point 
de la droite (BD). 
On désigne par P, Q, R et S les 
projetés orthogonaux respec­
tifs de M sur (AB), (BC), (CD) 

A 

F 

E 

et (AD). A B 

C 

C 

1. Démontrer qu'il existe un quart de tour· direct r tel 
que : r(C) = S et r(M) = P. · 
2. En déduire que les droites (MC) et (PS) sont perpen­
diculaires. 

11· P,· Q et R sont les 
centres des trois carrés, I est 
le milieu de [AB]. 
}.. Démontrer que les tri­
angles IPA et IQR sont rec­
tangles isocèles en I. 
2. En déduire que AR = PQ et 
que les droites (AR) et (PQ) 
sont perpendiculaires. 

p 
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13 ABC et ACD sont 
deux triangles équilatéraux 
de sens direct. 
Les points O et I sont les 
milietLx Lesoeci::iis d e [AC] 
et [ABJ. les points L et E 

D 

->- ____,._ ____,._ 

sont tels que : OC = CL = LE. B 
____,._ 

Soit t la translation de vecteur OA, r la rotation de 
centre A. et d·anile ; . On note: f =rot. 
1. a) Quelle est l'image de O par f ~ 

b) Donner une mesure de l'angle (ÏÔ, ÎA). 
c) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de 
la transformation f. 
2. M étant un point quelconque du plan, on note 

= r(M), J le milieu de [EM] et K le milieu de [ND]. 
a} Soit P l'antécédent de M part. Quel est le milieu de 
[LP]? 
b} Lorsque I, Jet K sont distincts, démontrer que le tri­
angle IJK est équilatéral. 
(On pourra utiliser f(L] et f{P).) 

14 ABC est un triangle tel que : -____,._ ____,._ 

Mes(AB, AC) = ; et AB < AC. 

On désigne par (ï) le cercle circonscrit à ABC et O son 
centre. Soit E le milieu de [BC] et P le point de [AC] tel 
que AB= CP. La droite (OE) coupe (ï) en I et J, tels que 
Jet A soient sur le même arc de corde [BC]. 
1. a} Faire une figure. 
b} Quel est l'ensemble des points M du plan tels que : --. ____,._ ____,._ 

Mes (MB, MC) = ; ? 
2. a) Justifier qu'il existe une unique rotation r telle que : 

r(A) = P et r(B) = C. 
Déterminer son angle. 
b} Démontrer que son centre est un point de (r), que 
l'on précisera. 
c] Quelle est la nature du triangle JAP ? 
3. a] Déterminer l'image de B par ro.s

8
, où s

8 
est la 

symétrie de centre B. . 
b) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de ros8 • 

I sométries et recherches 
dé lieux géométriques 
15 Soit ('2n) une droite et A, B deux points exté­

rieurs à cette droite. À tout point M de (\!ll), on associe 
le point M', second point d'intersection du cercle de 
centre A et de rayon AM avec le cercle de centre B et de 
rayon BM. 
Déterminer le lieu géométrique des points M' lorsque le 
point M décrit la droite (\!ll). 

16 (~) est un cercle de centre O et A un point de (~). 
Soit M un point de (~) et P le point tel que (MP] est un 
diamètre de (<€). La droite (AP) et la parallèle à (OA) 
passant par M se coupent en un point N. 
Déterminer le lieu de N lorsque M décrit (<€). 

17 (~) est un cercle, A et B sont deux points exté­
rieurs à(~), M est un point de (<€). Soit ABMP un paral­
lélogramme et Q le point tel que le triangle APQ soit 
équilatéral direct. 
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Déterminer le lieu de Q lorsque M décrit (~). 

18 ('15) est un cercle, A et B deux points distinra 
et non diamétralement opposés de (<€) 

À tout point M du grand arc AB, privé du point B, o:: 
associe le point N de la demi-droite [BM) tel que : 

AM = BN. 
1. Démontrer que N est l'image de M par la composée 
d 'une translation et d'une rotation que l'on précisera. 

2. Déterminer le lieu de N lorsque M décrit AB, pri-œ 
de B. 

19 ABC est un triangle équilatéral de sens direct 

On désigne par r1 la rotation de centre A et d'angle ; . 

par r2 la rotation de centre B et d 'angle 2f. 
Pour tout point M du plan, on pose : 

N = r1(M) et M' = rz(N). 
Soit r la transformation telle que: r = r

2
orr 

1. Soit D le symétrique de C par rapport à la droite (AB. 
et Q le milieu du segment [BD]. Déterminer r(B). 
En déduire la nature de r. 
2. a) Démontrer que les poi~ M, N et M' sont aligné5 

____,._ ____,._ 

si et seulement si : Mes (tvfQ, MA) = ; [1t] . 

b) En déduire que l'ensemble (ï) des points M du plar: 
tels que M , N et M' sont alignés est un cercle passaffi 
par les points A et Q. Construire (ï). 

I sométries et problèmes 
de construction 

10 ABC est un triangle et I un point du segmec: 
[AB]. Construire un triangle équilatéral IJK tel que: 

J E (BC) et K E (AC). 

11 (L'..) est une droite, A et B sont deux points dis-­
tincts n'appartenant pas à (L'..), A' et B' sont les symé­
triques respectifs de A et B par rapport à (L'..). 
Soit M un point du plan. 
Construire, à la régle uniquement, le symétrique M' d? 
M par rapport à (L'i.). · 

Il (C€) et(~') sont deux cercles concentriques. 
Construire un carré dont deux côtés opposés sont des: 
cordes de (~) et (<'.€'). 

13 Soit (L'..1), (L'..2) et (L'..3 ) trois droites concourante. 
en un point O et non perpendiculaires deux à deux. 
Construire un triangle ABC tel que (ti.

1
), (L'..

2
) et (~ 

soient les bissectrices respectives des angles 
A, Betê. 
(On rappelle quf!_ le. centre du cercle inscrit dans un t;i­
angle est le point d'intersection des bissectrices d; œ 
triangle.) 

14 (L'..) et (L'..') sont deux droites parallèles et A u::. 
point n'appartenant à aucune de ces deux droites. 
Construire un triangle ABC tel que : 
- ABC est rectangle et isocèle en A ; 
- B E (L'..) et C E (L'..') . 
Préciser le nombre de solutions. 



éterminations d'isométries 

15 ABCD est un carré de sens direct et de centre O. 
Soit r le quart de tour direct de centre O et t la transla-

-+ 
tion de vecteur BC. 
Caractériser les transformations rot et tor. 

16 ABCD est un rectangle tel que : AD ;:: 2AB. 
1. Construire les points E et G tels que : 

- - - 1 -AE ;:: 2AB et AG;:: - 2 AD. 

2. Démontrer qu'il existe deux rotations, dont on déter­
minera les éléments caractéristiques, qui transforment 
le rectangle ABCD en le rectangle AEFG. 

17 Soit ABCD un losange (AC> BD) et O son centre. 
1. Déterminer toutes les isométries laissant invariant 
ABCD. 
2. Établir la table de composition de ces isométries. 

18 Le groupe de Klein 
Soit A et B deux points distincts, Ile milieu de [AB]. ' 
1. Démontrer que toute isométrie f qui transforme [AB] 
en lui-même vérifie : 
- soit f(A) ;:: A et f(B) ;:: B 
- soit f(A) ;:: B et f(B) ;:: A 
2. Déterminer toutes ces isométries. 

19 ABC est un triangle équilatéral de sens direct 
et de centre O. On désigne par A', B' et C' les milieux 
respectifs des segments [BC], [CA] et [AB). 
1. Déterminer deux isométries f et g transformant le 
couple (A, B') en le couple (B, C'). 
2. Préciser l'image du couple (C, A') par chacune de ces 
transformations. 

A pplications affines 

30 Soit ABC un triangle isocèle tel que AB = AC, 
B' et C' les milieux respectifs de [AC] et [AB], f l'appli­
cation affine du plan définie par : 

f(A) ;:: A, f(B) ;:: B' et f(C) ;:: C'. 
1. Démontrer qu'il existe une homothétie h dont on pré­
cisera le centre et le rapport telle que hof soit une iso­
métrie. 
2. Préciser la nature de hof. 

31 Soit ABCD un losange et f l'application affine 
de l!P définie par : f(A) ;:: A, f(B) ;:: D et f(C) ;:: D. 
1. a) Déterminer les images par f du point D, de la droi­
te (AD) et du plan<}}>_ 
b) Démontrer que fof est une application constante. 
2. Soit g la symétrie orthogonale d'axe (AC). 
a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de 
l'application gof. 
b) En déduire la construction de l'image par f d'un 
point quelconque M de Çi}, 

31 Soit ABC un triangle et f l'application affine 
du plan définie par : f(A) ;:: B, f(B) ;:: A et f(C) ;:: C. 
1. Démontrer que: f of;:: Id. 
On dit que f est involutive. 

2. Démontrer que le milieu I de [AB] est invariant par f. 
3. Démontrer que la droite (IC) est invariante point par 
point par f. 
4. Démontrer que la droite (AB) est globalement inva­
riante par f. 
5. Construire lïmage d'un point M du plan par f. 
(On distinguero trois cns : 

ME {ICJ. !JJ E U B) et M $. (IC)U(AB).) 

33 ABCD est m:i JE<illélogramme tel que AB;:: BD. 
Soit f l'application a:Er:œ de ~ définie par f(A) ;:: B, 

l -+ 
f(B);:: D, f(D) ;:: C et t "!a .:a:::s!ation de vecteur AB. 
1. Préciser la nature de l'ap:;ilication g définie par : 

g ;:: r--::.c:i. 

2. Construire l'image par f d'l.!Il poi:m q-.re!conque M de <}}> . 

3. Démontrer que f n·ac1.me:: pas de poim invariant. 

34 A, B, C sont trois poin3 non alignés de <jJ> et D 
le point tel que C soit le milien de :BD}. 
Soit f l'application affine è.e 'il' définie par : 

. f(A) = A, f{B) = D et f(C) ;:: B. 
1. Déterminer l 'ensemble des poins im:ariants par f. 
2. En déduire qu'il existe un poinl G de la droite (BC), - -invariant par f, et exprimer GB en fonction de GC. 
3. Démontrer que f est une affinité dont on précisera les 
éléments caractéristiques. 

35 Soit a et ~ deux nombres réels tels que 
a+ ~ ~ 0, f

1 
et f

2 
deux applications affines du plan et g 

l'application du plan dans lui-même qui à tout point M 
associe le barycentre des points pondérés ((f1 (M), a) et 
((fz(M), ~). 
Démontrer que g est une application affine. 

36 Le plan est muni du repère orthonormé (0, --CT). 
Soit Ûle1vecteur de coordonnées (- ~ ; 2) et fl'appli­
cation du plan dans lui-même qui à tout point M asso-

~ ➔ -+-=-+ ~ ---➔- ➔ 
cie le point M' tel que : OM' ;:: (u. OM) i + ( i. OM)u. 
1. Donner l'expression analytique de f. 
En déduire que f est une application affine. 
2. Déterminer deux points A et B, distincts de 0 , tels 

- -► que : f(A) = A et Of(B) ;:: - 40B. 
En déduire que f est une affinité orthogonale dont on 
précisera l'axe et le rapport. 
3. Exprimer analytiquement f dans le repère (0, A, B). 

37 Soit A un point du plan, d un vecteur de 'V et 
f l'application du plan dans lui-même qui à tout point 
M associe le point M' tel que : 

--). ---+ -t ➔ ~ 
AM';:: 2(AM.a)a - AM. 

'V est muni d'une base orthonormée (i1, v) telle que : 
.... 

-> a u;::--. 
llâll 

1. Donner l'expression analytique de f en fonction de 
ll<i. li dan; le repère (A, ït, v ). 
En déduire que f est une application affine. 
2. Démontrer que f est bijective si et seulement si : 

ll<i.ll~ f · . 
3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de f dans chacun des cas suivants : 
aJ ilâll ;:: o bJ llâll;:: 1. 
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38 Soit (.-\, B. C} et (A". B'. C') deux repères du 
plan et fl'applic:atio!ia.füce telle que A, B et C ont pour 
images respectirns X . B' et C par f. 
Justifier la ~o:l saiTante de l'image d'un point 
M par [ 

A 

39 Soit(~ ) et (.1) deux droites sécantes du plan. 
Pour tout point M du p lan, on désigne par (.1M) l'image 
de (.1) par la symétrie de centre M. 
L'application f qui à tout point M associe le point d'in­
tersection des droites (.1M) et (~ ) est-elle une applica­
tion affine du plan ? Est-elle une bijection ? 
Quels sont ses points invariants ? 

40 Le plan est muni du repère (0, -C ]\ 
On considère les points : 

A(~), BG), c(:= ~) ; 

A'(130), B'(!), à(:=~)-
Soit f l 'application affine du plan telle que : 

f(A) = ~. f(B) = B' et f(C) = C'. 
1. Démontrer que f est bijective. 
2. Déterminer l 'expression analy tique de f. 

41 Le plan est muni du repère (0, t J). 
Soit f l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M de coordonnées (x ; y) associe le point M' de 
coordonnées (x'; y1 telles que : 

{

x' = ! (4x- 2y-6) 

y'= ; (2.~ - y - 12). ---+ 

1. Démontrer que le vecteur MM' a une direction fixe 
. que l'on précisera. 
2. Démontrer que : f o f = f. 
3. a) Déterminer l'ensemble des points invariants par f. 
b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques 
de f. 

41 Le plan est muni du repère orthonormé (0, -Cl). 
Soit f l'application du p lan dans lui-même qui à tout 
point M de coordonnées (x ; y) associe le point M' de 
coordonnées (x' ; y1 telles que : 

{ 

x' = f 3 (5x - 12y + 24) 

y ' = 1~ (- 12x - 5y + 36). 

1. Démontrer que : f o f = Id. 
2. Démontrer que l 'ensemble des points invariants par f 
est une droi te (9!) que l 'on précisera. 
3 . Soit M un point du plan et M' son image par f. 
a) Démontrer que le milieu de [MM'] appartient à (2ll). 
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---+ 
b) Démontrer que le vecteur MM' a une direction fixe, 
orthogonale à celle de (9!). 
c) En déduire la nature et les éléments caractéristiques 
de f. 

43 Le plan complexe est muni du repère orthonor­
mé (0, e;, e;J. 
Soit f l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M d'affixe z, associe le point M' d'affixe z' telle 
que : z ' = (5 + 4i)z..:b 3z + 2 + 4i:--

1 

f est-elle une application affine? 

44 Soit f une application affine telle que : 
fof = l<4. • 

i. Démontrer que f est bijective. 
2. Soit A un point du plan et M le milieu de [A f(A)]. 
Démontrer que M est invariant par f. 
3. Soit (.9i) l'ensemble des points invariants par f. 
a) Justifier que (9') n 'est pas vide. 
b) Démontrer que si (.9i) est un singleton, alors f est une 
symétrie centrale. 

45 Le plan est muni du repère (0, I, J). 
Soit f l'application du plan dans lui-même qui à tout 
point M de coordonnées (x ; y) , associe le point M' de 

, { x' = - X - 2y + 2 coordonnées (x ; y1 telles que : , 
1 

· 
y =-X+ 

Déterminer les images par f des points 0, I et J. 
En déduire que f est une affinité dont on précisera l'axe. 
la direction et le rapport. 

46 Le plan est muni du repère (0 , t J). 
Soit f l'application affine de (jj> d 'expression analytique: 

{ 
x' = 2x - 5y + 2 
y ' = X - 2y . 

Pour tout point M de (jj>, on désigne par M1 , M2 et M3 les 
points tels que: M1 = f(M), M2 = f(M1) et M3 = f(M2) . 

1. a) Démontrer que l 'image par f d 'une droite (9!) es.. 
une droite (q]J ') non parallèle à (~ ). 
b) En déduire que pour tout point M de <!J>, les points t-.t 
M1 et M2 , lorsqu'ils sont distincts, ne sont pas align és. 
2. Préciser la nature des applications fof et fofofof. 
3. a) Démontrer que l'isobarycentre G des points M, ~ ­
M2 et M3 est indépendant du point M et en déduire qœ 
G est le seul point invariant par f. 
b) Faire une figure lorsque M est le point de coordon­
nées (2; 1). 

47 Soit BB'B" un triangle isocèle en B'. O.: 
désigne par A, A' et C les milieux respectifs des seg­
ments [BB'], [B'B" ] et [BB"], et par A" le symétrique cl; 
A par rapport à A'. 
On considère une application affine f du plan dans lu:­
mêrne, telle que : f(A) = A' et f(B) = B'. 
1. a} Déternnner f(B') . 
b) Quelle est la nature du quadrilatère AB'A'C? 
2. Démontrer que fof est une trauslation s i et seulemcc: 
si; f(A') = A". 
3. Dans cette question, on suppose que: f(A') = A". 
On désigne par <p l'application linéaire associée à f. - -,. a) Déterminer <p(~) et <p(B'C). 
b) Déterminer une symétrie orthogonales et une trillli­
lation t telles que : f = sot == tos. 
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48 ABC est un triangle de sens direct, A', B' et C' 

sont les milieux respectifs des côtés [BC], [CA] et [AB]. 
Soit P, Q et R les centres respectifs des carrés construits 
extérieurement sur les côtés [BC], [CA] et [AB] de ABC. 

- - - 1 -1. Vérifier que: QR = QB' + C'R- 2 BC. 
2. Soit <p la rotation vectorielle associée à un quart de 
tour direct du plan. __,, -► 
a) Démontrer que : <p(QR) = - AP. 
b) En déduire que AP = QR et que les droites (AP) et 
(QR) sont perpendiculaires. 

49 ABC et DEF sont 
deux triangles équilaté­
raux de sens direct, les 
points G et H sont tels 
que EDBG et CDFH sont 
des parallélogrammes. 
Le but de l'exercice est 
de démontrer par deux 
méthodes (l'une utilisant C 
les nombres complexes, 
l'autre utilisant les iso­
métries) que le triangle 
AGH est équilatéral. 

E 

A 

1. Le plan complexe étant rapporté à un repère ortho­
normé direct, on désigne par a, b, c, d, e, f, g et h les 
affixes respectives des points A, B, C, D, E, F, G et H. 

, lt 
l-

a) Démontrer que : c - a= e 3 (b - a). 
Exprimer f - d én fonction de e - d. 
b) Exprimer: g en fonction de b, d et e, 

h en fonction de c, d et f 
, lt 
l-

e) Démontrer que : h - a= e 3 (g - a). 
En déduire que le triangle AGH est équilatéral. 
2. On désigne par : _ 

• t1 la translation de vecteur BD, -• t2 la translation de vecteur DC, 
• r la rotation de centre D et d'angle ; . 

On pose: f = t2 orot1 . 

a) Justifier que f est une rotation, dont on précisera 
l'angle. 
Déterminer l'image de B par f ; en déduire 1e centre de 
la rotation f. · 
b) Déterminer l'image de G par f. 
En déduire que le triangle AGH est équilatéral. 

50 Théorème de Von Aubel 
Soit ABCD un quadrilatère. 
1 . Démontrer que les centres des carrés construits exté­
rieurement sur les côtés de ABCD forment un quadrila­
tère dont les diagonales sont isométriques et perpendi­
culaires. 
(On pourra utiliser le résultat de l'exercice 9.) 
2. Préciser la nature de ce quadrilatère dans· le cas par­
ticulier où ABCD est un parallélogramme. 

51 ABCD est un carré de sens direct et de centre 
I, (r) est le cercle passant par A, B, C et D. 
Faire une figure. 
On désigne par : __,, 

• t la translation de vecteur DA, 
• r0 la rotation de centre D et d'angle ~ , 

• r1 la rotation de centre A et d 'angle - : , 

• r2 la rotation de centre A et d 'angle 3;. 

On se propose de déterminer les éléments caractéris­
tiques des tr.:nsformations suivantes : 

i:dlor0 ; g1 = r1 of ; g2 = r2 of. 
1. Démontre:" que f, g1 et g2 sont des rotations, dont on 
précisera les q}es. 
2. a} Déten::ü::er f{D) et f(A). Quel est le centre de f? 
b) DMennb"""" &CD) et gz(D). 
3. Soit A" 1 = &(A) et N 2 = g2(A). 
a) Déum~:-e:, en utilisant g

2
og

1- 1 , que A est le milieu 
du segmffi:! (_\".,.. -\' .,]. 
b) Démo::è:E'. ê:i-déterminant une mesure de }'angle -(AD, ~ }. ~ .-\\ ~ sur la tangente en A à (r). 
4. a) So: .. J le œ::l!:re de g1 et K celui de g2• Démontrer 
que J et K ~-tlennent à (f) et sont diamétralement 
opposés- .?!a:E-J et K sur la figure. 
b) Démort:e:-~ -~ ~ sur la droite (JB). 
Plaœr ~es pœ--,; -~ et-~ sur la figure. 

52 Serit _-\ à B deux points distincts. 
On d~ pc.:- :-_.._ et r8 les rotations de centres respec­
tifs A et B, d·a:ng!e ~ . Pour tout point M du plan, on 
note ~1i e:: 11= les images respectives de M par r A et r8 • 

1. On considè.--e la transformation t = r8 or;:1• 

a} Construire le point C, image de A par t. 
b} Détenniner la nature et les éléments caractéristiques 
de l 
c} En déduire la nature du quadrilatère M 1M 2CA. 
2. On suppose que le point M décrit le cercle (r) de dia­
mètre [AB]. 
a) Déterminer et construire l'ensemble (f' 2) décrit par le 
point M 2 quand M décrit (r). 
b) Soit n1 et n 2 les milieux respectifs des segments [AB] - -et [BC] ; comparer les vecteurs n1n 2 et AC. 
c) Déterminer l'ensemble décrit par le point I, milieu du 
segment [M1M 2], lorsque M décrit (r). 

53 Soit A1 , A2 , ••• , A,. n points (n;;::: 3) distincts du 
plan. Existe-t-il un polygone M 1M 2 ... M 11 

tel que: 
A1 est le milieu de [M

1 
M

2
] , 

A2 est le milieu de [M
2
M

3
], 

A
11

_
1 

est le milieu de [M
11

_
1
M

11
l, 

A11 est le milieu de [MnM
1

] ? 
(On distinguera deux cas : n pair et n impair.) 

54 Le théorème de Hjelmslev 
On se propose de démontrer la propriété suivante. 
Soit f une isométrie du plan et (il) une droite. 
Les milieux des segments [Mf(M)], pour M appartenant 
à (Li), sont alignés. 
1. Cas d'un antidéplacement 
Établir la propriété dans les cas suivants : 
a) f est une symétrie orthogonale ; 
b) f est une symétrie glissée. 

·2. Cas d'un déplacement 
Soit fun déplacement et g la transformation définie par : 

g = fo s6 • 

a) Démontrer que g vérifie la propriété. 
b) En déduire que f vérifie la propriété. 
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55 ABC est un triangle de sens direct. 
On construit, à l'extérieur de ce triangle, les carrés 
BCDE, CAFG, ABRI, puis les parallélogrammes AFUI, 
BHVE, CDWG. 

A.- Relations vectorielles 
Soit p la rotation vectorielle d'angle ~. 
1. Démontrer que: 

--),,- -► ----+- --),,- -+ ..._.. 
p(AU) = CB ; p(BV) = AC; p(CW) = BA. 
2 . En déduire que : AfJ = EB = OC, ainsi que les rela-

-+ ----+ 
tions analogues pour les vecteurs BV et CW. 

B.- Applications géométriques 
1. Démontrer que les droites (AU), (BV) et (C\\l sont 
concourantes en l 'orthocentre du triangle ABC. 
2. Démontrer que les triangles AVW, BWU et GCY sont 
rectangles isocèles et de sens direct. 
3. Soit P, Q et R les centres respectifs des ca:r:és BCDE, 
CAFG et ABRI. 
a} Démontrer que P, Q et R sont les milieux des côtés du 
triangle UVW. 
b) Démontrer que les droites (AP). (BQ) et (CR) sont 
concourantes en l'orthocentre du triangle PQR. 

56 Problème de Fagnano 
ABC est un triangle, dont les trois angles sont aigus. 
On se propose de déterminer les points P, Q et R appar­
tenant respectivement à [BC), [CA] et [AB] tels que le 
périmètre p du triangle PQR soit minimum. 

A 

B 

C 

1. On désigne par A', B' et C' les pieds des hauteurs du 
triangle ABC. 
Démontrer que les droites (AA') , (BB') et (CC') sont les 
bissectrices du triangle A'B'C'. 
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2. Soit P un point de [BC]. ----
On pose (AB, A.è) = â, et on désigne par P' et P" les 
images respectives de P par s(AB) et s!ACJ" 
a) Démontrer que P" est l'image de P' par une rotation, 
dont on précisera les éléments caractéristiques .. 
b} Exprimer P'P" en fonction de AP et o.. 
c) Comment choisir P pour que P 'P" soit minimum? 
3. On suppose que P est ainsi choisi. 
Justifier que si Q E [CA], RE [AB] et p est le périmètre 
du triangle PQR, alors : P'P" ~ p. 
4 . En déduire que PQR a un périmètre minimum 
lorsque P, Q et R sont les pieds des hauteurs du triangle • 
ABC. 

5 7 ABC est un triangle dont les trois angles ont 
une mesure strictement.J.!g__érieure à 120° et tél que la 

----+- ----+- •• 
mesure principale de (AB, AC) est strictement positive. 

A.- On se pr~pose de déterminer un point M, intérieur 1 

au triangle ABC, tel que dM = MA + MB + MC soit mini­
mum. 
Soit r la rotation de centre A et d 'angle ~ et Mun point 
intérieur au triangle ABC. · 
On pose : r(C) = C' et r(M) = M'. 
1. Démontrer que : dM = MB + MM' + M'C'. 
En déduire que dM est minimum si M et M' appartien­
nent au segment [BC']. 
2. Démontrer que si M' E [BC'], alors M appartient à un 
segment (B'C]. où B' est un point que l'on précisera. 
3. En déduire l'unique point M tel que : 

M E (B'C] et M ' E [BC']. 
Construire ce point. 

B.- Soit P, Q et R les points tels que les triangles BPC, 
CQA et ARB soient équilatéraux directs. 
1 . a} En utilisant la rotation r, démontrer que : CR= BQ. 
b) Démontrer que : CR= BQ= AP. 
2. Soit I le point d'intersectio~e [RC] et [BQ). 

----+ ----+ 
Déterminer une mesure de ( IA, IP) et en déduire que les, 
droites (AP), (BQ), (CR) sont concourantes. 
(On pourra utiliser la cocyclicité de A, I, B, R et de B, I, 
C, P.) 
I est appelé point de Steiner du triangle ABC. 
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· S imilitudes 

lntroducti 

Nous avons procédé en dœœ oe i:J.lïc:C "ère- è une première 
étude des similitudes du plan1 ce p.i noœ c pa-mis en.=re outres de 
formuler une définition des lriang!es se::-..Ma!Jes à l'ax:le des trans­
formations. 

' ··, Nous nous proposons dans œ cf.iapàe d'approfondir l'étude des 
similitudes directes, en priYi!égxmJ- iout d'ahord l'outil « nombres 
complexes » dont /'efficocifé en géométrie a déià pu être remar­
quée (cf. chapitre 3, § 3.3}, puis de mettre à profit ces nouvelles 
transformations pour la de.sa-ip:ion de certaines configurations et 
la résolution de problèmes dos.siques de géométrie. 

1. 
2. 

Coupe de la partie interne d'un nautile. 
Toutes les parties de la spirale sont semblables entre elles. 

Similitudes directes du plan ..................... ............. .. 
' ' 

Similitudes directes et problèmes de géométrie ..... . 

106 

111 
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Dans ce chapitre le plan complexe est mu.zli du repère orthonormé direct (0 , ~, ~). 

directes du plan 
in:-1. 1. Premjères propriétés 

Écriture complexe d'une similitude directe du plan 
Nous a,·ons dé~n? e::i classe de première une similitude comme étant la composée d'une isométrie et 
d'une homoi:!~e. :::..Orsque l'isométrie est un déplacement (respectivement un antidéplacement), on a 
une similirude dkeci.e (respectivement indirecte). 

Soit h U:Ie ho::::mthétie et d un déplacement. 

L'écriture complexe de h est de la forme : z' = kz + l (k E IR*, l E C). 

L'écriture complexe de d est de la forme : z' = eiaz + c (a E IR , c E C). 

Donc. l'écriture complexe de ho d est de la forme : z' = k eio.z + k c + l (keia E C*, Tee+ I E C) ; 

l'écriture complexe de doh est de la forme : z' = k eio.z + Zeia + c (lceia E C*, Zeia + c E C). 

On en déduit la propriété suivante. 

Toute similitude directe du plan a une écriture complexe de la forme : z' = az + b (a E C*, b E C). 

Étudions le problème_ réciproque. . 
Soit s une application du plan dans lui-même, dont l'écriture complexe est de la forme: 

z' = az + b (a E C*, b E C). 
--+ 

• Si a= 1, alors s est la translation de vecteur u d'affixe b. 
• Si a -:t:- 1 , alors l'équation z ~ az + b a une solution unique : w = 

1
_!J_ . . - a 

On a : z' = az + b et co = aco + b ; donc: z' - co = a(z - w). 

Désignons par n le point d'affixe co, k le module de a et a un argument de a. 

On obtient : z' - co = lceia(z - w). 

On en déduit que : s = hor = roh, où h est l'homothétie de centre Q, de rapport /c 

et r la rotation de centre Q , d'angle a. 

Toute application s du plan dans lui-même dont l'écriture complexe est de la forme z' = az + b 
(a E C*, b E C) est une similitude directe du plan. 

--+ 
• Si a= 1, alors s est la translation de vecteur u(b). 

• Si a :t: 1, alors s admet un seul point invariant n. Soit a un argument de a et k son module ; s est 
la composée de l'homothétie h de centre Q, de rapport k et de la rotation r de centre Q , d'angle a. 

V ocabulaire 

• n, k et a sont appelés respectivement centre, rapport et angle de la similitude directes. 

• La composée h or (égale à roh) est appelée forme réduite des. 

• Une similitude directe du plan, qui n'est pas une translation , est déterminée par son centre, son rap­

p ort et son angle, appelés éléments caractéristiques de cette similitude. 
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.Remar ~ 
• Une rotation d'angle a est une similitude directe de :rupiJO:!t 1 et d'angle a . 

• Une homothétie de rapport k (k > 0) est une similituèE r::ec:2de ropport k et d'angle nul; 
une homothétie de rapport k (k < 0) est une similiœti5 __..~ èe .ropport - k et d'angle n. 

• Une translation peut-être considérée comme une si.mi!i:z:::.: ~~ de rapport 1 et d'angle nul ; dans 
ce cas le centre n'est pas défini. 

Exemples 

• Soit s la similitude directe de centre Q (i), de rapport 1 5: r:- ,.. •_T=> - ~ • 

L'écriture complexe de s est : z' - (1 + i) = ze-i 4" [z - (1 T i:]: 

c'est-à-dire : z' = (1 - i✓3)z - ✓3 + i✓3. 
• Soit s l'application du plan dans lui-même d'écriture œm::ù:::e : r = (1 + i)z - 2i. 
L'écriture complexe de s est de la forme : z' = az + b (a E !:T. b ~ C .. : donc s est une similitude directe. 

- L'équation z = (1 + i)z - 2i a pour unique solution : 2. 

- De plus : 1 + i = fi. e i ¾. 
On en déduit que s est la similitude directe de centre Q fo). de :a?port ,2 et d'angle ~ . 

Pour détermine!' les éléments caractéristiques d'une siœilimde directe s d'écriture complexe 
i';,, az + b (as;; . C*\{1}, b E C), on peut procédeT de !a façon sui~ : 

• résoudre l'équation z; ":" az + b ; on obtient le œr:te de s ; 
• calculerle module de a ; on obtient le rapport de s : 
• déterminer un "argument de a ; on obtient l'angle de s. 

Composée de 'similitudes directes du plan 

Soit s une similitude directe de rapport k et d'angle a, s' une similitude directe de rapport k' 
et d'angle a.:. 
• La composée s'os est une similitude directe de rapport k k' et d'angle a+ a'. 

• La réciproque des est une similitude directe de rapport ¾ et d'angle - a. 
• 1 

L'ensemble des similitudes directes du plan est donc un groupe de transformations. 

émonstration 
Soit s la similitude directe d'écriture êomplexe : z' = kè'- z + b ; 

s' la similitude directe d'écriture complexe : z' = k' eiu' z + b'. 

• L'écriture complexe de s' os est : z' = klc' eHu + u'J z + (k' eiu' b + b') ; 

donc s'os est une similitude directe de rapport kk' et d'angle a+ a'. 

• L'écriture complexe de s-1 est : z' = k e- ia z -1 e- iu b ; 

donc s-1 est une similitude directe de rapport k e~ d'angle - a. 

Exemples 
• La composée des similitudes directes d'écritures complexes .' z' = zei ½ z + 2i et z' = 3ei i z - 5 est une 

. . 
similitude directe de rapport 6 et d'angle ~ . 

• La composée des similitudes directes d'écritures complexes z' = (1 + i)z + 2i et z' = ½ (1 - i)z - 5 est 
une translation. 

• La réciproque de la similitude directe d'écriture complexe z' = (1 + i)z - 2i est une similitude directe 

de rapport JI et d'angle -1 . 
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_ .........,1.2. Propriétés géométriques 

ar::::,~=,,~, . Propriété caractéristique d'une similitude directe 

S?it f une application du plan dans lui-même, k un nombre réel strict~ent positif et a, un nombre 
reel. 
f est une similitude directe de rapport k et d'angle a si et seulement si, pour tous points distincts M , 

-+ - " et N d 'images respectffes M' et N' par f, on a: M'N' = k MN et (MN, M'N') = a. 

D émonstration 
• Soit f une similitude directe de rapport k et d'angle o:. 

Il existe une homothétie h de rapport k (k > 0 ), et une rotation r 
d'angle o: telles que : f = roh. 
Soit M et N deux points distincts, M1 et N1 leurs images respectives 
par h , M' et N' les images respectives de M1 et N1 par r. 

On a : M
1
N

1 
= k MN (k > O) et _ _!. 1 

,.,_ ; · 
-+ -+ { M'N' = M N 

(M
1
N

1
, M'N') = o: 

' ' . {MlNl = kMN { M'N' = MlNl c est-a-dire: _ _ ,.,_ et _ _ ,.,_. 
(MN, M

1
N

1
) = 0 (M1N1 , M'N') = a - - " On en déduit que : M'N' = k MN et (MN, M'N') = a. 

• ,. . 
M N 

• Réciproquement, soit f une applicsation du plan dans lui-même telle que pour tous points distincts Met N 
-----➔ ~ A. 

d'images respectives M' et N' par f, on a: M'N' = k MN et (MN, M'N') = a. 
Désignons par s une similitude directe de rapport k et d'angle a, 
par M" et N" les images respectives de M' et N' par s-1

. 

{Mi" =~M;N' " 

(M'N', M"N") = - a 
Ona: 

- -C'est-à-dire : M"N" = MN. 

Donc : s-1 of est une translation t. 

Or : s- 1 o f = t <:=> f = s o t . 

M"N" =MN 
; donc : { ~-~ ,.,_ . - -(MN, M"N") = O 

On en déduit que f est une similitu de, directe de rapport k et 
d'angle a. 

Wi.JC"'."liii Similitudes et configurations 

• M N 

Toute similitude directe est la composée d'une homothétie et d'un déplacement. 
Les propriétés résumées dans le tableau ci-dessous se déduisent des propriétés de ces transformations. 

Toute similitude directe de rapport k 

conserve multiplie transforme 

- l'alignement - les longueurs par k ' - les droites en droites 

- le parallélisme - les aires par k2 - les demi-droites en demi-droites 

- l'orthogonalité - les segments en segments 

- les angles orientés - les cercles en cercles 

- les barycentres 

- le contact 
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= . .., 1~3.b Exemples d'études de simifitudes directes 

Similitude directe déterminée par son écriture complexe 
Soit s l'application du plan dans lui-même d'écriture œ::::p::a:e: r = 3iz - 1 - 7i. 

1. a) Justifier que s est une similitude directe et préciser ses élé: :-=5nts caractéristiques. 
b) Déterminer l'expression analytique des. , _ 1 

2. Déterminer une équation de l'image par s de la droite [BC}. 3 C étant les points d'affixes respec­
tives 2et 3 - i. 

3. Déterminer une équation de(~'), image pars du cercle Hl c.â;.=aZio= : (.r - 2)2 + y 2 = 1. 

Solution 
1. a) L'écriture complexe des est de la forme : z' = az + b (a E !:_cr _ f, Ë ~ 
donc, s est une similitude directe. 
• L'équation z = 3iz - 1 - 7i a pour unique solution : 2 - i. 

1 
. !t 

• De p us : 3i = 3e 1 2. 

Donc, s est la similitude directe de centre n(_;_), de rapport 3 et d 'angle ; . 

b) Soit M{:) un point du plan et M'G) son image pars. 

On a : M' = s(M) ~ z' = 3iz - 1 - 7i 

~ x' + iy' = 3i(x + iy) - 1 - 7i 

~ x' + iy' = - 3y - 1 + i(3x - 7). 

{ 
x' = -3y-1 

Donc, l'expression analytique de s est : . 
y'= 3x - 7 

- -,- - - - , - - - - ., - - - -

' ' 
' ' 

' ' 
__ .., ______ _ 
' ' ' 

' 
-• - - N ,_ "' - • -·• •- - ➔ - - -.- ------1--_:,.,--'-+',.. 

2. L'image d 'une droite par une•similitude directe est une droite. : , 

B et C
2 

ont respectivement pour images pars les points B'(=D •·;· ---.- · -- '---- -----··(·--:- -·- -:·--· 
etC'(2). --( - -: --i--· ·· --- - ·---\cêo) --·-·: ·· 
Donc, (BC) a pour image par s la droite d'équation : y = x. . __ : __ __ _ ., ____ __ ; _::-.·-'------""" ____ .. :. ____ -~-.. ___ :_ ... __ .. 

3. Soit M{:) un point du plan et M'~) son image pars. 

Ona: {x:=-3y-1 <=> {x=:';~1. 
y =3x-7 y= - 3-

Donc :.M' E (~') ~ ME (~ ) 

~ (x - 2)2 + y2 = 1 

~ (Y' + 7 _ 2 )2 + r x' - 1 y = 1 
3 . 3 

~ (x' + 1)2 + (y' + 1)2 = 9. 

On en déduit que l'image de (~) par s est le cercle (~') d'équation : (x + 1)2 + (y + 1)2 = 9. 

On peut également remarquer que (~) est le cercle de centre B et de rayon 1 ; donc (C<!, ') est le cercle de • · 
centre B' et de rayon 3. 

Similitude directe déterminée par son expression analytique 
Soit fl'application du plan dans lui-même d'expression analytique: 

{
x'=x+y+2 

y' =-x + y-1 · 

1. Déterminer l'écriture complexe de f. 

2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f. 

3. Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et l'écriture complexe de f-1 . 
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Solution 
1. On a : z' = x' + iy' = (x + y + 2) + i(- x + y - 1) 

= x (l - i) + y(l + i) + 2 - i 

z + z ( ') z - z (1 ') 2 . =-2- 1 - 1 + 2i +1 + - 1 

= (1 - i + 1 + i ) z + (1 - i _ 1 + i) z + z _ i 
2 2i 2 2i . 

On en déduit l'écriture complexe de f: z' = (1 - i)z + 2 - i. 

2. L'écriture complexe de f est de la forme: z' = az + b (a E C*, b E C) ; donc, f est une similitude directa 
• L'équation z = (1 - i)z + 2 - i a pour unique solution : - 1 - 2i. • 

• De plus: 1 - i = l z e - il 

Donc, f est la similitude directe de centre n(=~), de rapport /2 et d'angle - ~ . 

3. f-1 est la similitude directe de centre n(!2), de rapport ~ et d'angle ~ . 

Donc, l'écritu!e complexe de f - 1 est : z' - (1 - 2i) = [i e i ¾ [z - (1 - 2i)]. 

C'est-à-dire : z' = ½ (1 + i)z -½ (1 + 3i). 

1.a 

--1.b 

Pour déterminerJ'écriture coIDplexe d'une application du plan dans lui~même d'expression 
analytique -donnée, on peut procéd~r ge la façon snivante : 

• écrire z' == x' + _ iy' et remplacêr x' ét y' éll fonction de x et y ; · 

• .remplacer x par z + z; y par · z ~ z et développer l'expression obtenue en -foricti~ri -d.~-z et z. 
. 2 -. ~ - . . . . . 

Dans chacun des cas suivants, déterminer la 
nature et les éléments caractéristiques de l'ap­
plication du plan dans lui-même, qui au point 
M d'affixe z associe le point M ' d'affixe z' . 

a) z' = (✓3 + i)z b) z' = (,13 - i)z + 1 + i(✓3 -1) 

c) z' = - 2z + i d) 
, 3+ i✓3 1-i✓3 

Z = ---z + , . 
4 2 

Dans chacun des cas suivants, déterminer l'écri­
ture complexe de la similitude directe de centre 
Q, de rapport k et d'angle ex. 

a) Q = 0 , k = 2 

b) n(~), k= !z 

c) n(_:1), k=l 

d) nf;l), k =3 

et ex=~ 
6 

et 11;-Œ=-
2 

et ex= Sn 
6 

et (X = o. 

1.d 

1.e 

1 .f 

Soit ABCD un carré de sens direct et de centre L 
E le milieu du segment [AB] et F le symétrique 
de I par rapport à la droite (CD). 
1. Déterminer les images de A, B, I et E par la 
similitude directe s1 de centre A, de rapport , 2 

et d 'angle ¾, 
2. Déterminer l 'image du carré ICFD par la simi­
litude directe s2 de centre D, de rapport fi et 
d'angle-¾. 

Soit f l'application du plan dans lui-même 

{ 
x' = X - yJ3 + 2J3 

d'expression analytique : , r:: r; 
y = X,J 3 + y - , 3. 

1. Déterminer l'écriture complexe de f. 
2. Déterminer la nature et les éléments caracté­
ristiques de f. 

Soit 's l'application du plan dans lui même 
d'écriture complexe : 

1 .C Dans chacun des cas suivants, détemriner l'écriture 
complexe, puis la nature et les éléments caracté­
ristiques des transformations sz o s1 et s1 ° sz. 

z' = (i - ✓3)z + 3 + ✓3 + i(2✓3 + 1). 
1. Déterminer la nature et les éléments caracté­
ristiques de s. 
2. Déterminer l'expression analytique de s. 

) , 1 · 1 · a s l : z' = Ziz + 1 - Zi et Sz : z = 2 lZ + 1 - 2 1 

b) s1 : z' = (1 - i)z + 1 + i et s2 : z' = - 2z . 

3. Déterminer l'ima~ par s de la droite de repère 

- , (1 - 2J 3) -,-, (r3) (A, u), ou A 
O 

·et u 
1 

. 
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· ·· -similitû.d.è;s· clire~tes et pro5~[èffl~ .. ~d 

de g.e: . ' ~frie~---~""""'"'•-.-...û•-==•~·-""""~=-~=" 
- 2~,t ~ Déterminations d'une similitude cfireicte du plan 

~~~~ Similitude directe définie par son oer. - so- ropport et son angle 

Soit s la similitude directe de centre Q, de rapport le et e~ ::. 

Pour tous points M et M' du plan, distincts de .Q, on a .: r = r -

Cette propriété se déduit de la propriété caractérislÙ:F.:!= c. ~ ~~ -·c:= 

Exemples 
• Soit s1 la similitude directe de centre ~ , de ~ ,. 2 c.: c. ::-::· ~ ~ _ 

, { 0 1M' = n U.M -
On a: M = s1(M) <=> -+ -+ _ -

Mes (~M. 0 1Nf) = 4 
La configuration associée à cette similitude est un « demi-carré ». 

• Soit ~2 la similitude directe
1 

de f entre 0 2, de rapport ½ et d'angle - ~ . 

{ 

OzM = 2QzM 
On a : M' = sz(M) <=> -+ -+ . 

Mes (Q2M , 0 2M') = - ~ 

La configuration associée à cette similitude est un « demi-triang1J 
équilatéral ». 

• Soit s3 la similitude directe de centre n;, de rapport Jf et d'angle ~ .. 

{ 

Q
3
M' = [3 Q

3
M 

On a : M' = s3(M) <=> _ ,} -+ . 

· Mes (Q3M, Q 3M') = ~ 

La configuration associée à cette similitude est un « demi-triangle 
équilatéral ». 

M 

lil~~~l.:E~, Similitude directe définie par son cenfre·, un point et son image 

Soit n, A et A' trois points du plan tels que : A * Q et A' * O. 

Il existe une unique similitude directe de centre 0, qui transforme A en A'. 

Cette propriété se déduit de la propriété précédente .. 

' 
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Exemple -

Soit ABC un triangle équilatéral de se::s i.LEC ~ G son centre de gravité. 
Déterminer l'angle et le rapport de la - · , "ir!de directe s de centre A, qui transforme G en B. 
Construire l'image C' de C pars.. 

• Le rapport de s est : ~ = 3 : s ---son angle est : Mes (AG, _\B = 
iï 

n 

ffi G B 

C C' 

C 

Désignons par !!Je p:0·2 orthogonal de A sur la droite (BC). 

{ 
AH = ' ; -~C --+ --+ 

On a: ~ _:;:- donc :AC' = 2AH. 
Mes (. -\C. _-\H) = - ~ 

On en déduit que C" est le symétrique de A par rapport à la droite (BC). 

C' 

Similitude directe définie par son rapport, son angle, un point et son image 

Soit k un nombr e réel strictement positif, a un nombre réel, A et N deux points du plan. 

Il existe une unique similitude directe de rapport k et d'angle a, qui transforme A en N. 

D émonstration 

L'écriture complexe d'une similitude s de rapport le et d'angle ex. est de la forme : z' = az + b, où a= k ei«_ 

Désignons par zA et zA' les affixes respectives des points A et N. 

On a : s(A) = N <==> z N = k ei« z A + b 

<==> b = zA' - k eiu zA. 

Donc, la similitude directe d'écriture complexez' = le eiu (z - zA) + zA' est l'unique similitude répondant 
à la question. -

Exemple 
Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct et s ,la similitude directe 
de rapport 2 et d'angle - ~, qui transforme Ben A. Déterminer le centre 
de cette similitude et construire l'image C' de C pars. 

{ 

QA = 2 QB 
• Le centre Q de s est tel que : --+ --+ . 

Mes (OB, nA) = - ~ 

Donc, Q est tel que QBA est un« demi-triangle équilatéral» de sens indi-
rect. · 

• De même C' est tel que QCC' est un « demi-triangle équilatéral » de 
sens indirect ; donc, C' est le symétrique de A par rapport à C. 

~~ Similitude directe définie par deux poi1:1ts et leurs images 

Soit A, B, A' et B' quatre points du plan tels que: A =t:- B et A: i:- B'. 
Il existe une unique similitude directe, qui transforme A en N et B en B'. 

112 Similitudes 

• 



D émonstration -A'B' ---- ----Une telle similitude a pour rapport AB et pour angle (AB, A'B')_ 

Donc, d'après la propriété précédente, cette similitude, si elle existe. est unique. -A'B' ---- -Soit s la similitude directe de rapport AB et d'angle (AB, A'B"), œlle que : s(A) = A'. 

Désignons par B" l'image de B pars. - ---A'B" A'B' ---- ---- ---- ---- ----. - " On a: AB = AB et (AB, A'B") = (AB, A'B') ; donc: A'B" = A'B. e: ' _-\3" •. YB") = O. 

On en déduit que B" = B' et que s est l'unique similitude réponèE=t à è Ç'""'~OIL 

Exemple 

Soit ABCD un carré de côté 1 et de sens direct, I le milieu de :□J. 
Déterminer la similitude directes telle que : s(I) = B et s(D) = C. 

• Méthode géométrique ____ 
BC ---- ----+- -Le rapport de s est : ID = 2 ; son angle est : Mes ( ID, BC) = - 2. 

Donc, s est une similitude de rapport 2 et d'angle - ~-- -
Le centre Q des vérifie : Mes (ill, QB) = Mes (00, OC) = - ~ . 

Donc, Q appartient aux cercles de diamètres respectifs [IB] et [DC]. 

s 
n 

ffi C 

Ces deux cercles ont en commun le point C, qui n'est pas invariant par s. A'--.......::'"--==,?,. 
Donc Q est le point d'intersection, autre que C, des cercles de diamètres UB] et [DC]. 

• Méthode algébrique ____ ____ 
On munit le plan du repère orthonormé direct (A, AB, AD). 

0 1 . l . . . s 
n a : z1 = Z + _l, ZB = , Zc = 1 + 1 et z0 = 1. n D ~--------. C 

L'écriture complexe de la similit'ude f est de la forme : z' = az + b. ffi 
{ 

s(I) = B { (1. + i) a + b = 1 c 
Ona: · <:=> 2 . 

s(D) = C ia + b = 1 + i Q 
Donc : a = - 2i et b = - 1 + i. A.__ ____ B 

L'écriture complexe de s est : z' = - 2iz - 1 + i. . 
On en déduit que s est la similitude directe de centre Q( 

1 ~ 31), de rapport 2 et d'angle - ~-

Construction du centre de la similitude dans le cas général 
1er cas : les droites (AB) et (A'B') sont parallèles 

---- -► ----• Si AB = A'B', alors s est la translation de vecteur AA'. 

---- ---- A'B' • Si AB * A'B', alors s est une homothétie de rapport AB . 

- Lorsque (AB) * (A'B'), le centre de cette homothétie est le point d 'inter­
section Q des droites (AA') et (BB'). 

- Lorsque (AB) = (A'B'), un point C n'appartenant pas à (AB) a pour image 
le point C' tel que (A'C') // (AC) et (B'C') // (BC) ; le centre de l'homothé­
tie est le point d'intersection .Q des droites (AA') et (CC'). 

2e cas : les droites (AB) et (A'B') sont sécantes en 1 
s n'est ni une translation ni une homothétie. 

s est la_ similit~de_ dire~te de rapport 1:•, d'angle (~') ~t de centre 
son umque pomt mvar1ant Q. - ------ ---- ---- - ---- -On a : (QA, .QA') = (.QB, QB') = (AB, A'B'). 

• Si I est différent de chacun des points A, B, A' et B', alors les points I, A 
et B, d'une part, et les points I, A' et B', d'autre part, sont alignés. - - -- - -► -► ----+----+ Donc : 2 (AB, A'B') = 2 ( IA, IA') = 2 ( IB, IB'). 

Q 

A B A' B' 

Q~ 

s 
n 

ffi
l 

B B' 

Q Q 

C' 
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----- ------- ----- -------► ---+ ---+ ---+ -► ---+ ---+ -
On en déduit que : 2 (.QA, .QA') = 2 (IA, IA') et 2 (.QB, .QB') = 2 ( IB, IB'). 

Donc .Q appartient aux cercles {\'{6) et (\'{6') circonscrits respectivement aux triangles IAA' et IBB'. 
Ces deux cercles, ayant en commun le point I, sont soit tangents, soit sécants. 

- Si (((;;) et (\'{6') sont tangents en I, alors : .Q = I. 
- Si (\'{6) et (((;;') sont sécants en I et J, alors : .Q = J. 

E c.c ·n-. I . IA' n euet, s1 ::o.i; etait en , on aurait : -=- = 
IB' 

IA . 
-=- ' 1B 

ce qui signifie qu'il existerait une homothétie h de centre I qui 
transforme A en B et A' en B'. Ainsi (((;;') serait l'image de f€) 
par h. Autrement dit, I serait aligné avec les centres des cercles 
(\'{6) et (((;;'). Ce qui est impossible car (((;;) et (<(s') sont sécants. 

• Si I est l'un des points A, A', B et B' (par exemple I = A}, on 
construit le milieu K du segment [AB] et son image K' pars, qui 

. est le milieu du segment [A'B']. 

Ainsi, on retrouve la situation précédente avec (KB) n (K'B') = {A} ; 
Q est le point d'intersection, autre que A, des cercles circons­
crits aux triangles AKK' et ABB'. 

-~,::2.,2.~. Utilisations des similitudes directes .,. 

Similitudes directes et recherche de lieux géométriques 

8 

A' 

1. Soit {c«) un cercle de centre I et A un point de {\'{6). M étant un point de {\'{6), on désigne par AMNP le 
carré de sens direct. 
Déterminer le lieu du centre K de ce carré lorsque M décrit le cercle (c«). 

Solution 

K est l'imFe de M par la similitude directe s de centre A, de 

rapport v ~ et d 'angle : . 

M décrit (\'{6) ; donc, le lieu de K est l'image de(~) pars, c'est- • 
à-dire le cercle(~') de centre I', image pars de I, et qui passe 
par A. 
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2. ABCD est un cané de sens direct et de centre L 
Soit M un point de la demi-droite [CB), distinct de B et C. La perpendiculaire en A à (AM) coupe la 
droite (DC) en P, et Q est le milieu du segment [.MPJ~ 
Déterminer le lieu de Q lorsque M décrit la demi-droite (OB) privée de B et C. 

S olution 

• Méthode géométrique ( 

Soit r le quart de tour direct de centre A. 

On a : r(B) = D et r(C) = C', où C' est le symétrique de C ~ ~ z. :J. 

Donc, l'image par r de la demi-droite [CB) est la demi-droœ :c:::..-
,..,, 

On a: M E (AM) n (BC). 

r(M) E (AP) n (C'D) 

r 
C p • J 

---~x·---~---

Donc: 

c'est-à-dire : r(M) = P. 

n 

m M p 
B D 
C C' 

On en déduit que le triangle AMP est de sens direct, rectangle et 
isocèle en A. 

Donc, Q est l'image de M par la similitude directe s de centre A, 

de rapport ~ et d'angle ~. 
v 2 

Le lieu de Q est donc l'image par s de [CB) \ {B ; C}, c'est-à-dire la demi-droite [DI), privée de I et D. 

• Méthode algébrique -+ ---+ 

On munit le plan du repère orthonormé direct (A, AB, AD). 

On a : zM = 1 + iy, où y E ]- oo ; 1 [ \ { O}. 

Le quart de tour direct r de centre A a pour écriture complexe : z' = iz ; 
donc, si on désigne par M' l'image de M par r, on a : zM. = - y + i. 

On en déduit que : M' E (DC) ; donc : M' = P. 

z + z -y+l y+l Q est le milieu de [MP] ; donc : zQ = M 
2 

P = 
2 

+ i 
2 

On en déduit que Q appartient à la demi-droite d'équation x +y= l , y E ]- oo ; 1[ \ { ~} ; 
c'est-à-dire la demi-droite [DI), privée de I et D. 

Similitudes directes et problèmes de construction 

Soit (Li1) et (Li2) deux droites disjointes et A un point n'appartenant ni à (Li
1
), ni à (Li

2
). 

Construire un carré ABCD tel que : B E (Li
1

) et C E (Li
2
). 

S olution 

Analyse d'une figure répondant à la question 
Soit ABCD un carré de sens direct, tel que : 

B E (Li1) et C E (Li2). 

La configuration du « demi-carré » conduit à consi­
dérer la similitude directe s de centre A, de rapport 
✓2 et d'angle l · 
On a : C E (Li2) n (Li/), où (Li/ ) = s(Li

1
). 

D 

A 

B 
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Synthèse : construction d'un carré .-i3C.J 
D'après ce qui précède, pou:- m:::.:,_..__L-e !I:'.l carré 
ABCD de sens direct répon~ i2. .z ~""'--::in:L il suffit 
de suivre les étapes suivantes: 
• construire l'image(~') de ~ ?==" - S:r:: construisant 
par exemple les images èe è:!::::x ;ri:::, & cette droite ; 
les droites (~2) et (~ ·1 se m=-_..E..::. ::: ~ point C ; 
• construire l 'antécédan: 6a ~ ?2= s , c'est-à-dire le 
point B tel que le trian~~=> _!\~~de sens direct, rec­
tangle et isocèle en 3 : 
• construire le po;...r Ili:= _e :\3CD soit un carré. 

----~ti/) D' D 

', C' ,, ', ,,, , ,. 

B' 

Discussion • 
On aurait pu choisir le carré ABCD de sens indirect. Deux similitudes sont possibles : s et s', de même 
centre, de même rapport et d'angles respectifs ~ et - ~ . 

On refait le même schéma de construction avec la similitude s'. 
Le problème admet deux solutions, les carrés ABCD et AB'C'D'. 

eJBE~ Similitudes directes et démonstration de propriétés 

1. Théorème de Ptolémée 
ABCD est un quadrilatère convexe. 
1 °) Soit s la similitude directe de centre B, qui transforme D en C, et E l'image de A par s. 
Démontrer que les triangles BAD et BEC d'une part, BAE et BDC d'autre part, sont semblables. 
2°) Démontrer que : AB x CD + AD x BC ~ AC x BD. 
3°) Démontrer que le quadrilatère ABCD est inscriptible si et seulement si 

1\B X CD + AD X BC = AC X BD. 

Sol'ution 
1 °) On a : s(B) = B, s(A) = E et s(D) = C ; 
les triangles BAD et BEC sont donc semblables. 

BDBC ~ ~ 
On a : BA = BE et (BA, BD) = (BE, BC). -
La similitude s' de centre B, de rapport ;~ et d'angle (BA, BD) 
transforme donc BAE en BDC. 

On en déduit que les triangles BAE et BDC sont semblables. 
(s étant une similitude directe, on dit aussi que ces triangles sont 
directement semblables.) 

2°) On a: AE DC 
AB = DB ; donc : AE x BD = CD x AB. 

De plus: :g = ~g ; donc : EC x BD = AD x BC. 

On en déduit que : (AE + EC) x BD = AB x CD + AD x BC. 
Or : AE + EC ~ AC ; donc : AB x CD.+ AD x BC ~ AC x BD. 

3°) On a : AB x CD + AD x BC = AC x BD <=> AE + EC = AC -----
-► -----+- A 

<=> (EA , EC) = n. --- --- --Or : (EA, EC) = (EA, EB) + (EB, EC) ---- - -= (CD, CB) + (AB, AD). - ----+ - .,.._ - ---+ ---+ -► A Donc : (EA, EC) = 1t <=> (CD, CB) + (AB, AD) = 1t - --► ------➔- "' ~ ---+-
<=> (AB, AD) = 1t + (CB, CD) 

<=> ABCD inscriptible. 
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2. Les rectangles d'or , 
ABCD est un rectangle de sens direct tel que: BC = k AB (k > 0). 
On construit à l'extérieur de ce rectangle le carré BIJC. 

1 °) Déterminer le nombre réel k pour que les droites (AC) et [DI] soient perpendiculaires. 
Dans la suite du prob!ème, k garde la valeur ainsi trouvée. 

2°) On désigne par Q le point d'intersection des droites (AC) et (DI). 
Démontrer qu'il existe une similitude directe s de centre Q telle q!!:e les points A, B, C et D ont pour 
images respectives par s les points I, J, D et A. 

3°) On désigne par l' le point d'intersection de (AC) et (IJ), et r le poi=:1 œl qne ITAI soit un rectangle. 
a) Démontrer que l'J'AI est l'image pars du rectangle IJD'A. · 
b) Démontrer que l'J'DJ est un carré. 

Solution 
1 °) Considérons les triangles rectangles ABC et IJD. 

On a : (AB) ..l (IJ) et (BC) ..l UD). 

Donc, les droites (AC) et (DI) sont perpendiculaires si e!. 520-

lement si les triangles ABC et IJD sont semblables. 

C, t , d" AB 11 AB kAB 
es -a- rre : BC = JD ~ kAB = (k + 1)AB 

~ k 2 - k -1 = O. 

1 + ~ On en déduit que : k = 
2
' ~ 

2°) Soit s la similitude directe de c.entre Q, telle que s(A) = I. 

J' 

L . tr· 1 DAI t AQI t bl bl d QI AI = k +k 1 = l,c. es 1ang es e son sem a es ; one : QA = AD ------+ ----+ :n; 
De plus, on a: Mes (QA, QI)= z· 

Donc, s est la similitude de centre Q, de rapport k = 1 + / 5 et d'angle ~ . 
Déterminons l'image de B par s. 

On a : (IJ) ..l (AB) et s(A) = I ; donc, l'image par s de la droite (AB) est la droite (IJ). 

-----+ ----+ 7t 11 
De plus: Mes (AB, IJ) =z et AB= k; donc: s(B) = J. 

On démontre de même que : s(C) = D et s(D) = A. 

3°) a) Les trian~I' et .QAI sont semblables ; donc : ~i = g1 = k. 

----+ ~ 7t De plus: Mes (QI, QI) = 2 . 

Donc : s(I) = I'. 

D A 

Une démonstration analogue à celle utilisée dans la question 2°) permet de démontrer que : s(J) = J'. 
Donc, l'J' AI est l'image par s du rectangle IJDA. 

b) Les points I, J, C, B ont pour images respectives pars les points I', J',D, Jet IJCB est un carré. 

On en déduit que l'J'DJ est un carré. 

Les rectangles ABCD, IJDA et l'f'Al sont appelés« rectangles d'or». 
On remarque que si on « ajoute » un carré à un rectangle èl' or, on obtient un nouveau rectangle d'or. 
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2.a ABC est un triangle de sens direct, rectangle et 
isocèle en C. 
Construire l'image de B par la similitude direc­
te de centre A, qui transforme C en B. 

2.b ABCD est un rectangle de sens indirect. 
Construire son image par la similitude directe 
de centre A, qui transforme D en C. 

2.c ABC est un triangle de sens direct, rectangle et 
isocèle en A ; .A: est le symétrique de A par rap­
port à C. 
1. Déterminer le rapport et l'angle de la simili­
tude directes telle que: s(A') = Cet s(C) = B. 
2. Déterminer l'image par s de la droite (AC). 
3. Soit Q le centre de s. Démontrer que QCB est 
un triangle rectangle et isocèle ; construire Q. 

2.d Les points A, B, Cet Dont pour affixes respec­
tives 2, - 2i, - 2 et 2i. Déterminer la forme rédui­
te de la similitude directe s telle que : 

s(B) = C et s(C) = D. 

2.e Soit (~ ) une droite et A 
un point du plan .. 
M étant un point de (~ ). 
on désigne par AMNP le 
carré de sens direct. 
Déterminer les lieux géo­
métriques des points N et 
P, lorsque M décrit (~ ). 
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2.f Soit (<g) un cercle de diamètre [AB). M étant un 
point de (f.€) distinct de A et B, on désigne par N 
et P les points dïntersection de la droite (BM) et 
du cercle de œntre ~1 passant par A. 
Déterminer les lieux géométriques des points N 
et P, lorsque ~f décrit(~) privé de A et B. 

2.g ABC est un triangle de sens direct. On construit 
extérie~ aux côtés de ce triangle les car­
rés BCPQ • . ~ŒS et ABTU, de centres respectifs 
N, B' etC. 
Soit 53 ]a si->i1itude directe de centre B, de rap-

po, , 2. d angle : et s A la similitude directe de 

œ::!re A. de rapport 1 
, d'angle : . 

\ 2 
1.. aJ Déterminer les images par sA os8 des points 
A et A'. 
b) En déduire que les segments [A.A:] et [B'C'] 
sont isométriques et perpendiculaires. 

2. Déterminer deux autres couples de segments 
isométriques et perpendiculaires. 

u 
s 

T 
R 

• 
A' 

0'-----'P 



.Exercices~ 
Le plan complexe est muni du repère orthonormé 

(O,~, ~}. 

S imilitudes directes du plan 

. 1 Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
éléments caractéristiques de la similitude directe d'écri­
ture complexe donnée. 
a} z' = iz + 1 b} z' = (1 - i)z + 1 

c} z' = (1 + ~5 )z + Zi dJ z' = - z + Zi 

e} z' = z + 3 -i f]z'=- ,3z. 

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer l'écri­
ture complexe de la similitude directe de centre Q, de 
rapport k et d'angle o.. 
a} Q(l + i), k = 2 

b} Q(- 3), k = fi 
c} Q(i), k = fi 
d} Q(- z + ½), 
e} Q(l - i), 

2 
k _l -z 
k=Z 

et 

et 

et 

et 

et 

3 Dans chacun des cas suivants, déterminer l'écri­
ture complexe de la similitude directe s définie par : 

s(A) = A' et s(B) = B'. 
a} A(3 + Zi), A'(3), B(l) et B'(i) 
b} A(Z + i), A'(3 + Zi), B(Z) et B'(3i). 

4 Soit s la similitude directe d'écriture complexe : 
z' = 3iz - 9 - 3i. 

1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. Déterminer l'image par s : 
a) du cercle de centre K(1 - 3i) et de rayon 1 ; 
b) d~ la droite (21l) d 'équation : x = 1. 

S A, B et C sont trois points du plan d'images res­
pectives A', B' et C' par une similitude directe de rapport k. 

--+ _____.. ~ ----+-
Démontrer que : A'B'. A'C' = k2 AB. AC. 

·(On pourra utiliser, après l'avoir justifi~e, l'égalité: 
---+ --+ 1 

A'B'.A'C' = 2 (A'B'2 + A'C'2 - B'C'2).) 

6 Une similitude s laisse (2îl) 

invariant le point I et transforme 
la droite (21l) en la droite (21l'). 
Soit H et H' les projetés orthogo­
naux de I sur (27>) et (® '). 
Démontrer que : H' = s(H). 

7 Soit A, B et C les points d'affixes respectives : 
i , 1 + i et 2 + Zi. 

1. Détemiiner l'affixe du barycentre G des points A, B et 
C affectés respectivement des coefficients 2, - 2 et 1. 
2. Démorrtrer que la similitude directe s, qui transforme 
A en B et B en C, a pour centre le point G. 
3. flét&v:inw l'angle et le rapport de s. 

8 L":::e similitude directe de centre Q transforme 
un poi::L\ :::i. o::J. point A' et un point Ben un point B'. 
Démo::::e: C!_"i! e.DSte une similitude directe de centre Q - . 
qui l •c= ...... , a !i__ 5:1 B et N en B'. 

9 ~--!3Clrml0Sallooe de sens direct, de centre I --- --+- -e1: te! l!. L!i:' _ §s C!' 3.. _.;:n. = 4 _ 
On aq;6-;È:-e :Z seè1ro!è~ drrecte 5c de centre C, qui 
tran.efoc=r A e::: 1U 
L Dfu:::roD..."-er- qi:e ï IIDag?. r du poinl I par 5c est le milieu 
cru segment [BC]_ 
2.. a) Démontrer que l'image D' du point D par Sc appar­
tient à la droite (AC) et que les droites (DT) et (BC) sont 
perpendiculaires. 
b) En déduire une construction du point D' .. 

10 Sur la figure ci-contre, 
ABC et CAD sont deux triangles 
isocèles tels que : 

AB=AC=CD, 

~ 1t 
Mes (AB, AC) = 4 , 

~ 7t 
Mes (CD, CA) ""z· 

A 

B 

C D 

1. Soit r A la rotation de centre A qui transforme B en C, 

rc la rotation de centre C et d'angle - ; . 

On pose: f = rcorA" 
a) Déterminer les images par f de A et B. 
b) Démontrer que f est une rotation, dont on précisera le 
centre Q et l'angle. 
2. Soit s la similitude directe de centre Q, qui transforme 
A en B. On note C' l'image de C pars, H le milieu du seg­
ment [BC] et H' son image par s. 
a) Déterminer l'angle de s. 
b) Démontrer que C' appartient à la droite (QA). 
c} Démontrer que H' est le milieu du segment [QB]. 
d} Démontrer que (C'H') est perpendiculaire à (QB). 
En déduire que C' est le centre du cercle circonscrit au 
triangle QBC. 

S imilitudes directes et 
problèmes de géométrie 

11 Soit s la similitude directe d'écriture complexe : 
z' "' (1 + i)z - i. 

1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. On désigne par A le centre de s. 
Soit Mun point distinct de A, d'image M' par s. 
Quelle est la nature du triangle AMM' ? 
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3. Déterminer le lieu géométrique de M' lorsque M décrit 
le cercle de centre O et de rayon 1. 

11 Soit ('tt) un 
cercle de centre I et A 
un point du plan. 
M étant un point de (<€), 
on désigne par AMN le 
triangle équilatéral de 
sens direct. 
Déterminer le lieu géo­
métrique du milieu J 
du segment [AN], 
lorsque M décrit ('ii:). 

A 

N J 

13 Soit (gJ) une droite et A un point n'appartenant 
pas à (gJ)_ M étant un point de (gJ), on désigne par N le ---
point de (gJ) tel que Mes (AM, AN) = ; , par HM et HN les 

pieds des hauteurs issues de Met N dans le triangle AMN. 
Déterminer les lieux géométriques des points HM et H.N, 
lorsque M décrit (gJ)_ 

14 Soit ABCD un carré. 
M étant un point de la droite 
(DC), la perpendiculaire en A à 
la droite (AM) coupe la droite 
(BC) en N. 

c~ 
M ~ 

D A 

1. Démontrer que AlvIN est un triangle rectangle isocèle. 
2. Déterminer le lieu géométrique.du milieu I du segment 
[MN], lorsque M décrit (DC). 

15 Soit M un point d 'un demi-cercle (~) de dia­
mètre [AB]. La droite (MB) coupe en I~erpendiculaire 

issue de A à la bissectrice de l'angle AMB. 
Déterminer et construire le lieu géométrique du point I, 
lorsque M décrit (<(;). 

16 Soit s la similitude directe d'écriture complexe : 
z' = (1 - i)z + 2 - i. 

1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. Déterminer et construire l'ensemble des points M d'af­
fixe z tels que : 1(1 - i)z + 2 - i)I = 4. 
3. Retrouver le résultat de la question précédente par une 
méthode algébrique. 

17 Soit s la similitude directe d'écriture complexe: 

z' = (1 + i,13)z + 3 + ;/3. 
1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. Déterminer et construire l'ensemble des points M d'af 

fixez tels que: b + i113)z + 3+ ;ffi l = 1. 

18 ABC est un triangle 
de sens direct. I, J et K sont 
les points tels que les tri- K 
angles IBC, JAC et KBA sont 
de sens direct, rectangles et 
isocèles. 
1. Déterminer : 

A 

a) l'angle et le rapport de la similitude directe s1 de 
centre A, qui transforme C en J. 
b) l'angle et le rapport de la similitude directe s2, qui 
transforme A en K et C en 1. 
2. En déduire que IJAK est un parallélogramme. 
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19 ABC un triangle de sens direct, A\ B' et C' les 
points extérieurs à ce triangle tels que A'BC, B' AC et C' AB 
sont des triangles équilatéraux. I , J et K sont les centres de 
gravité respectifs des triangles A'BC, B'AC et C'AB. 
1. a) Déterminer le rapport et l'angle de la similitude 
directe s A de centre A, qui transforme J en C. 
b) Déterminer l'image de K par sA. 
2. a) Déterminer le rapport et l'angle de la similitude 
directe sB de centre B, qui transforme C en 1. 
b) Déterminer l'image de C' par sB. 
3. Démontrer que sBosA est une rotation, dont on préci­
sera le centre et l'angle. 
4. En déduire que le triangle IJK est équilatéral. 

20 ABCD et AEFG sont des carrés de sens direct. 
Le but de cet exercice est de démontrer que les droites 
(BE}, (CF) et (DG) sont concourantes. 
1. En utilisant la rotation r de centre A et d'angle ~, 
démontrer que les droites (BE) et (DG) sont perpendicu­
laires et que BE = DG. 
2. On désigne par Ile point d'intersection de (BE) et (DG), 
H le projeté orthogonal de A sur (BE) et K le projeté 
orthogonal de A sur (DG). 
a) Démontrer que : r(H) = K. 
b) En déduire que AHIK est un carré. 
3. Soit fla similitude directe de centre A qui transforme 
B enC. 
a) Déterminer le rapport et l'angle de cette similitude. 
b) Déterminer f(E) et f(H). 
c) Conclure. 

11 ABCD est un 
quadrilatère convexe de 
sens direct. 

On construit extérieure­
ment aux côtés de ce N 
quadrilatère les carrés 
AlvINB, BPQC, CRSD et 
DUTA, de centres res­
pectifs 0 1 , 0 2, 0 3 et 0 4. 

R 

p l___.---- Q 

1. Soit s0 la similitude directe de centre D, de rapport [2 
et d'angle - : , sB la similitude directe de centre B, de 

rapport fi et d'angle - :. 

Démontrer que l'image par sBos0 de 0 3 est 0 2• 

2. Soit s'B la similitude directe de centre B, de rapport [2 
et d'angle - : , s'0 la similitude directe de centre D, de 

rapport k et d'angle - : . 

Démontrer que l'image par s'0 os'8 de 0 1 est 0 4. 

3. a) Démontrer qi'.ie; sBos0 = s'0 os'B' 

b) En déduire que les segments [010 3] et [Oz04] sont iso­
métriques et perpendiculaires. ---11 Soit ABC un triangle tel que Mes (AB, AC) = - ~ 
et AC = ZAB, (gJ) une droite ne passant par A. 
1. Déterminer le rapport et l'angle de la similitude 
directes de centre A, qui transforme B en C. 



2. Déterminer et construire un point M de (91J) tel que : 
s(M) E (2D). 

!3 Deux cercles (~ ) et (~'), de centres I et I', de 
rayons r et r', sont sécants en deux points A et B. 
1. Démontrer qu'il existe une similitude directe s de 
centre A qui transforme(~) en(~'); préciser son angle et 
son rapport. 
2. Soit B' l'image de B pars. 
a) Démontrer que la droite (BB') est tangente à('"<&). 
b) En déduire une construction du point B'. 
3. Soit Mun point de (~), distinct de A et B, et M' son 
image pars. Démontrer que les points B, Met M' sont ali­
gnés. 

!4 ABA' est un triangle équilatéral de sens direct 
--+ -► 

et B' le point tel que : A'B' = 2 AA'. Soit s la similitude 
directe qui transforme A en A' et B en B'. 
1. Déterminer le rapport et l'angle de ·s. 
2. Soit Q le centre de s. Exprimer QA et QN en fonction 
de AA'. 
3. Démontrer que le triangle QAA' est rectangle en A, 
puis placer Q. 
4. Soit A" l'image de N par s. 

Démontrer que Mes (Ai',A7;\") = ~ et que le triangle 
NB'A" est équilatéral, puis placer A". 

!5 ABC est un triangle de seris direct, isocèle et 
rectangle en A. Les points I, J et K sont les milieux res­
pectifs des segments [BC], [AC] et [AB]. 
On désigne par (f' A), (f' 8) et (f' cl les cercles de diamètres 
respectifs [AI], [BI] et [CI). 
1. Soit r la rotation de centre I et d'angle ; . 
Déterminer les images de (f' A) et (f' cl par r. 
2. Pour tout point M de (f' A) distinct de I, J et K, on note 
N le point où la droite (MK) recoupe (r

8
) et P le point où 

la droite (MD recoupe (r cl· 
a) Déterminer le centre de la similitude directe sM qui 
transforme A en M et B en N. 
b) Déterminer le centre de la similitude directe s'M qui 
transforme A en M et C en P. 
c) Comparer sM et s'M; en déduire que les points N, I et 
P sont alignés. 
3. Dans cette q~, le point M de (f' A) est choisi de 

sorte que Mes ( IA, IM) = - ~ . 
Démontrer qu'il existe une similitude directe qui trans­
forme le triangle ABC en le triangle IvlNP ; préciser ses 
éléments caractéristiques. 

!6 A est un point du plan. On considère la trans­
formation f qui, à tout point M du plan, associe le point 
M' tel que: 
• si M = A, alors M' = A ; 
• si M * A, alors M' est le centre de gravité du triangle 
AME de sens direct, rectangle et isocèle en M. 
1. Démontrer que, si M est distinct de A, alors : 

--+ --., 2/s . -+ -+, J5 AM' J5 
cos (AM, AM)= 5 , sm (AM, AM)= 5 et AM= 3 . · 
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques 
de la transformation f. 

!7 ABC est un triangle de sens direct. On construit 
à l'extérieur de ce triangle les triangles ABP, BCQ et CAR, 
rectangles et isocèles respectivement en P, Q et R. 
1. aJ Déterminer les éléments caractéristiques de la simi­
litude directe s8 de centre B, qui transforme Pen A. 
b) Déteraùner les éléments caractéristiques de la simili­
tude ~ se de centre C, qui transforme A en R. 
2. ~ que la transformation sc 0 s8 est une rota­
tion.. tln::: on précisera l'angle. 
3. Cb è;;i,cignP- par I le milieu de [BC]. 
a) ~ que I est le centre de sc os8 • 

b) E=. ~ !a nature du triangle IPR. 

iS _\3G) et DEFG 
sont è.35 Œ:... s de sens 
direct 'f";;,.' ~ ~ ::::. est le 
miliec. œ :c ~ 
1. Soi!:s ·.: ë---. -., ~~-

te deœ:=::-e ::J~ -~­
meAeo3. 

E 

aJ né-~- 1 - , a ~é~.: .... ,:2 a:fé,istiques de s. 

F 

b) Déte-:::::::i:: !ïr::.Ege de Epars et la mesure princi----+- --+ 
pale de :·qe (_.\.E.. BF}. 
2. On dé-;g m par [--€) le cercle de diamètre [BD] et par K 
le point cnntersection des droites (AE) et (BF). 
a) Dé.œœitrer que K appartient à ('€). 
b) En déduire que (KD) et (BF) sont perpendiculaires. 
3. On désigne par('€') le cercle de diamètre [DF]. 
a) Démontrer que K appartient à (~ '). 
b) En déduire que les points C, G et K sont alignés. 

19 ABCD est un carré de sens direct et de centre 1. 
Soit P un point de la droite (BC), distinct de B. Les droites 
(AP) et (CD) se coupent en Q. La droite perpendiculaire à 
(AP) passant par A, coupe (BC) en R et (CD) en T. 

1. Soit r la rotation de centre A et d'angle ; . 
a) Déterminer l'image de (BC) par r. 
b) En déduire les images par r des points Pet R. 
2. On désigne par N et M les milieux respectifs des seg­
ments [PT] et [QR], pars la similitude directe de centre A, 

de rapport f! et d'angle : . 

a) Déterminer les images par s des points B, R et P. 
b) Déterminer le lieu géométrique du point N lorsque P 
décrit (BC) privée de B. 
c) En déduire que }es points M, N, B, D et I sont alignés. 

30 ABCD est un carré de sens direct et de centre I. 
On désigne par J le milieu du segment [AI] et par s la 
similitude directe, qui transforme A en I et B en J. 
1 . Déterminer le rapport et l'angle de s. 
2. Construire s(C) et s(D). 
3. Démontrer que le centre Q de s appartient au cercle de 
diamètre [AD] et au cercle circonscrit au triangle ABJ. 
Construire Q avec précision. 

31 '0~ donne deux cercles ('"<&) et (~') de centres 
respectifs I et I', de rayons différents r et r'. 
1. Démontrer que l'ensemble des centres des similitudes 
directes, qui transforment (~) en ('€'), est un cercle (r) 
que l'on déterminera. 
2. On suppose que : r ' = Zr et II' = 3. 

1 --+ - - -Soit A et B les points tels que: 3 IA = II' et 1B = - II'. 

a) Démontrer que : A E (r} et B E (f'). 
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b J En déduire le tracé de (r). 
c) Soit K le point de contact de la tangente à (f) issue de 
I', tel que KII' est de sens direct. 
Déterminer l'angle de la similitude directe de centre K. 
qui transforme (~) en (~'). 

32 Soit s la similitude directe d'écriture complexe : 
z' = (1 + i)z + 2. 

1. Déterminer les éléments caractéristiques de s. 
2. Soit Q le centre de s. Quelle est la nature du triangle 
MQ.M', où M' est l'image de M par s ? 
3. Donner un programme de construction de M'. 
4. Déterminer et construire l'ensemble (~1) des points ~f 
tels que : OM = OM'. 
5. Déterminer et construire l'ensemble (~2) des points :\I - -tels que : OM . OM' = o. 

33 AIi' est un triangle de sens direct, isocèle et rec­
tangle en A. Les cercles (~) et (~') passant par A, de 
centres respectifs I et I', se recoupent en un point B. 
On associe à un point M de (~) le point M' de (~') tel que : -

Mes (IM,rM') =-~. 

1. Démontrer qu'il existe une unique rotation r transfor­
mant I en I' et Men M'. 
Déterminer le centre et l'angle de cette rotation. 
2. Le point M étant distinct de B, la droite (BM) recoupe 
(~') en N' et la droite (BM') recoupe (~ ) en N. 
Démontrer que N' est l'image de N par r. 
3. On construit les carrés MBM'P et NBN'Q. 
Démontrer que P est l'image de M par la similitude directe 
s de centre B, qui transforme N en Q. 
4. Déterminer les lieux géométriques des points P et Q, 
lorsque M décrit (~). 

34 Sur la figure ci-contre, 
[AB] est un diamètre du cercle (~) ,' 

M' 

(~). C est un point de ]AB[ et I 
est le milieu de (BC]. A k-------'+--+--'-l:,__+---1 B 
La médiatrice de [BC] coupe (~) 
en M et M', tel que AMM' est de 
sens direct. 
Enfin, N est le projeté orthogo­
nal de C sur (AM). 
1. Démontrer que N, Cet M' sont alignés. 

M 

2. Soit s la similitude directe de centre N, qui transforme 
MenC. 
a) Déterminer l'angle de cette similitude. 
b) Déterminer les images pars des droites (MI) et (NC). 
c) En déduire l'in1age de M' pars. 
3. Soit I' le milieu de [AC]. 
a) Démontrer que I' est l'image de I par s. 
b) En déduire que la droite (NI) est tangente en· N au 
cercle de diamètre [AC]. 

35 On considère deux segments [AC] et [BD] de 
même longueur, de milieux respectifs M et N tels que : -

- - 7t Mes (AC, BD) = 2 . 

1. Déterminer toutes les isométries transformant [AC] en [BD]. 
2. Soit r

1 
la rotation de centre I, qui transforme-A en D et 

C en B. Soit r
2 

la rotation de centre J, qui transforme A 
en B et C en D. 
a) Quelle est la nature du quadrilatère IMJN ? 

122 Similitudes 

bJDonner un programme de construction de I et J, ne fai­
sant intervenir que les points M et N. 
3. Soit P le point diamétralement opposé à I sur le cercle 
d~ diamètre [~] et s la similitude directe de centre I qui 
transforme A errP. 
a) Déterminer les éléments caractéristiques de s et sa 
forme réduite. · 
b) Trouver l'image de la droite (AC) par s. 
4. Les points M et N restent fixes et distincts. Les points 
_'\,_B, Cet D varient dans le plan de telle sorte que les seg­
ments [AC] et [BD] gardent une longueur constante e et -

- - 7t ~ (AC, BD) =z. 
On pose : R = s(C). Déterminer l'ensemble décrit par les 
~ PetR 

3 6 _-\ECDEF est un hexagone régulier de centre I, 
fEl Ç""-.e ..e triangle IAB est de sens direct. Soit J le milieu 
CT! ~ [Al]. 
1. Cb ~ s.. la similitude directe de centre B, de rapport 
} et d'angle-~ -
a) Détenniner l'image de E par s1 . 

b) Déterminer l'antécédent de J par s1 . 

2. On note s
2 

la similitude directe de centre J qui trans­
forme A en F. Déterminer le rapport et l'angle de s2• 

3. On note s la similitude directe qui transforme E en F 
etD enJ. 
a) Comparer set s2 os1 • 

b) En déduire le rapport et l'angle des. 
c) Construire le centre Q de s, en énumérant les diffé­
rentes étapes de cette construction. 

37 Soit r un nombre réel strictement positif, u le 

nombre complexe de module r et d'argument - 3
:. 

1. On considère la suite (An) de points définie par : 

• A0 = 0, 
• l'affixe de A1 est i, 

• V' n E N* \ {1}. An est l'image de An-z par la similitu­

de directe de centre An_ 1, de rapport r et d'angle - 3:. 

On désigne par zn l'affixe de An. 

a] Écrire, pour tout entier naturel n non nul et distinct de 
1, une relation entre zn, zn_ 1 et zn - 2. 

b J Démontrer que : 
V n E N* \ {1) , zn -zn-l = (- u)n-l i. 

2. a) Déterminer les éléments caractéristiques de la simi­
litude directe s, qui transforme A0 en A1 et A1 en A2 • 

b} Démontrer que: V n E N, An+l = s(An). 

38 ABCD est un carré de sens direct et de centre I. 
Soit M. un point de la droite (DC), N le point~d'intersec­
tion de la droite (BC) et de la perpendiculaire à, la droite 
(AM) passant par A, J le milieu du segment [MN]. 
1. On considère la rotation r de centre A telle que : B = r(D). 
a) Démontrer que: l';l' =.r(M). 
b) En déduire la nature du triangle AMN. 
2. On considère la similitude directe s de centre A telle 
que : I = s(D). 
a) Déterminer l'image de C par s. 
b) Démontrer que : J = s(M). 
c) En déduire le lieu géométrique des points J, lorsque M 
décrit (DC). 
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A pplications 
de 'espace 

Daru les classes préœden~, nous avons étudîé le parallélisme 
et /'orihogona/ifé des droites et des plans de l'espace. Dans ce 
chapitre, nous utilisons ces notions pour définir des app/;cations 
de l'espace et étudier leurs propriétés. 

Sur la photo de la ville de Chinguetti, les ombres projetées sur le 
sol et sur les bâtiments définissent autant de projections sur des 
plans, parallèlement à la direction des rayons du soleil. Certa.ines 
isométries de l'espace permettent également de déterminer les 
éléments de symétrie (centre, axes, plans} d'un solide. Ainsi, on 
peut remarquer que la mosquée de Chinguetti possède un axe et 
deux plans de symétrie. 

Mosquée de Chinguetti, en Mauritanie. 

1. Projections ··········· ····· ··· ··········································· 124 
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~ :::c ci::ç;::7E . . "espace i est muni du repère (0, --CJ:kJ et'l-V désigne l'ensemble des vecteurs de J'es­
pace. 

• Le vocabulaire et les résultats concernant les applications du plélJJ. s'étendent à l'espace : 
- une transformation de '& est une application bijective de '& dans cg ; 
- une isom étrie de '& est une application de '& dans '& qui conserve la distance ; 
- une application affine de <& est une application de '& dans '& qui conserve le coefficient de colinéarité. 

• Une application de '& dans '& est une application affine si et seulement si elle vérifie l'une ou l'autre 
des conditions suivantes : · 

- elle conserve le barycentre ; 

{ 

x ' = eu- + by + cz + d 
- son expression analytique est de la forme: y · = ax + b'y + c'z + d ' . 

z' = a -x + b"y + c"z + d" 

• Les propriétés des applications affines du plan s'étendent à l'espace ; en particulier : 
- une application affine de '& est déterminée par la donnée d'un repère de % et de son image ; 
- l'ensemble des points invariants par une application affine est 0, un singleton, une droite, un plan 

ou cg ; 
- l'image d'une droite par une application affine est un singleton ou une droite ; 
- l 'image d'un plan par une application affine est un singleton, une droite ou un plan ; 

• À toute application affine f de '& est associée une application linéaire <p de W dans lui-même telle que -- -pour tous points A et B, on a : <p(AB) = f(A)f(B). 

• Toute isométrie de '& est une application affine. 
Une isométrie conserve l'alignement, le parallélisme et l'orthogonalité. 
Une isométrie conserve les aires et les volumes. 

__ ......., _ Ptojections 
_ t~-t. Définitions et propriétés 

Lorsqu'une droite et un plan ne sont pas parallèles, leur intersection est réduite à un singleton. 

Ce résultat justifie les définitions suivantes. 

Soit ((l)>) un plan de cg et (~) une droite non paral­
lèle à ((l)>). 
On appelle projection sur ((l)>) parallèlement à 
(~) l'application p de '& dans lui-même qui à tout 
point M associe M', point d'intersection de ((l)>) 
avec la parallèle à (Li) passant par M. · 

, { M' E (~ ) 
On a~ p(M) = M <=> (MM') Il (ô ) . 
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Soit ('2ll) une droite de '& et (□) un plan non 
parallèle à (2îl). 
On appelle projection sur (~ ) parallèlement à 
(TI) l'application q de '& dans lui-même qui à tout 
point M associe M', point d'intersection de (2îl) 
avec le plan parallèle à (□) passant par M. 

. , { M ' E (21l) 
On a : q(M) = M <=> (MM') II (□) . 

t 



Vocabulaire 
M'est le projeté de M sur (QI>) parallèlement à (~J- .M'est le projeté de M sur (Çw) parallèlement à (TT). 

Remargu~§ 
• Lorsque (t!.) _l_ (C!P }, p est la projection orthogo:m 1P 

sur (QI>) et M' est le projeté orthogonal de M sur 9 ~-
• JH:Sf{Ue ITTJ l. (CZv}, q est la projection orthogonale 

.:.!.:.: ., et .M'est le projeté orthogonal de M sur ((j})). 

Soit p la projection sur un plan (C/;) parallèœ­
ment à une droite (tl.). 
- L'image de 'ïg par p est (QI>). 

Son q la projection sur une droite ((j})) parallèle­
~ à :an plan (TT) • . 
- Lbagede~ par qest(Çw), ) 

- L'ensemble des antécédents par p d~ pcmrt 
M' de (QI>) est la parallèle à (ô.) passant par ~r­
- L'ensemble des points invariants par p est (~). 

- rei 5ei 1b!-e des antécédents par q d'un point M' 
de (3'} est !e plan parallèle à (TT) passant par M'. 
- J.'en5eroh~ des po:inls invariants par q est (2ll). 

Ces propriétés découlent des définitions. 

_ 1~ .• 2.t Autres propriétés 

EJ□raf.l'J!" ::J Conservation du coefficient de colinéarité 

Soit A, B, C trois points de 'ïg et A', B', C' leurs images respectives par une projection. 
-+ -+ -+ -+ 

S'il existe un nombre réel k tel que AC = kAB, alors on a : A'C' = kA'B'. 

D émonstration 
• Considérons la projection sur un plan (QI>) parallèlement à 
une droite. (tl.). 

---+ 
- Lorsque AB est un vecteur directeur de (tl.), on a: . 

-+ ---+ 
A'= B' = C'; donc: A'C' = kA'B'. 

-+ 
- Lorsque AB n'est pas un vecteur directeur de (Li), les points 
A, B, C, A', B', C' sont coplanaires et on est ramené à une pro-

-► -+ 
jection dans le plan. Donc: A'C'-= kA'B'. 

• Considérons la projection sur une droite (<2ll) parallèlement à 
un plan (TT). -- Lorsque AB est un vecteur de (TT), on a : A' = B' = C' ; 

-+ ---+ 
donc: A'C' = kA'B'. 

-+ 
-Lorsque AB n'est pas un vecteur de (TT), la parallèle à (<2ll) pas-
sant par A coupe les plans parallèles à (Il) passant par B et C 
en B1 et C1 tels que : 

(BB1) Il (CC1) et (AA') Il (B
1
B') Il (C

1
C'). 

Dans le plan contenant les points A, B, C, B
1 

et C
1

, on a : 
-+ -+ 

ACl = kABl. 
-+ -Dans le plan contenant A, B1 , C1 ,"A', B' et C', on a: A'B' = AB,

1 ---+ -+ . 
etA'C' =AC. 

1 - -+ . On en déduit que: A'C' = kA'B'. 

Remar ues 

Soit A, B, C, D, I des points de 'ïg et A', B', C', D', l' leurs images respectives par une projection. 
• Si I est le milieu de[AB], alors l' est le milieu de [A 'B']. 
• Si ABCD est un parallélogramme, alors A 'B'C'D' est un parallélogramme. 

CM 
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Toute projection de l'espace est une application affine. 

( - . 

Toute projection de i admet une application linéaire associée6 appelée projection vectorielle. 
• Si p est la pr'!jection sur un plan de vecteurs • Si q est. la projection sur une droite de vecteur 
directeurs Û et v, parallèlement à une droite de ~ Û, parollèlement à un plan de vpcteurs 
vecteur directeur w, alors l'application linéaire direct.a::.___,s r!" et .,;, alors l'application linéaire asso­
associée est l'application n de 'W dans 'W telle que : cire es: ~-cppli.cation y de "W dans "W telle que : 

n(Û) = ,1, n{v) = v et nÏw) = Ô. 1(iI) = û. y(v) = Ô et yÎw) = Ô. 
• 

ooEr•L "':'!l Image d'une droite, d'un plan 

Soit p une projection, (AB) une droit~ N et B' les images respectives de A et B par p. 
• Si A'* B', l'image de (AB) par p est la droite (A'B'). 
• Si A'= B', l'image de (AB) par p est le singleton {A'}. 

La démonstration de cette propriété est analogue à celle donnée pour l'image d'une droite par une appli­
cation affine du plan. 

• L'image d 'un segment [AB] est le segment [A'B'] ou le singleton {A'}. 
• L'image d 'une demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B') ou le singleton {A'}. 

Soit p une projection, (AB) et (CD) deux droites parallèles. 
Si l'image de (AB) par p est une droite (A'B'), alors l'image de (CD) par p est une droite (C'D') paral­
lèle à (A'B'). 

D émonstration 
-► -► -► -► 

Les vecteurs AB et CD sont colinéaires ; donc, il existe un nombre réel Je non nul tel que : CD = k AB. 
-► -► 

p est une application affine ; donc p conserve le coefficient de colinéarité et on a : C'D' = k A'B'. 
-► -4 

L'image de (AB) est une droite ; donc A'B' * O. 
-► -4 

On en déduit que C'D' -::/:. 0 et que l'image de (CD) par p est une droite (C'D') parallèle à (A'B'). 

Nous admettons les propriétés suivantes. 

Soit p la projection sur un plan (~) parallèle­
ment à une droite (Li). 
L'image par p d'un plan parallèle à (Li) est la 
droite d'intersection de ce plan avec(~ ). 
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Soit q la projection sur une droite (2t)) parallèle­
ment à un plan (Il). 
L'image par q d'un plan parallèle à (Il) est le 
point d'intersection de ce plan avec (2b). 



,Remar ues 

• L'image par p d'un plan non parallèle à (li) est le 
plan((!!'). 

• L'i.mage pa: q d . !LTJ plan non parallèle à (n) est 
la droite ~. 

Expression analytique d'une proiection 
On ne donne l'expression analytique d'une projection que dans les cas parnœ··~ rr _ _e plan (ou l<!....droi­
te) de projection et la direction de projection sont parallèles aux plans ou axes c:~ ~~o."'( Y k ). 

• Soit p la projection sur un plan (QJ>) d'équation 

z = c, parallèlement à une droite (li) de vecteur 
➔ 

directeur le . 

Soit M(î) un point de '& et M'(i:) son image par p. 

On a : M' E ((!!') ~ z ' = c ; 

(MM') // (fi) ~ { ~ '. = ~ ~ g . 

On en déduit la propriété suivante. 

PropJiétés 
. -rt -rt -► 

L'espace est muni du repère (0, 1, J, k ). 
• L'expression analytique de la projection sur le 
plan ((!!') d'équation z = c, parallèlement à une 

-> x'=x 
droite (Ll) de vecteur directeur k est : { f,' ; g-

= __ t.3. Travaux dirigés 
Le repère (0, I; J: k) est orthono~mé. 

• Soit q la projection sur tœe 6.-a:Lt? (::t) de systè­

me d'équations { i: t, parallèis::....~t à un pl~ (Tl) 

de vecteurs directeurs r et T 

Soit MG) un point de '& et . r{f J 5œ:l image par q. 

On a : M' E (~ ) ~ { z: : b : 
(MM')// (n) ~ z' - z = O. 

b 
->· 
i 

a ..... 
X •••••• 

• L'expression analytique de la projection sur la 

droite (<3J) de système d'équations {;: i, paral­

lèlement à un plaµ _(TI) de vecteurs directeurs Ï 
x' =a 

et;► est : { y' = b. 
z' = z 

{

x' = ~ (2x + y - z- 3) 

Soit p l'application de cg dans '& d'expression analytique: y'= ~ (x + 2y + z + 3). 

z' = ~ (- x + y + 2z - 3) 

1 °) a) Déterminer l'image N par p du point A de coordonnées (1 ; - 2 ; 3). 
b) Déterminer l'ensemble des antécédents de N par p. 
2°) Démontrer que l'ensemble des points invariants par p est un plan ((!!'). 

3°) Soit M un point de <& et M' son image par p. 
a) Démontrer que M'appartient à((!!'), 
b) Démontrer que si M n'appartient pas à((!!'), la droite (MM') est orthogonale à((!!'). 

4°)'En déduire la nature de p. 
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Solution 
1 °) a) L'image de A par p est le point A' de coordonnées (- 2 ; 1 ; 0). 

b) Soit M(~) un antécédent de A; on a: { !\ +zt: ! : ; : ; 6 
<=> {!\ \t::: ~ 3 . 

z -x+y+ Zz - 3 = 0 -x+y+2z=3 . 

Ce système est équivalent à un système de deux équations: { 2x +
2
y- z = -

0 
3 , c'est-à-dire un système 

I + y+z= 

d'équations cartésiennes de la droite passant par A' et de '\cdeur directeur zt(-:1)-

{ 

2x+y-z-3=3x {-.r-~-z-3=0 
2°) On a : M' = M <=> x + 2y + z + 3 = 3y <=> .r - g - z - 3 = 0 <=> x - y + z + 3 = o. 

. - x + y + 2z - 3 = 3z -x..:.. g - z - 3 = O 

Donc, l'ensemble des points invariants par p est le plan (~ ) <Ïéqnation : .r - y+ z + 3 = O. 

3°) a) On vérifie que : x' - y'+ z' + 3 = O ; donc : M E (~ )._ 
1 
3 (-x + y - z- 3) 

b) On a: MM' ~ (;-y+ z + 3) ; de plus ü(~1) est un \-ecteur normal au plan (QJ>). 

1 
3 (-x + y- z - 3) 

MM' et it sont colinéaires ; donc, la droite (MM') est orthogonale au plan (QJ>). 

4°) On en déduit que p est la projection orthogonale sur le p lan (QJ>). 

1 .a Soit ABCD un carré et (01) un plan non per­
pendiculaire au plan (ABC). 
On désigne par A', B', C' et D' les images res­
pectives de A, B, C et D par la projection ortho­
gonale sur (~). 
1. Quelle est la nature du quadrilatère A'B'C'D'? 
2. À quelle condition le quadrilatère A'B'C'D' 
est-il un losange? un rectangle? Ùn carré? 

1 .b Soit ABCDEFGH un cube et p la projection 
orthogonale sur le plan (HFC). 
1. Démontrer que : p(A) = p(G). 
2. Démontrer que p(A) est le centre de gravité 
du triangle HFC. 

1 .c Soit ABCDEFGH un cube et p la projection 
orthogonale sur la droite (EC). 
1. Démontrer que les points A, F et H ont 
même image I par p. . 
2. Déterminer -l'ensemble des antécédents par 
p du milieu J de [IC]. 

1 .d Soit ABCD un tétraèdre, 1 et J les milieux res­
pectifs de [AC] et [BD], (~) un plan orthogonal 
à (IJ). 
On désigne par A', B', C' et D' les images res-
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pectives de A, B, Cet D par la projection ortho­
gonale sur (~). 
1. Déterminer la nature du quadrilatère A'B'C'D'. 
2. On suppose que : (AC) ..l (BD). À quelle 
condition A'B'C'D' est-il un losange ? 
3. On supppse que ABCD est un tétraèdre régu­
lier. Quelle est alors la nature du quadrilatère 
A'B 'C'D'? 

1 .e Le repère (0, t r k) est orthonormé. 
Soit (01) le plan d'équation x - 2y + 3z = 1 et le 

point A(- :s ) . 

1. Déterminer les coordonnées de l 'image N de 
A par la projection orthogonale p sur(~). 
2. Déterminer une représentation paramétrique 
de l 'ensemble des antécédents de A' par p. 

1 .f Le repère (0, t r k) est orthonormé. 
Soit (2ll) la droite de représentation paramé-

trique{~ : 2 ~ t \À E IR) et le point A(§ ) . 
z =1-2À. - 1 

1. Déterminer les coordonnées de l'image A' de 
A par la prdjection orthogonale p sur (2ll). 
2. Déterminer une équation cartésienne de 
l'ensemble des antécédents de A' par p. 



~ TransJations et homotbéties 

·- 2.1 !_ Translations 

Définition et propriété caractéristique 

Soit Û un vecteur de 'W. 

On appelle translation de vecte~ Û, et on note rii . f appfica:tion de <& dans lui-même qui à tout JIOint 

M associe le point M' tel que : MM' = Û. 

• Si Û = ô, tû est l'application identique ; tous les tlOr--:-; ~ i: 90:lt inYariants. 

• Si Û * Ô, aucun point n'est invariant. 

Exemples H G ~------- -:;,r 
-Soit ABCD.EFGH un pavé. 

• Les points E, F, G et H sont les images :respec:m-35 è.BS 
_ 4 ..c..._ __ ,.__ _____ -,,,-

-points A, B, Cet D par la translation de vecteur _-\E... 

• Les points B, C, G et F sont les images respectin5 des - /'0 

points A, D, H et E par la translation de ,ecteur AB. A 

Soit f une application de ~ dans lui-même. 

f est une translation si et seu~ment si, pour tous points M et N 
. ------+ -

d'images respectives M' et N', on a: M'N' = MN. 

La démonstration de cette propriété est analogue à celle faite dans le plan en classe de première. 

,R g,roar ues 
• Toute translation de ~ est une isométrie. 
• L'application linéaire associée à une translation est l'application identique de "W. 

e-~t~~~::..:1 Translations et configurations 
Soit t une translation. 
• L'image de la droite de repère (A, Û) est la droite de repère ( t(A), û). 
• L'image du plan de repère (A, Û, v) est le plan de repère (t(A), Û, v} 
• L'image d'une figure plane est une figure de même nature et de mêmes dimensions. 
• L'image d'un solide de l'espace est un solide de même nature et de mêmes dimensions. 
Par exemple, l'image de la sphère de centre I et de rayon R est la sphère de centre t(I) et d e rayon R. 

: ':M~ - ..:..i;;1 Expression analytique d'une translation 

Soit tune translation de v~cteur ü(!), M(i) un point de~ et M'(r) son image part. 

--+ ---+ {x-x=a . 
On a : MM' = u {:::} y: - y = b . 

Z -z = C 

On en déduit la propriété suivante. 

---+ 
L'espace est muni du repère (O, T, J, k ). a {x' = x + a 
L'expression analytique de la translation de vecteur u(b) est: y'= y+ b. 

C z' = Z + C 
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n1111~ Composée de deux translations 

Soit ïl et li deux vecteurs de 'W. 

La composée t0 o tû des translations de vecteurs respectifs ïl et li est 

la translation de vecteur ïl + ""i!. M 

La démonstration de cette propriété est analogue à œile faite dans le plan en classe de première. 
On a · t➔ot➔ =· t-+ -+ 

• V U U + V ' 

Remar ues 

• La loi o est une loi de composition interne dans l'ense-=w!e 5'" des translations de%. 
---+ ➔ ➔ ➔ __. - é. 

• Pour tous vecteurs u et v de 'W, on a: v + u = u .:.. r ; o:ic: t~0 të = tr°tü . 
La composition des translations est commutatire. 
• La composition des translations est associati.e. 
• t0 est 1 'élément neutre de <!l' pour la loi o . 

• Pour tout vecteur ïl de "W', on a : t_-.; o tü = I¾; tü est donc une transformation de~ et (tûr 1 = t_û• 
On en déduit que : (<!l', o) est un groupe commutatif. 

_..2.2 Homothéties 

Définition et propriété caractéristique 

Soit O un point de i .et k un nombre réel non nul. 

On appelle homothétie de centre O et de rapport k, et on note hco, kl ou h, l'application de i dans lui-
-+ -même qui à tout point M associe le point M' tel que: OM' = kOM. 

• Si k = 1, h est l'application identique et tous les points de i sont invariants. 
• Si k * 1, 0 est le seul point invariant. 
• Si k = - 1; h est la symétrie de centre O. 

Exemples 
Soit OABCD une pyramide et ABCDEFGH le tronc de pyramide 
tel que E, F, G et H sont les milieux respectifs des arêtes [OA], 
[OB], [OC] et [OD]. 

• Les points E, F, G et H sont les images respectives des points A, 

B, C et D par l 'homothétie de centre O et de rapport ~. 

• Les points A, B, C et D sont les images respectives des points E, 
F, G et H par l'homothétie de centre O et de rapport 2. 

Soit f une application de % dans luimême, k un nombre réel diffé­
rent de O et de 1. 

f est une homothétie si et seulement si, pour tous points M et N - -d'images respectives M' et N', on a: M'N' = kMN. 

0 

A 

N'~o M 

M' ~ 

La démonstration de cette propriété est analogue à celle faite dans le plan en classe de première . 

. Remar ~ 
• Toute homothétie de 18 est une application ~affine. 

N 

• L'application linéaire associée à une homothétie h de rapport k (k ':f:. 1) est l'application de 'lV dans "W', 
appelée homothétie vectorielle, qui à tout vecteur ïl associe le vecteur kÏi. 
• Une homothétie de rapport k multiplie les distances par I k I, les aires par k 2 et les volumes par I k 1

3• 
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~-~-"'""'-<Cl-~· es e, configurations 
Soit h une !::o=.o~ de rapport k. 
• L'image de ~ droite de repère (A, Û) est la droite de repère (h(A), û). 
• L'image du plan de repère (A, Û, v) est le plan de repère (h(A), Û, v). 
• L'image d'une figure plane est une figure de même nature. 
• L'image d'un solide est un solide de même nature. 
Par exemple, l'image de la sphère de centre I et de rayon R est la sphère de centre h(I) et de rayon I k IR. 

Expression analytique d'une homothétie 
La démonstration des propriétés suivantes est analogue à celle faite dans le plan en classe de première. 

Propri~t~l l 
L'espace est muni du repère (0, t, Î, k). , kx (l k) 

(a) { x = + - a 
L'expression analytique de l'homothétie de centre n b et de rapport k est: y'= ky + (1- k)b 

c z' = kz + (1 - k)c 

Exemple _ 1 { x' = _ zx _ 3 
L'homothétie de centre n( 2 ) et de rapport - 2 a pour expression analytique: y '= - 2y + 6. 

0 z' = - 2z 

L'espace est muni du repère (0, t, 1, k). 
· Soit p , q et r trois nombres réels, k un nombre réel non nul et f l'application de '& dans lui-même qui 

à tout point Ml:) associe le point M'(~;) tel que: { ;',: t :~ 
\i z z' = kz + r 

• Si k = 1, f est la translation de vecteur ü(~)-
, . r 

• Si k =t:- 1, f ést une homothétie de rapport k. 

Exemple , 

{

X =3X-4 
L'application ayant pour expression analytique y'= 3y 

z' = 3z + 2 
est une homothétie de rapport 3 ; 

son centre est l'unique point invariant, c'est-à-dire : n(_6 j . 

.J'~ ~,, !I Composées de translations et d 'homothéties 
La démonstration des propriétés suivantes est analogue à celle faite dans le plan en classe de première. 

Soit h et h' deux homothéties de centre 0 et de rapports 
respectifs k et k'. 
h' oh est l'homothétie de centre 0 et de· rapport k'k. 

On a : h 'ro,k'}oh(O,k) = h(O.fck')' 

• Si k'k = 1, alors h'oh est l 'application identique. 

• Si k 'k = - 1, alors h 'oh est la symétrie de centre O. 

Remar ues 
• La loi o est une loi de composition interne dans l'ensemble °de0 des homothéties de'& de centre O. 
• Pour tous nombres réels k et k ', on a: k'k = kk'; donc: hoh' = h'oh. 
La composition des homothéties d_e centre O est commutative. 
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• La composition des homothéties de centre O est associative. 
• hro,iJ est l'élément neutre de ';}(0 pour la loi o. 

• Pour tout nombre réel k non nul, on a : h(o.k oh o. il= Iciç, ; hro,kJ est donc une transformation de~ et 

h(O,kJ- 1 = hro,-f J . 

On en déduit que ('JC0 , o) est un groupe commutatif 

Soit h eth' deux homothéties de rapports respectifs Je et k'. 
• Si k'k-:;:. 1, alors h'oh est une homothétie de rapport kll. 
• Si k'k = 1, alors h 'oh est une translation. 

Le centre de l'homothétie est le point invariant de h·0 :i. 
Le vecteur de la translation est déterminé en chen:h~~ :1ziuge d·un point par h '0 h. 

Exemples 
1 

_ 
1 0 

Soit les points n1(-01), n2 ( ~ ) , n3(_1J et les homothéties ~ cn
1

_~ )• h2(n
2

, 21 et h3cn
3
,_ 41 • 

• h1 oh3 est une homothétie de rapport - 2. 

Son expression analytique est : { :: : = : : } ; le c_°ntre de c:t:~ homothétie est le point I 

, 2 5 z = - z - 2 

• h 2 o h1 est une translation. 

{ 

x' = X +~ 
Son expression analytique est : y ' = y - 1 

z' = z -1 

( -+( 2 ) ; h 2 o h1 est donc la translation de vecteur : u = i . 

Soit h une homothétie de rapport k différent de 1 et t une translation. 
hot et toh sont des homothéties de rapport k. · 

Exemples . 0 _ 2 

Soit h l'homothétie de centre n(_11) et de rapport - 4, t la translation de vecteur zt( i ). 
hot et toh sont des homothéties de rapport - 4. 

• L'expression analytique de ho t est: { :: : =:::; le centre de cette homothétie est le point I 

z' = - 4z - 9 

{ 

x' = - 4x- 2 

• L'expression analytique de toh est: y '= - 4y + 6 ; le centre de cette homothétie est le point J 

z' = - 4z - 4 

emarg~ 

2 
5 

6 
5 

4 
5 

L'ensemble des homothéties èt translations dei, muni de la loi de composition des applications, est un 
groupe non commutatif. 
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2.a Soit ABCDEFGH un cube. 
Déterminer les coordonnées dans le repère 
(A, B, D, E) des images des points C, F, Ge!: :rJ 
par chacune des transformations suivantes : 

-->-
a) translation de vecteur EG 

----->-
b) translation de vecteur BH 

c) homothétie de centre A et de rapport -: 1 
d) homothétie de centre F et de rap~ .; . 

2.b Soit ABCD un tétraèdre, I et J les mi1~?I'fX :-es­
pectifs de [AB] et [CD). 
1. Construire l 'image du tétraèdre par la trans-

-► 
lation de vecteur IJ. 
2. Déterminer les coordonnées dans le repère 
(A, B, C, D) des images des points A, B, Cet D 
par cette translation. 

2.c Soit ABCDEFGH un cube, h l'homothétie de 
centre A et de rapport 2, t la translation de vec-

----->-
teur HD. 
1. Construire les images des points E, B, Cet G 
par toh. 
2. Déterminer la nature et les éléments caracté­
ristiques de cette transformation. 

2.d Soit ABCDEFGH un cube, h1 l'homothétie de 
centre A et de rapport 2, h

2 
l'homothétie de 

centre C et de rapport t . 
1. Construire les images des points A, B, Cet G 
p ar h 2ohr 
2 . Déterminer la nature et les éléments caracté­
ristiques de cette transformation. 

2..e (b_ considère les transformations f et g d'ex­
~ons analytiques respectives : • 

{

.r:=-2r - 4 {x:=x+l 

.::, = - 2g T 1 et Y = y - 2 • 
I · = - 2%T3 z'=z-1 

1. ~ :rw la nature et les éléments caracté­
fi;,h~'""~ à.~: e: g. 
2.. Détm::::li:n:w rex:~~n analytique, la natu­
re et les élé:I!ents ca:-acœristiques des transfor­
mations gof et fag. 

2.f Soit les points ACz :) et B( { 1). 1i l'homothé­

tie de centre A et de rapport - 3, h 2 l 'homothé­
tie de centre B et de rapport t . 
1. Déterminer les expressions analytiques de 
h 2 oh1 et h 1 oh2• 

2. En déduire la nature et les éléments caracté­
ristiques de ces transformations. 

~ Symêtrres-~Oxtfiogollales· 
Dans cette leçon, le repère (0, T;tkJ est orthonormé. 

~ Plan médiateur d'un segment 
On a établi en classe de première la propriété suivante. 

Soit A et B deux points distincts de'& et Ile milieu de [AB]. 
L'ensemble des points équidistants de A et B est le plan (II) 
orthogonal à la droite (AB) en I. 

Ce plan est appelé plan médiateur de [AB]. 

Remarg~ej 
Soit Ile milieu d'un segment [AB] et (Tl} le plan médiateur de [AB]. 
• Toute droite de (II) passant par I est une médiatrice de [AB]. 
• Pour tout plan (<!P) contenant la droite (AH) : 
- (<!I') et (II) sont perpendiculaires ; 

L.........C...:/2\ -E____,/ 

- la droite d'intersection de (<!P) et (II) est la médiatrice de [AB] dans (<!I' ). 
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Exemples 
• Soit ABCDEFGH un cube, I et J les milieux res­
pectifs de [ÀD] et [FG]. 

• Soit PQRS un tétraèdre régulier et K le milieu de 
[PQ]. 

Le plan (BEH) est le plan médiateur de [IJ], de [DG] 
et de [AF]. 

Le plan (RKS) est le plan médiateur de [PQ]. 

p 

s 

A R 

~rl~~ Définition et propriétés 

Soit (Il) un plan de <&. 
On appelle réflexion de plan (Il), et on note s0 , l'application de 
<& dans lui-même qui à tout point M associe le point M' tel que : 
• si M E (Il), alors M' = M ; 
• si M fi. (Il), alors (Il) est le plan médiateur de [MM']. 

~/4\-----i-J:~7 
Une réflexion de plan {Il) est aussi appelée symétrie orthogonale par rapport à (Il). 

,Remarg~ 
• L'ensemble des points invariants par sn est le plan (TT). _ _ 
• Si H est le projeté orthogonal de M sur (TI) et si M' = s0 (M}, alors : MM' = 2 MH. 
• Si M' = s

0
(M}, alors M = s0 (M') ; on dit que Met M' sont symétriques par rapport à (11). 

• Pour tout plan (II}, on a : s0 os0 = Id'!!, ; sn est donc une transformation de % et (s0 J- 1 = s0 . 

Soit (TT) un plan et s0 la réflexion de plan (Il). 

• Si (21>) est un plan perpendiculaire à (TT) et(~) 
leur droite d'intersection, alors : 
- (21>) est globalement invariant par sn ; 
- la restriction de sn à (0>) est la syroétrie ortho-
gonale d'axe(~). 

M 

• Si (2b) est une droite orthogonale à (Il) en wr 
point I, alors : 
- (2h) est globalement invariant par s0 ; 

- la restriction de sn à (qJJ) est la symétrie de 
centre I. 

M 

M' 

Ces propriétés se déduisent des propriétés du plan médiateur d'un segment. 

Toute réflexion de % est une isométrie. 
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D émonstration 

Soit A et B deux points de %, A' et B' leurs images respectives par une réflexion de plan (IT). 
• Si (AB) J_ (IT), alors A, B, A' et B' appartiennent à une même droite orthogonale à (IT) ; 
donc: A'B' = AB, d 'après les propriétés précédentes. 
• Si (AB) n'est pas orthogonale à (IT), alors A, B, A' et B' appartiennent à un même plan orthogonal à (IT) ; 
donc : A'B' = AB, d 'après les propriétés précédentes. 

,Remar ~ 
• Toute réflexion de~ est une application affine. 
• Soit s la réflexion de plan (TT) de vecteurs directeurs Û et v, w un vecteur normal à (IT). 
L'application linéaire associée à s est l'application a de ''W dans "Mf telle que : 

~(û) = Û, a(vJ = v et cr(ir] = - ïê_ 

c;.;:-e~::.._..:::J Réflexions et configurations 

• 

• Toute réflexion transforme les droites (respecth-ement les plans) en droites (respectivement en plans) 
en conservant parallélisme et orthogonalité. 
• L'image d'une figure plane par une réflexion est une figure de même nature et de mêmes dimensions. 
• L'image d'un solide de l'espace par une réflexion est un solide de même nature et de mêmes dimensions. 
Par exemple, l'image d'un cube par-une réflexion est un cube de même arête. 

&:1:.rL.:.:~ Expression analytique d'une réflexion 
On ne donne l'expression analytique d'une réflexion de plan (IT) que 
lorsque celui-ci est perpendiculaire à l'un des axes du repère ortho-

,, .-► -;,), ~ 
norme (0, z, J, k ). 

(IT) est le plan d'équation z = c ~ on désigne par srr la réflexion de 
plan (IT). 

Soit M(î) un point de %, M'(i;) son image par Sn et Ile point d 'in­

tersection de (MM') et de (IT). 

<=> MM' = Àk(À E Ill) { x' - x = O 
<=> y' - y= 0 

Ona: 

I E (Il) z + z' 
<=> -z-= C. 

On en déduit la propriété suivante. 

ProRriété 
. L'espace est muni du repère orthonormé (0, t, J: k). . { 

L'expression analytique de la réflexion de plan (Il) d'équation z = c est: 

z 

C 

-+ 
k 0 

x' =x 
y'= y 
z ' = -z + 2c 

M 

M' 
y 

On obtient des résultats analogues lorsque (n) est perpendiculaire à la droite de repère (0, tJ ou à la 
droite de repère (0, TJ. 

;°",~;:;;;, ..... ;:::-..... · .:.:=i. Composée de deux réflexions de plans parallèles 
• (Il1) et (Il2) sont deux plans parallèles ; on désigne par s

1 
et s

2 
les 

réflexions de plans respectifs (Il1 ) et (Ilz). ' · 

Si A1 est un point de (I11) et A 2 son projeté orthogonal sur (Il
2

) , 
-+ 

A1A2 est un vecteur normal à (Il1) et (Il2), indépendant du choix 
deA1. 

Soit M un point de %, M 1 son image par s
1 

et M
2

. l'image de M
1 

par s2• 

On désigne par H1 et H2 les milieux respectifs de [MM
1

] et [M
1
M

2
]. 

Ai 

M H1 M1 
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- -= 2H1H2 = 2A1A2• -Donc, s2os1 est la translation de vecteur 2A1A2. 

• Réciproquement, soit t une translation de vecteur Û non nul, (TI) un plan de vecteur normal Û et (Il') 

l'image de (Il) par la translation de vecteur ~ Û . On a : t = sn-osn . 

On en déduit les propriétés suivantes. 

• La composée de deux réflexions de plans parallèles est une translation de vecteur normal à ces 
deux plans. 
• Toute translation de vecteur Û non nul est la composée de deux réflexions de plans parallèles ayant 
Û pour vecteur normal. 

Exemples 
Soit ABCDEFGH un cube, 1, J, K et L les milieux respectifs de [EF], [HG], 
[DC] et [AB]. 

• La composée des réflexions de plans (ADE) et (IJK) est la translation 
--+ 

H J G 

1 1 E .,__ _ ____ ....-<. 

F 

de vecteur AB. 
--+ 

• La translation de vecteur 2AE est la composée des réflexions de plans 
(ABC) et (EFG). 

. .... } ·L. :::.::~.::l · ......... \ 

~ 3.2. Demi-tours 

.... ---s~ Introduction 

A L B 

Considérons deux plans perpendiculaires (IT
1

) et (TI2), sécants suivant une droite (A). 
Soit Mun point de '&, M1 le symétrique de M par rapport à (1"4) et M2 le symétrique de M1 par rapport à (TI2) . 

On désigne par : 

(Qll) le plan orthogonal en M à (A) ; 

(2b1) la droite d'intersection des plans (Qll) et (TI1) ; 

(91!
2
) la droite d'intersection des plans (Qll) et (Ilz). 

Dans le plan (Qll), on a : 

(91!1) et (91!2) perpendiculaires en un point I, qui est le 
projeté orthogonal de M sur (Li) ; 

M et M 1 symétriques par rapport à (91!1) ; 

M 1 et M 2 symétriques par rapport à (91!2) . 

On en _déduit que dans le plan (Qll) : 

d'une part, M et M2 sont symétriques par rapport à I ; 

d'autre part, (.6.) est une médiatrice de [MMzl. 

Cette étude justifie la définition suivante. 

Soit (A) une droite de '&. 
On appelle demi-tour d'axe (~), et on note S11, l'application de '& 
dans lui-mêine qui à tout point M associe le point M' tel que : 
• si M E (.6.), alors M' = M ; 
• si M $. (A), alors (A) est une médiatrice de [MM']. 

Un demi-tour d 'axe (A) est aussi appelé symétrie orthogonale par rapport à (.6.). • 

136 Applications de l'espace 



Exemples 

Soit ABCDEFGH un cube, I, J, K et L les milieux resepctifs de [EF], 
[HG], [DC] et [AB]. 

• La composée des réflexions de plans (ADE) et (CGH) est le demi­
tour d'axe (DH). 

H J . G 

E t'----.-+---;----f 
F 

• La composée des réflexions de plans (ABC) et (IJK) est le demi-tour 
d'axe (LK). 

D.L ........ t .......... C 
__ _,.. _ .... ······ K 

A L B 

Remargues 
• L'ensemble des points invariants par si!,. est la droite (fl]. --+- --+-

• Si I est le projeté orthogonal de M sur (11} et si M' = s,.JMJ, alors : _\tfM' = 2MI. 
• Si M' = siM}, alors M = siM'); on dit que Met M ' sont symétriques par rapport à (11). 
• Pour toute droite (11}, on a : si!,. 0 sl!,. = Id'& ; si!,. est donc une transfomzation de% et (sl!,.J- 1 = si!,.. 

~<Ji:à!l ;L..-.....j Propriétés 
Les propriétés suivantes se déduisent de l'étude faite en introduction. 

Soit (11) une droite de %, si!,. le demi-tour d'axe (--1) et (fJ>) un plan 
orthogonal à (Li} en un point I. 
• (QI>) est globalement invariant par sll. 

• La restriction de si!,. à (QI>) est la symétrie de centre I. 

' 
• La composée· de deux réflexions de plans perpendiculaires suivant une droite (11) est le demi-tour 
d'axe (11). 

• Tout demi-tour d'axe (11) est la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires suivant la 
droite (11). 

R e,D1ar.gu~s 
• Tout demi-tour de % est une application affine. 
• Tout demi-tour de ~ est une isométrie. 
• Soit s le demi-tour d'axe (11} de vecteur directeur ,1, ï! et w deux vecteurs non colinéaires et orthogo­
naux à li. r .. 
L'application linéaire associée à s est l 'application a de W dans W telle que : 

è-i ➔ o ➔ r-•J ➔ 
<J(UJ = U, O'(VJ = - V et (J W = -W. 

;;~ ~ Demi-tours et configurations 
• Tout demi-tour transforme les droites (respectivement les plans) en droites (respectivement en plans) 
en conservant parallélisme et orthogonalité. 
• L'image d'une figure plane par un demi-tour est une figure de même nature et de mêmes dimensions. 
• L'image d'un solide de l'espace par un demi-tour est un solide de même nature et de mêmes dimensions. 

Par exemple, l 'image d'un t étraèdre régulier par un demi-tour est un tétraèdre régulier de même arête. 

~Q',.:,. =-.•, Expression analytique d'un demi-tour 
On ne donne l'expression analytique d'un demi-tour d'axe (11) que lorsque celui-ci est parallèle à l'un des 
axes du repère orthonormé (0, t'l: k). · 
(/1) est la droite ayant pour système d'équations : { x: ~; on désigne par si!,. le demi-tour d 'axe (11). · · 

Soit M(î) un point de l'espace, M'(i:) son image !ar si!,. et I le point d'intersect~on de (MM') et de (11). 
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Ona: (MM') ..l (4) 

I E (6) 

I 

,/ , 
~ _, z -z=O; 

.' { x +x' = 2a 
-~ , b . y+y =2 

On en déduit la propriété suivante. 

L'espace est muni du repère orthono.rmé (0, T, j, k). 

7 
l 

a 

k 

, 
X -- --

M 

L'expression analytique du demi-tour d'axe (6) ayant pour système d'équations {; : i est : 

{ 
x: =-x+ 2a 
y =-y+ 2b . 
z' =Z 

On obtient des résultats analogues lorsque (6) est parallèle à la droite de repère (0, f) ou à la droite de 
repère (0, f J. 

~ Composée de deux demi-tours 

• La composée de deux demi-tours d'axes parallèles est une trans­
lation de vecteur orthogonal à ces deux axes. , 

• Toute translation de vecteur ït non nul est la composée de deux 
demi-tours d'axes parallèles ayant ït pour vecteur orthogonal. 

Ces propriétés se démontrent de la même façon que celles relatives à la composée de deux réflexions de 
plans parallèles. 

• La composée de deux demi-tours d'axes (L\) et (62) perpendiculaires en un 
point A est le demi-tour dont l'axe (0l) est la perpendiculaire commune à (61) et 
(62) en A. 
• Tout demi-tour de ~ est la composée de deux demi-tours d'axes perpendiculaires. 

D émonstration 

• (61) et (..-12) sont deux droites perpendiculaires et sécantes en un point A. 

On désigne par : 
(QJ>) le plan contenant (6

1
) et (6

2
) ; 

(TI1) et (TI2)îes plans perpendiculaires à (QJ>) contenant respecti­
vement (~) et (62) ; 

(21)) la droite d'intersection de (TI
1

) et (TI2). 

On a: s
61 

= s
01 

os~ et s
6 2 

= s(!i'osn
2

; donc: s
61 

osA
2 

= s
01 

os
02

. 

De plus : (fI1) ..l (TI2) ; donc : sA
1 
osA

2 
= s~. 

On démontrerait de même que: s
62 

°s
61 

= s~. 
• Réciproquement, soit (2b) et (6) deux droites perpendiculaires en un point A, (6') la droite orthogo­
nale en A au plan défini par (q[,) et (ô). On a: sA,osA = sqo, 
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--- Composée d'un demi-tour e d'une réflexion 
~ - ,,,.,.._ 

Propl"ié~~ -!.-~~?-- ... --:- ~- >- -i ,-..:::-2 . . . 

• La composée d'un demi-tour d'axe (d) et d'une reflf!ria:: -~ 
(II), tel que (d) est orthogonale à (II) en un point A. est fa. si_r-=::i:'î:::lce 
de centre A. 

• Toute symétrie centrale de '& est la composée d'un d~ 
d'une réflexion dont l'axe et le plan sont orthogonaux. 

D émonstration 
• (d) est une droite et (TT) un plan orthogonal à (d) en un point A. 

Soit Mun point de'&, M 1 son image par Sn et M 2 l 'image de~ pars~. 

- Si M E (d), alors M 1 E (d) et M 2 = Mr 

Donc : M2 est le symétrique de M par rapport à A. 

- Si M $. (d), on désigne par : 

(~ ) le plan contenant M et (d) ; 

(22l) la droite d'intersection de (~) et (Il). 

La restriction de sn à (W>) est la symétrie s~ d'axe qfj. 

Dans le plan(~). ~na : s" osqz, = sA; donc : M2 est le symétrique de 
M par rapport à A. 

On en déduit que: s" osn = sA. 

On démontrerait de même que: snos" = sA. 
• Réciproquement, soit A un point e l (IT) un plan contenant A. 

( .1) 

g, 

(.tl) 

Si on désigne par (d) la droite orthogonale à (II) en A, on a : s" osn = sn°s" = sA. 

Exemples 
Soit ABCDEFGH un cube. 

A 

/1 
s,J 

A 

• La composée des demi-tours d'axes (AE) et (BF) est la translation E F 
~ 

de vecteur ZAB. 

• M, 

• La composée des demi-tours d'axes (AD) et (CD) est le demi-tour 
d'axe (DH). [?) ................ ......... C 
• La composée du demi-tour d'axe (AB) et de la réflexion de plan 
(BCG) est la symétrie de centre B. 

3~3. Travaux dirigés 

. .. -···/· 
A B 

-t='j.::-::31 1. Expression analytique d'une réflexion, d'un demi-tour 
1 °) Soit (II) le plan d'équation cartésienne : 2x - y + z = 1. 

Déterminer l'expression analytique de la réflexion s de plan (II). 

Solution · 

Soit M(i) un point de l'espace et M'(i:) son image par la réflexions de plan (II). 

On désigne par Ile milieu de [MM']. n(-:1) est un vecteur normal à (Il). 

• 
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----►- ----► --;et 

{

MM' /\ n = u 
On a : M' = s(M) <=> 

r - .r 2 1 = 1 y: -y -11 = 1 z : - z 
J} - y -1 z-z 1 x - x 

I E (II) =~ T x 1 - (y+ y1 + (z + z') = 2 

l

x'-x 
On a: , 

y -y { 

x' - x = 2(z'- z) 
<=> . 

y' - y = -(z' - z) ' 

donc: M ' = s~1) ~ ""'· = y -r- z - z ' . { 

:c- = :c - 2.z + 2z' 

z·=- 2..r+y-z-2x'+y'+2 
1 

{ 

x' = 3 (- x + 2y - 2z + 2) 

· En procéder~~ ::::,~tution , on obtient l'expression analytique des : y'= ~ (2x + 2y + z - 1) 

z' = 3 (- 2x +y+ 2z + 1) 

2°) Soit f l'application dei dans i d'expression analytique : { 

Démontrer que f est un demi-tour dont on précisera l'axe(~). 

Solution 

Soit M(î) un point de l'espace et M'(f) so:ri image par f. 

• Déterminons l 'ensemble des points invariants par f. 

{ 

4x + 2y + 2z = 6 { 2x + + z = 3 
On a : f(M) = M <=> 2x + 4y - 2z = - 6 <=> y 

3 
. 

X+ 2y-z = -2x - 2y + 4z = 12 

x' = ~ (- x - 2y - 2z + 6) 

y'= ~ (- 2x- y+ 2z- 6) 

z' = ~ (- 2x + 2y - z + 12) 

On obtient un système d 'équations cartésiennes de la droite (~) de repère (A, ii) tel que : 

A(-:1) et u(-{). 

• Démontrons que f est le demi-tour d'axe (11). 

On a : MM'.li = - (x ' - x) + (y' - y) + (z' - z) = 0 ; donc les droites (MM') et (11) sont orthogonales. 

d (
x'+x ~. z'+z) . , () De plus, le point I e coordonnées -

2
- ; 

2 
, -

2
- appartient a 11 . 

Donc, f est le demi-tour d'axe (M. 

, 

Pour démontrer qu'une application de cg dans 'ig, est une symét:r>ie orthogonale· .(réfiexion ou 
demi-tour), on peut utiliser le procédé suivanf: 

• déterminer l'ensemble (E) des points invariants; 

• démontrer que pour tout point M.et son image M' : 
- la droite (MM;) est' orthogonale à (E) ; ~ 

- le milieu I de [Mfyf'] appartien t à (E), 
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œw -~ 2. Éléments de symétrie du cube, du tétraèdre régulier 

1 °) Déterminer les plans et axes de symétrie d'un ouhe ..-\BCDEFGH de centre O. 

Solution 
0 est l'isobarycentre du cube ; donc U est sa propre ÎID"';? ~ ===:: ::ë:l.Sformation laissant globalemenl 
invariant le cube. 

On en déduit que tout plan ou axe de symétrie du cube pi5S2 :;.==-a 
Recherche des plans de symétrie du cube 
Soit (Il) un plan de symétrie du cube et Sn la réflexion de p~- S . 
Au moins un des sommets du cube n'appartient pas à (TI) 5: 2 ~ • -3= ?==' s...- c= autre sommet. 
Donc tout plan de symétrie du cube est nécessairement lep'.-::-::-~-=-=--=-~~ è.s sommets. 
Il ne peut donc y avoir que 3 types de plans de symétrie: 35 :-·~~ - r-_ __.. "- i~ E::'êœs. les plans 
médiateurs des diagonales des faces et les plans médiaten:s è= -=·~-2

1
::-: È c.:::ie.. 

- Les plans médiateurs des arêtes 
On obtient 3 plans distincts : les plans médiateurs è.e [_U ~ 25c;: 1), [AD:i et (_-\5:J Ç!.i sont tous des plans 
de symétrie du cube. 

- Les plans médiateurs des diagonales des faces 
On obtient 6 plans distincts : les plans médiateurs de [AC], [BD], [AF], [BE], [AH] et [DE} (figure 2) qui 
sont tous plans de sym~trie du cube. 

- Les plans médiateurs des diagonales du cube 
On obtient 4 plans : les plans médiateurs de [AG], [BH] (figure 3), [CE] et [DF]. 
On vérifie qu~ ces 4 derniers pl~s ne sont pas des plans de symétrie du cube. 
En effet, l'image G' de G par la réflexion de plan le plan médiateur de [BH] (figure 3) appartient à la paral­
lèle à (BH) passant par G ; donc, G n'est pas un sommet du cube. 

Il existe donc 9 plans de symétrie du cube. 

H ·G H G G 
,,,------,,,-----,, 

E F E E 

• 
0 

! 0). ..................... .. . 
/ .. ··_,,-··· 

A B A B A B 

figure 1 figure 2 figure 3 

Recherche des axes de symétrie du cube 
Soit (Il) un plan de symétrie du cube, donc passant par 0 , et (D.) la perpendiculaire à (Il) en O. 

On a : s
0

os,._ = s0 ⇒ s0 os0 = sil (figure 4). 

sn et s
0 

laissent globalement invariant le cube ; donc (D.) est un axe de symétrie du cube. 

On en déduit qu'il existe au moins 9 axes de symétrie du cube. 

Démontrons qu'il n'en existe pas d'autres. 
Soit (22)) un axe de symétrie du cube, donc passant par 0 , et (27>) le plan perpennir.111:iire à(~) en O. 

On a: s1-os0 = s9l ⇒ s!1'= s!?bos0 ; 

donc, s\'.j' est une réflexion et (27>) est un plan de symétrie du cube. 

G' 
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