2. Soit ABCD un quadrilatére convexe.

On construit, a I’extérieur de ce quadrilatére, les
triangles rectangles isocéles AM,B, BM,C, CM,D et
DM,A de sommets respectifs M,, M,, M, et M,.

Démontrer en utilisant les nombres complexes que
les segments M, M,] et [M,M,] sont orthogonaux et
de méme longueur.

S olution guidée

Désignons par z,, zg, 2, et z;, les affixes respectives
des points A, B, C et D, par z,, z,, z, et z, les affixes
respectives des points M,, M,, M et M,.

Supposons le quadrilatéere ABCD de sens direct.

* Démontrer que AM, B est un triangle rectangle isocéle en M, si et seulement si z, =

My
D
M, A
M,
B C

- s

€ MQ .
Of &

2,(1—1) + z5(1 + i)
2

* A quelles conditions les triangles BM,C, CM,D et DM, A sont-ils rectangles isocéles respectivement en

M,, M, et M, ?

e En déduire que :

2,72,

=1.
Z3—Zy

¢ Conclure.

Que se passe-t-il lorsque le quadrilatére ABCD est de sens indirect ?

’ -_:;:Ex ercices:

Calculer et écrire sous forme algébrique les
racines carrées des nombres complexes sui-
vants.

a) 15-81 b} 2i «¢) 11+4i/3 d) -i
Résoudre dans C les équations suivantes.
a) iz24+z-3+i=0

b) (-2 +1i)z?+(4-5i)z+3—-i=0.

Soit I’équation (E) :
2B+(1-i)2+(a-i)z—4i=0.

1. Vérifier que i est une solution de (E).

2. Trouver un polyndme P du second degré tel

que:z®+ (1-i)2% + (4 - 1)z —4i = (z - i)P(2).

3. Résoudre I’équation (E) dans C.

3d 1 Exprimer cos4x en fonction de cosx.

2. Exprimer sin5x en fonction de sinx.

Linéariser :
a) costx + sin*x
¢) cosixsindxc

b) sintx + sin®x
d) cos3xsin?x.
3f Résoudre dans R les équations suivantes.
a) cos5x + 2¢c083x + cosx =0

b) sinx + sin2x + sin7x + sin8x =0

¢) cos2x + cos6x = sin3x — sin5x

d) sin3x — sin2x = sinx.

3h

Dans chacun des cas suivants, déterminer la
nature et les éléments caractéristiques de la
transformation du plan qui au point M d’affixe
z associe le point M’ d’affixe z’".

T -
b)z'=etz+2—4i

a) Z'=—z+2+1
¢) z’:—-%z+2—i d) z’=—iz+1+i

Dans chacun des cas suivants, déterminer et
représenter I'ensemble des points M dont I'af-
fixe z vérifie la condition indiquée.

a) |z-1+2il=3 b)|z-3+il=3

c) arg(z — 3i) = A [n] d)argliz+1)=- % [2x].

Dans chacun des cas suivants, déterminer et
représenter ’ensemble des points M dont l'af-
fixe z vérifie la condition indiquée.

a) lz-2+il = |z-1l B) lz-2+il = ||

z—3i : 7
c) = =1 _d)lz—3+1|—|2z—41|.

A tout nombre complexe z, différent de 2 — i,

ron associe le nombre complexe :

z+3-2i
z—-2+1
Déterminer les ensembles de points M d’affixe
z tels que :
a) Z soit un nombre réel ;
b) Z soit un nombre imaginaire pur.

Z=
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e

E xercices

Le pIan complexe est muni du repére orthonormé direct
(O, €, €, E;)

[Etude algébrique
des nombres complexes

1 Ecrire sous forme algébrique les nombres com-
plexes suivants.

S

1 1 (3—-1)(1+21)
9 3iiteo I Tz

(~1-2i)3 3—i\?

(1 + i) 7 (1_2i)'

2 Déterminer les parties réelle et imaginaire des
nombres complexes suivants.

al (3 + 4i)3 ) (2 i)
2+1  3-4i . .
) 3ra  2-1 d) (3 +4i)® — (2 - )2

3 Pour quelles valeurs du nombre réel x le
nombre complexe [10 — x + (2 + x)](x — i) est-il un
nombre réel ? un nombre imaginaire pur ?

ﬁ +1i .f— —1i
J3-i J_ 3 +i
5 1. Calculer #®, i* et i5 En déduire i'® et i1,

2. Calculer 1 + i+ i% +13, puis 199 4 §200 4 j201 4 202,

3. Calculer __n 1 et 20£2 (—i)*.

& vérifier que : —1=0.

& Ycrire sous forme algébrique le conjugué des
nombres complexes suivants.

a) (4-i/3)1 +1) p 2=
(1-1)(2 +1) (2 -31)(1 +1)
°) 2i(— 3 +1) 9 (2 —i)?
; 3+2i 3-2i
TSDltZ.l':*_s—-—”'i' e 22=ma

Démontrer, sans calcul, que z, — z, est un nombre réel
et z, + z, un nombre imaginaire pur.

8 Calculer le module des nombres complexes
suivants

1

a) 1—1 b -5

- 201 + 1) g 8+ 7= 2)
L((_i) (3 + 4i)(7 + 51)
[1—1)2 f3-iy3

¢) 1+i)P f)(1—i)'
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9 Déterminer les nombres complexes z tels que :
= |z -1 | ‘

|z|= z

10 Résoudre dans C2 les systémes suivants.

) (1+i)z-12"=2+1
{(2+i]z+[2—i]z"=7—4i

b){(2+i}z+7z’=1+2i‘

1-Yz-iz’=4-1 X

[Etude trigonométrique
des nombres complexes

11 Dans chacun des cas suivants :
— déterminer le module et un argument de z ;
— en déduire la forme algébrique de z.

o 5= (4-15)

e k)
&) = (l+ 1‘/_5)(L_1w§)

2 2/\2 2
d) z=(1+1i)3 e) z=(1-i)*
—1+1i/3 2 +if2}?
? J3 +i g}(-1+i)'
12301tz=w et z,=1-1

a} Déterminer le module et un argument de z, et z,,.
b) Ecrire sous forme algébrique et tngonométnque le

quo tlent -»-

c}En ciedulre les valeurs de cosl— et smﬁ

13 ficrire sous forme exponentielle les nombres
complexes suivants.

a) (-1-1ii b) ({3+i)=1+1i/3)
i d 1-i 1%
d 1=1 ) 1+1i/3 ?
—21% s e T
o — - 7 B, 5; g (—1 lﬁ)
J2 +i/2 . ; —1+1

14 Soit z un nombre complexe tel que :

1 .
Bk 2co0s0,

Démontrer que pour tout entier naturel n, on a:
z" + % = 2cosnb.

—‘@i et z, = 4
—J3+i 4 A=qf58"
a) Ecrire sous forme exponentielle z, et z,,.

15 Soit zZ, =




3 Ez= deduire la forme algébrique des nombres com-
23

pé_exes 1 2% -
Z

ps
» _?1;, (z,)? et

2T

16 Soitj= coszét+1sm 3

et u=1+j.

1. Démontrer que : 1 +j +j2 =
2. Calculer ¢* (n € N*) en fonction de n.

17 Soitj= cosz:;t + 151:12;‘

1. Ecrire i en fonction de j puis démontrer que tout

nombre complexe z peut s’écrire sous la forme :
z=o+jfxER, B ER).

2. Déterminer une relation entre « et § pour que le

nombre complexe o + jB (o € R, § € R) ait pour modu-

le 1.

18 1. Déterminer le module, un argument, la partie
réelle et la partie imaginaire des racines 4-iémes de — i.
2. Placer dans le plan complexe les points 1mages de
ces racines.

3. Calculer la somme et le produit de ces racines.

19 1. Calculer: (2 + 1)3.
2. En déduire les racines cubiques de 2 + 11i.

28 Déterminer les nombres complexes vérifiant
"2z% = 8i, puis représenter leurs images dans le plan.

21 Soit (z,) 1a suite définie dans C par :
= ' __ 1
Zo=1+1 et Yne N,zm_l =— »—2—zn.
1. Démontrer que ( |z,1 | ),  n st une suite géométrique,
dont on précisera le premier terme et la raison.

2. Exprimer arg(z,) en fonction de n, puis z, en fonc-
tion de z, et n.

22 Soit n un entier naturel.
-1 =
On pose: A =:§_:0czosk_r et B ::Eusinkx.

1. Calculer et écrire sous forme exponentielle A + iB.
2. En déduire des expressions plus simples de A et B.

2 ésolutions d’'équations

23 Calculer et écrire sous forme algébrique les
racines carrées des nombres complexes suivants.
alz=5-12i blz=-8i clz =7+ 24i.

24 1. Résoudre dans C I'équation : 22— 2iz -2 = Q.
2. On désigne par z, et z, les solutions de cette équa-
tion, avec Re(z,) > Re(z,).
Calculer : 2z, + 3z, ; (z, — 2,)% ; ()% ; (2,)'%.

25 1. Calculer: (1 + 8i)%
2. Résoudre dans C ’équation :
(2 +i)z2—(9+2i)z+5(3-i)=0.

26 1. Résoudre dans C les équations :
—4z+5+i(z+1)=0 (1)
(Z2—-4z+5)%+(z+1)2=0 (2).
2. En déduire qu’il existe quatre nombres réels a, b, c et

d que I’on précisera tels que pour tout nombre réel x, on
a:(?—4r+5 2 +(x+12=(x*+ax+b)(x?+cx+d).

al z'=z-—4i

i :
c) z’=—-4z+10-5i

27 Résoudre dans C les équations suivantes et
représenter graphiquement les images des solutions.

gl #2—J2z22+1=0 bh) B+2841=0

28 Soit P le polynome défini par :
Pz)=23-322+(3-1)z—2(1 -1).
1. Déterminer trois nombres complelxes a, b et ¢ tels
e : P{z] =(z - 2)(az? + bz + c).
2. Résoudre dans C I’équation : P(z) = 0

29 Soit P le polynodme défini par :
Pz)=2=(5-20)2% + (8 - 1oi}z2 + (6 — 16i)z — 12i.
1. Vérifier gue : P(2])) = P(-3) =
2. Déterminer un polynéme Q du second degré fel que
pour tout nombre complexe z, on a ;
Plz) = 2% = (3 — 2i)z — 6i]Q(2).
3. Résoudre dans C I'éguation : P(z) = 0.

30 Soit P le polynéme défini par :
P(z) = 22 — (11 + 2i)z% + 2(17 + 7i)z - 42.
1. Démontrer qu’il existe un nombre réel o solution de
I’équation : P(z) =
2. Déterminer le polyndme Qiefque :P(z) = (z— o) Q(2).
3. Résoudre dans C 'équation : P(z) = 0. .

31 Soit P le polynéme défini par :
P(z) = 22 — 2(1 + 2i)z% + 7iz + 3(1 — 3i).
1. Démontrer qu’il existe un imaginaire pur if solution
de I’équation : P(z) = 0. 4
2. Déterminer le polyndme Q tel que : P(2) = (z—iB)Q(2)
3. Résoudre dans C 'équation : P(z) =

1 ransformations
et nombres complexes

32 Soit les points Q(— 12) et A(_l 1).

Dans chacun des cas suivants :

* donner |'écriture complexe de la transformation ;
e déterminer I'image de A par la transformation.

a) Symétrie de centre Q.

b) Homothétie de centre Q et de rapport — ?

c) Rotation de centre Q et d’angle L T

23 1. Donner l'écriture complexe des transforma-
tions suivantes :
a) s : symétrie par rapport a la droite d’équation x =— 2.
b) s’ : symétrie par rapport a la droite d’équation y=1
2. Donner I'écriture Complexe de sos’ et s’os.
En déduire que sos’ =g’os et préciser la nature de cette
transformation.

34 Dans chacun des cas suivants, déterminer la
nature et les éléments caractéristiques de la transfor-
mation dont on donne I'écriture complexe.

b) z22=Lz+2
:

dj z’:evl4z+ 1+/2-1i.

35 Soit f1a transformation du plan dont I’écritu-

+ T
re complexe est : 2" = 4.31_3 z+4J3-2i
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1. Déterminer le nombre complaxe z, tel que :

z’ —zu_4e 3{z -2,
2, En déduire que f est la composée d'une homothétie
et d’une rotation de méme centre, que 1'on précisera.

(onfigurations planes

2
36 Soit a un nombre complexe non nuletj=e 3.

Démontrer que les points A(a), B(ja) et C(j%a) sont les

sommets d’un triangle équilatéral de sens direct.

37 Soit A(3 + 1), B(2i), C(2 — 2i}.
1. Placer les points A, B et C et démontrer que le tri-
angle ABC est rectangle et isocéle.
2. Déterminer I’affixe du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme. Placer le point D.
3. Déterminer ’affixe du point E, symétrique de A par
rapport au milieu de [BCL.

38 Soit A, B et C les points d’affixes respectives
- 5-2i, 1+2i et Z+6i,
1. Démontrer que B est le milieu de [AC].

2. Déterminer les affixes des points D et E tels que
ADCE soit un carré de sens direct.

39Soit A, Bet Cles pomts d’affixes respectives
1+2i, 2+1 et2+J_+[1+J3 )
1. Démontrer que le triangle ABC est rectangle en B et
déterminer une mesure des angles BAC et ACB.
2. Déterminer le point D, symétrique de A par rapport a B.
Quelle est 1a nature du triangle ADC ?

£0 Soit les points A(- 1 + i), B~ 1 — i), C(2i) et
D(2 - 2i).
1. Etudier la nature des triangles ACD et BCD.
2. Démontrer que les points A, B, C et D appartiennent
a un méme cercle dont on précisera le centre et le rayon.

Lieux géométriques

&1 Déterminer et représenter les ensembles de
points M du plan dont V'affixe z vérifie la condition
indiquée.
al lz+z-1] =

c) arg(3i—z)=0 {21;]
e) arg(z + 2) J—[n]

£RDéterminer les ensembles de points M dont
I’affixe z vérifie la condition indiquée.
al z+5-2i| =|Z-2+1
b) lz+1+i| =|32-9-3il.

b) lz—z-1+il =2
d) arg(z -3 +i) =[xl
f) arg(z? - 4) = arg(z + 2) [2n].

A3 A tout nombre complexe z distinct de i, on
associe le nombre complexe Z tel que : Z = ﬁ%
Déterminer et représenter les ensembles de points M du
plan dont I'affixe z vérifie la condition indiquée.

a) Z est un nombre réel strictement positif.
b) Z est un nombre réel strictement négatif.

¢) Z est un nombre imaginaire pur.

78 Nombres complexes

A4 A tout nombre complexe z distinct de — 1 + 2i,
on associe le nombre complexe Z tel que :
z-2+4i
Z41-2i"
Déterminer les ensembles de points M dont 'affixe z
vérifie la condition indiquée.
a) 1zl=1. ¢] Z est un nombre réel.
b) lz|=2. d) Z est un nombre imaginaire pur.

£ 5 Déterminer et contruire ’ensemble des points
du plan dont l’afﬁne z vérifie la condition indiquée. .
a) ZZ+ilz—2)—-3=0  b) (Z@2-zZ—6=0.

4 6 Déterminer 1'ensemble des points M dont 'af-
fixe z vérifie la condition indiquée.
al (z-1-i)z-1+1i)=
b} 2 |z—il =|z—z+2i
c) 22—-(1-2i=z2—(1 + 2i)4&

A7 Déterminer et contruire I'ensemble des points
du plan dont I'affixe z vérifie la condition indiquée.
2z—-1
a)l —z—estun nombre réel.
4—(z+3z)

b) est un nombre réel.

1—1+—(z z)

\PPROFONDISSEMENT

L8 Déterminer le module et un argument des
nombres complexes suivants.
. T
j—
1-e3 1 — coso. + isino
b) — o€ [o;nl
1 + cosa — 15100

a) =

1+e?
B9 Soit 0. un nombre réel tel que —mt< o < Teot 2

le nombre complexe défini pa.r %z =1 + coso. — isino.

1. Calculer |z|, arg(z) et arg{—] en fonction de 0:

2. Préciser les ensembles des images de z et de

50Démontrer que si A, B et C désignent les
mesures des angles d’un triangle, ona: -

a) sinA + sinB + sinC = 4(:05% cos% cos %
b) cosA + cosB +cosC=1+ 43111% sin% sin%.

51 1. Soit z un nombre complexe de module 1 et
d’argument ¢ (0 £ o < 2n).
Préciser, selon les valeurs de o, le module et un argu-
ment de z + 1.
Conjecturer et vérifier ces résultats par des conmdéra—
tions géométriques, illustrées par des figures.
2. Soit z, et z, deux nombres complexes de-module 1,
d’arguments respectifs «, et «, tels que :

0=a, 0, <2m z

a) Déterminer le module et un argument de 33- et de -
A8 P - 1
(On pourra utiliser la question 1 en posant : z =2.)

b) Déterminer une condition nécessaire et suffisante
pour que| Z, + 2, | =1; illustrer par une figure.



c) Déterminer 1'ensemble des triplets (z, ; z, ; z,) de
nombres complexes de module 1 tels que :
zZ,+2,+7,=0 et 0<arg(z,) < arg(z,) <arg(z,) < 27

52 Construction d’un pentagone régulier
21'
Soit le nombre complexe z; = e’

1. On pose: 0. =z, + z; et B_z§+zg-

a) Démontrer que 1 + 2, + 2z + z3 + z; =0 et en dédui-

re que ¢ et B sont solutions de 1'équation (E) :
ZZ+72-1=0

b) Exprimer o en fonction de cosZE

" ¢) Résoudre (E) et en déduire la valeu_r de {31?:32;t

2. On désigne par A, A, A,, A, et A, les points d’af-
fixes respectives 1, z,, 2}, 2 et z.

a) Soit Hle point d’intersection de la droite (A
la droite de repeére (O, 31]

Démontrer que l’affixe du point H est cos4=

b) Soit (T) le cercle de centre le point Q d’affixe — %
et passant par le point B d’affixe i,

(I coupe la droite de repere (O, e ) en M et N, M étant
le point d’abscisse positive.

Démontrer que M et N ont pour affixes respectives o et
B et que H est le milieu de [OMI.

¢) En déduire une construction simple d’un pentagone
régulier dont on connait le centre O et un sommet A,

A A,)avec

2

52 1. ¢) Résoudre dans C I'équation : 22 — 4z + 8 = 0.
Ecrire les solutions sous forme algébrique et sous forme
frigonométrique.

b) Placer les images A et B des solutions, A étant I'ima-
_ge de la solution dont la partie imaginaire est négative.
Quelle est la nature du triangle OAB ?
2. Soit f I'application du plan dans lui-méme qui & tout
point M d’affixe z associe le point M’ d’affixe 2’ telle
-

que:z’= 3z
a) Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de I'application f.
b) Déterminer sous forme trigonométrique, puis sous
forme algébrique I'affixe du point A’, 1mage de A par f.
En déduire les valeurs de cos:% et sinL.

12 12

5& On considere les nombres complexes :
a=—J3+i, b=3+2i et c=7—2i

1. a] Déterminer de deux facons différentes les racines
carrées de a.

En déduire les va]eurs de cos?’zt et sm?’z‘

b) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a™ est
un nombre réel.

¢) Déterminer les entiers relatifs n pour lesquels a® est
un nombre imaginaire pur.

2. Déterminer et construire les ensembles de points M
d’affixe z tels que :

a) Iz—bl=|z—c! b) 2|z - b| = |al.

3. Soit f 'application du plan dans lui-méme qui a tout
point M d’ afflxe z associe le point M’ d’affixe z’ telle
que: z' =(1+ l\fS}Z 51\f3

a) Démontrer que f admet un seul point invariant Q.

b) Démontrer que I est la composée d'une rotation et
d’une homothétie positive de méme centre Q.

Préciser I'angle de la rotation et le rapport de I’homo-
thétie.

¢) Déterminer et construire les images par f des
ensembles déterminés 2 la question 2.
. 21

55 Soit le nombre complexe z = e .
Onpose: a=z+z>+2* et b=2"+2°+25
1. Démontrer que a et b sont deux nombres complexes
conjugués et que la partie imaginaire de a est positive.
2. Calculer a +b et ab. En déduire a et b.

56 soit a et b deux nombres complexes non nuls,
A et B leurs images respectives.
1. a) Démontrer que les points O, A et B sont alignés si
et seulement si @b est un nombre réel.

(a+b)?
ab
ment si les points O, A et B sont alignés ou si OA = OB.
2. On suppose dans cette question que les points O, A
et B ne sont pas alignés et que les nombres complexes

a et b ont pour module 1.
(a+ b)?
ab

b) Démontrer que est un nombre réel si et Seule-

Démontrer que
positif.

3. Application
Soit M, et M, deux points d’affixes respectives z, et z,,
tels que les pomts 0O, M, et M, ne sont pas ahgnes

a) Calculer, en fonction de . 2 et %,, laffixe Z du bary-
centre I du systéme {(M,, lzzl} M, |z, ).

est un nombre réel strictement

b Z
} Démontrer que——

est un nombre réel.
172 -

c} En déduire que ol est un vecteur directeur de la
bissectrice de 'angle M, OM,.

. 57 Soit A et B les points d’affixes respectives 1 et 2i.
A tout nombre complexe z distinct de 2i, on associe le
z—1

- z—-21"

1. Déterminer 'ensemble (€,) des points M d’affixe z
tels que : arg(Z) = % [27].

2. Déterminer P'ensemble (4,) des points M d’affixe z
tels que : |Z] = 2.

3. Démontrer que (6,) et (6,) ont un unique point com-
mun dont on précisera 1’affixe.

nombre complexe Z tel que : Z =

58 soitAle point d’affixe 2i et { 'application du
plan dans lui-méme qui a tout point M d’affixe z, dis-
tinct de A, associe le point M’ d’affixe 2’ telle que :

,_ 2iz—5

z—2i"

1. Démontrer que f admet deux points invariants.
2. Démontrer que f est bijective et déterminer son
application réciproque.
3. Démontrer que la droite de repére (O, €)), privée de
A, est globalement invariante par f.
4. @) Démontrer que : |z’ —2il|z-2i] = 9.
b) En déduire 1'image par { du cercle (6) de centre A et
de rayon R.
Déterminer R pour que (6) soit globalement invariant
par f. :

59 SoitA et Bles points d’affixes respectwes let

“—1 et f 'application du plan dans lui-méme qui & tout

point M d’affixe z non nulle associe le point M” d’affixe
7 telle que : zz’ = 1.

1. a} Déterminer et construire I'image par f du poiut C
d’affixe 1 + 1.

Nombres complexes 79



b) Démontrer que pour tout point M et son image M’,
la droite (AB) est bissectrice de I'angle MOM’ et que
OM x OM’ = DAZ
2. a} Vérifier que :

z+2z z+2z z—z"\?
veeen (£ 1)(E220 ) - 52"

b) Soit I le milieu de [MM].

Démontrer que IA x IB = IM? et que pour tout point M
distinct de A et B, la droite (MM} est bissectrice de
I’angle AIB.

60 Soit A et B les points d’affixes respectives 1 + i
et — 3. A tout point M d’affixe z, distinct de A et B, on
associe, s’ils existent, le(s) point(s) M" d'allixe 2’ tel(s)
Z+3 o5t imaginaire pur et 211 strgol
zZ+3 & z—1-1i )

1. Donner une interprétation géométrique de
arg(z, = 3) et EIIU(———Z, ol )
zZ+3 “\z—-1-1
2, Démontrer géométriquement qu’il existe un cercle

(€) tel que si M & (€), alors M’ existe et est unique.
Construire alors I'image M’ d'un point M donné.

que :

61 Soit A et B deux points d’affixes respectives a

et b.

1. Démontrer qu’il existe un unique point M dont
, AN-_1
I’affixe z vérifie : | 3 '— 2et a:g( b) =g [2x].

2. Construire ce point et calculer son affixe lorsque :
a=—4+2i'et b=2-1i

62 1. Résoudre dans C les équations :
z=1 (1

) w

2. Soit n un entier naturel non nul, a un nombre com-
plexe et ’équation (E) : (f%:)u =

80 Nombres complexes

On désigne par P, Q et M les points d'affixes respectives
i, —1 et z.
a) Démontrer que si z est solution de (E), alors : .

vg="lal.
b) Démontrer que si (E) admet au moins une solution
réelle, alors : |g|=1.
c) En déduire que si (E) admet au moins une solution
réelle, alors toutes ses solutions sont réelles.

63 Soit I'équation (E) :
£ +283+22-22z+1=0 (z€ Q).
1. Démontrer que si z, est solution de (E), alors "z_o est
solution de (E).
2. a) Déterminer les nombres réels a et b tels que :
(B) & zz[( - %—)2 + a(z— %) + b] =0.
b) Résoudre dans C I'équation Z? + aZ + b = 0, puis
I'équation (E).
3. Démontrer que les images des quatre solutions de (E)

appartiennent a un méme cercle (6) dont on précisera
le centre et le rayon.

a2

64 Soit ’équation (E) : 25 =1
1. Résoudre dans C l'équation (E) et représenter les
images des solutions.
2. Démontrer que la somme des solutions de (E) est

nulle et en déduire que : cc.as‘%"’t + cosﬂg’l: = —%—

3. Démontrer que t:cvsz—s-"It est solution de I’équation : -
4X24+2X—-1=0.
En déduire la valeur de coszs
4. Soit I’équation (E'): (z-10°=[(z+ 1)’ (z € C]
a) Démontrer que si z, est solution de (E’), alors :
f‘z“ - 1
z,+ 1
En déduire que les Solutlons de (E’) sont imaginaires

pures.
b) Résoudre (E’).
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Introduction

Dans les classes précédentes, nous avons étudié certaines iso-
métries du plan (translations, symétries, rotations) et utilisé ces
transformations pour rechercher des lieux géoméiriques, résoudre
des problémes de construction et démontrer des propriétés.

Dans ce chapiire, nous nous proposons de compléter cette éfude
en déterminant les autres isométries du plan et en classant I'en-
semble de ces isométries a partir de deux critéres : les points inva-
riants et I'effet sur les angles orientés.

La derniére partie du chapitre est consacrée & I'étude générale des
applications affines du plan.

® Courlney Clark / Hoagui.

1s Composition d'isométries ...... T R 89
2.  Classification des isométries du plan ... 86
3 APPlIcations GffiNES ... ... e Q2

*
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Isométries du plan - Applicaticns affines 81



—.1.1. Composition de symétries et translations

szsss=m Composée de syméiries orthogonales
Les propriétés suivantes ont été établies en classe de premiére.

= —

* Soit (A) et (A") deux droites paralléles, O un

q

* Soit (A) et (A’) deux droites sécantes en un

point de (A) et O’ son projeté orthogonal sur (A%).

La composée s,.os, des symétries orthogonales

d’axes respectifs (A) et (A’) est la translation de

2 . - . e
point O, de vecteurs directeurs respectifs v et w.
La composée s,,°s, des symétries orthogonales

- d’axes respectifs (A) et (A’) est la rotation de

= . ; ’ =+ =
vecteur 200", - centre O et d’angle 2(u, uv’).

Exemples
ABCD est un carré de sens direct et de centre O. A D
® Spg)°S(ap) = L2Be 5 ;

® 540°S(ap) = Ta, £ (quart de tour direct de centre A) ; @)

* Sp0y°Siac = Tie,— £ (quart de tour indirect de centre C) ;

* Smn)°Siac) = Yo, m) (symétrie de centre O). B“ C

== Décomposition de translations, de rotations
Les propriétés suivantes ont également été établies en classe de premiere.

. S(:aitl'0 &

) ume rotation de centre O et d’angle o..
Pour toute droite (A) passant par O, il existe une
droite (A’) et une seule telle que : :

Pour toute droite (A) de vecteur normal 1_.-,', il
existe une droite (A’) et une seule telle que :

8,08, =tz $4:°8, = I, o) -
Exemples o A D
ABCD est un carré de sens direct et de centre O, I et ] sont les
milieux respectifs de [AB] et [CD]. i 0
* b = S8y °Sa = Sw°San) ; ’ ! 4
* I, 1 = S@n)°Seo) = S(a8)°S(eD) ;
B C

* To,- 5 = San°Sen) = Sa0)° Sy
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mzmmmm Composée d’une symétrie orthogonale et d’une franslation

(A) est une droite de vecteur directeur z.

Soit M un point, M, son image par t;, M’ I'image de M_ pars, M u ~ M
et M, I'image de M par s,. | e A
* Démontrer que : tz (M,) = M. ! PEpOR’ @)
* En déduire que : t; os, = s 0t3. S et

~ * Démontrer que la transformation s,ot; n'admet pas de point  m = M
invariant.

Cette étude justifie la définition et la propriété suivante.

Soit [A) une droite de vecteur directeur .

On appelle symétrie glissée d’axe (A) et de vecteur ¥ la composée de la symétrie u@onale d’axe (A]
et de la translat:on de vecteur u.

Ona:t; os =s,ot;.

Une symetrle glissée n’admet pas de point invariant.

Les propriétés suivantes précisent la nature de la composée d'une symétrie orthogonale et d’'une trans-
lation.

Soit [ﬂ] une droite et i un vecteur non nul.
* Si u { est normal a (4), alors t; os, est une symétne orthogonale
* Si unest pas normal a (4), alors t; os, est une symétrie glissée.

D émonstration guidée

* Soit O un point de (A) et A le point tel que : OA =7 =
Désignons par : A
H le projeté orthogonal de A sur (A),
I le milieu de [AH], A" u |
(A") la parallele a (A) passant par I,
~* Démontrer que : 5,05, = tz;. /
e Démontrer que : t os, = tgpos,. . »
e Conclure. O : H

-.1.2. Composition de rotations et translations

ezmrzms Composée de rotations :
La propriété suivante a été établie en classe de premiere.

Soit r et r’ deux rotations d’angles respectifs o et o

0’ # 0, alors r’or est une rotation d’angle o + o,

. Si o+
» Si 0+ @’ = 0, alors r’or est une translation.
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Exemples
ABC est un triangle équilatéral de sens direct et B’ est le milieu de [AC].

* I, %}Or{ A _31:_] est une translation.

De plus : I, %]or{A'_ ‘,BEI(A) =B .
Donc : T, %]orm‘_? =13 .
® rp 2m T 2z, est une rotation d’angle 4—;15
3 3
De plus : 1jg 2z) = Sap)°Spe) T, 28 = 8180y °Stacy B al C

Dono:: 2 2xyo%ic 2e)= iy M) = Tia, %) =¥, &y

* I, %}"I[B. 5 est une rotation d’angle w, c’est-a-dire une symétrie centrale.
De plus : 1y 21 = 54c)°5ap)  ®t  Tp, 1= 5(am)*S(eny
Donc: 1, 2 L}or[B = = S(40)°S(eBY) = Sp

Pour détermmer la composee I(B B}t:nr[ n a} de deux rotations de centres dlstlncts A et B on peut
utiliser Ies drmtes (A) et (ﬁ 1 telles que P ] = s[ AB)°Sa et I(gp) = Sa0S AB} 130 '

Soit r une rotation d’angle o non nul et t une translation.
tor est une rotation d’angle .

Bémonstration

Soit M et N deux points distincts. T

P : M—Mp =N =M N.,)=N 2 L
osons : r(M) =M, 1(N) = N,, t{(M,) = M’ et t(N,) = N". N | N, N, | N

D’aprés les propriétés caractéristiques des rotations et des translations, on a:

e — —

—  —

(MN, M,N,) = @ et (M,N,, M'N") = 0 ; donc : (MN, M'N’) = (MN, M[N,) + (M,N,, M'N’) = @
De plus : M'N’ = M;N, = MN.

Donc, tor est une rotation d’angle o

Cette démonstration ne donne aucune indication sur le centre de la rotation.

Construction du centre de la rotation tor
Soit O le centre de la rotation r et ¢ le vecteur de la translation t.

*Siu= ff, alors : tor =1. T \6\ w = (49

o Sius 3, construisons les droites (%), (A} et (A’) telles que : u ? \"Q_ g @)
— (®) est la droite passant par O et de vecteur normal « ; . o) g’__) .
—Ir=8g0s, et t=s5,08,. \

On a: tor =s,.05,. (GLY)

(D) et (A) sont sécantes en O, (D) et (A’) sont paralleles ; donc (A) et (A’) sont sécantes en un point A.
Désignons par v et w des vecteurs directeurs respectifs de (A) et (A").

w est aussi un vecteur directeur de (@) ; donc : 2(v, w) = ©.

On en déduit que tor est la rotation de centre A et d’angle o.
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Remarques

* On démontre de maniére analogue que rot est une rofation d’angle o.
* On a en général : t or # rot .

Exemples

ABCD est un carré de sens direct et de centre O, C’ est le syméirigue de C par rapport & B.
* T, %]_otéﬁ est un quart de tour direct. [{ A )

Soit (A) la médiatrice du segment [BC].
Ona: tcn = SIABJ"% Bt Tia, &) = Siac)°S(apy

® tegor(, =, est un quart de tour direct.
*2
Soit (A’) la médiatrice du segment [BC’].
On a:tgor, 3= (s ,os[AB)]o(s(AB]os(AG,J] = 8,°8a0)

Dong, tgge NS est le quart de tour direct dont le centre est le point O’, symétrique de O par rapport a (AB).

/ « oltes {Qb] (A} et [A’) telles que L
(QI)} est Ia drmte passant par O et de vecteur normal u;

.-1.3. Travaux dirigés

Isométries et recherche de lieux

ABCD est un parallélogramme dont les points A et
B sont fixes. C décrit un cercle (). On construit le
triangle rectangle isocéle direct ADE de sommet A.
Déterminer le lieu des points E.

Solution suidée

Soit t la translation de vecteur ]?7& et r le quart de tour direct de centre A.
* Déterminer I'image du point C, puis du cercle (4) par la transformation rot.
* Conclure.

. Isométries et démonsiration de propriétés

¥ ABCD est un quadrilatére convexe de sens direct. On construit les points I, J, X et L tels que les tri-
angles AIB, BCJ, CKD et DAL soient équilatéraux directs. J
Démontrer que le quadrilatére IJKL est un parallélogramme.

b P e

Solution suidée

Désignons par : K
r, la rotation de centre A et d’angle =3 | &
T, la rotation de centre C et d’angle — -735— g ¥ .

* Déterminer la nature de r,or,. "B ¢

* Déterminer les images de I et L par r,o1,. : & \%

¢ Conclure. :
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2. ABCD et AEFG sont des carrés de sens direct et H est le point tel que ADHE soit un parallélogramme. |
Démontrer que les droites (BH) et (CG) sont perpendiculaires et que BH = CG.

C

Solution

Désignons par :
t la translation de vecteur DA
1 le quart de tour direct de centre A ;
C’ le symétrique de C par rapport & B.

t r rot
Ona 2. /_\ donc : r~
H | E E | G H| G
B | C C | C B |C
Or: rot est un quart de tour direct ;

donc: (BH) L (CG) et BH =CG.

éﬁ}’}fE xercices z=

1.a ABCD est un rectangle. Déterminer la transfor- A t_mtltﬁ?iﬂlt M, dii/[ti}mt ?;53 et G, on associe le

mation [ telle que : £ =$;,11°5(cp1 25 ° S(AR) ' poin el que = rivj.
q (aD)°S(cp) °S(8c) ° 5(aB) 1. Démontrer que :

1.b  ABCD est un carré de sens direct et de centre O. Mes (MC M C} = Mes (MC MB] + [E]
Préciser la nature et les éléments caractéris- 2. En déduire le lieu des points M tels que les
tiques de chacune des transformations sui- points C, M et M’ sont alignés.
vantes.

a) Sac)°ia, o) b) 1, 5°Ta 5 l.e OAB et OCD sont des triangles équilatéraux de
c) S ]or[ AT d) T xotes: sens direct. E est le point tel que BOCE soit un
i3 parallélogramme.

Démontrer que AED est un triangle équilatéral.

- R - bad
l.c  Leplan est muni du repére orthonormé (O, o) (On pourra utiliser la transformation ¥, x,otzs.)
"3

On désigne par s et s’ les symétries orthogo-
nales d’axes respectifs (B) et (&) A

Dans chacun des cas suivants, déterminer la

nature et les éléments caractéristiques de la

transformation sos’.

a) @) :x=14 et (@) :x=y B 0
b) @) :x-y=1 e @):x+y=1

c) @) :y=-1 et @D):y=2

d @):x+2y=0 et (@):2c-y+1=0.

1.d Soit ABC un triangle isocéle en A et r la rota- E c
tion de centre A et d’angle &' = (Eﬁ, ﬁ]).

¢ Classification des’ lsometnes-???;duf!plan

-.2.1.. Classification a l'aide des points invariants

o

Décomposition d'une isométrie

Soit f une isométrie du plan et A un pomt. :
1l existe une unique isométrie 8 et une unigue translation t telles que : g[A] Aetf= to g
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2 émonstration

Existence 5

Désignons par A’ I'image de A par f et par t la translation de vecteur AA’.

Posons : g = tof.

g, composée de deux isométries, est une isométrie.

De plus : g(A) =t 1of(A) =t 1(A) = A

Dong, f est la composée d'une isométrie laissant A invariant et d'une translation.

Unicité

Supposons qu’il existe une isométrie g’ laissant A invariant et une translation t’ telles que : f = t’og’.
Ona:flA) =t(A)=t(A) ;donc : t’ =t.

On en déduit que : teg =teg’; donc:g=g".

o
&

: Isoméiries laissant invariants trois points non alignés

Soit f une isométrie laissant invariants trois points A, B et C non alignés.

Pour tout point M d’image M’ par f, on a: M'A = MA, M'B = MB et M'C = MC.

Les points M et M’ sont confondus, sinon A, B et C appartiendraient 2 la médiatrice de [MM’] et seraient
alignés.

plan est invariant par f.

Une isométrie du plan qui laisse invariants trois points non alignés est I’app]icaﬁon identique.

= |sométries laissant invariants deux points distincts

Soit f une isométrie, distincte de I’application identique, laissant invariants deux points A et B distincts.
* Désignons par C un point extérieur a la droite (AB) et par C’ son image par f.
Les points C et C' sont distincts, sinon f laisserait invariants trois

points non alignés et serait ’application identique.

De plus : AC’ = AC et BC’ = BC ; donc (AB) est la médiatrice du seg-

ment [CC’]. A

¢ Désignons par s la symétrie orthogonale d’axe (AB). : -
sof, isométrie laissant invariants les trois points non alignés A, B et

C, est I’application identique.

On en dedmt que : f s.

Fre—fr—lit s o

Une isométrie du plan qui laisse invariants deux points A et B distincts et qui n’est pas I’application
identique, est la symetrle orthogonale d’axe (AB).

Isométries laissant invariant un point
Soit f une isométrie laissant invariant un seul point A.

¢ A
Désignons par B un point distinct de A et par B’ son image par f.
On a: B’ #B et AB’ = AB ; donc A appartient a la médiatrice (A) de [BB’]. B Y
Désignons par s la symétrie orthogonale d’axe (A). e L
Ona: sof(A)=s(A)= A
sof(B) = s(B’) = (A)

sof est une isométrie qui lalsse invariants les deux points distincts A et B.

sof n’est pas ’application identique, sinon fseralt une symetne orthogonale et n’aurait pas un seul point
invariant.

Draprés la propriété précédente, s o f est la symétrie orthogonale d’axe (AB).
On a:syof = 5,5 ; donc : f=s 05,4,
) déduit que f

a d centre

Une isométrie du plan qui laisse invariant un seul point A est une rotatiu'nl de centre A. .

=
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mzmm=== Conséquence

D’apreés les propriétés précédentes, toute isométrie du plan qui laisse invariant au moins un point A est :
— soit ’application identique ;
— soit une symétrie orthogonale dont I’axe passe par A ;
— soit une rotation de centre A.

Donc, d’aprés le théoreme précédent, toute isométrie du plan est :
— soit une translation ;
— soit la composée d’une symétrie orthogonale et d'une translation ;
— soit la composée d'une rotation et d’une translation.

On en dedmt le theuréme sulvant

Toute isométrie du plan est une translation, une rotation, une symétrie orthogonale ou une symétrle
glissée.

. 2.2. Déplacements et antidéplacements

emmz==a Définitions et propriétés |

Définitions -
* Un déplacement est une isométrie qui conserve les angles orientés. |
* Un antidéplacement est une isométrie qui transforme tout angle orienté en son opposé. i

Nous savons que toute symétrie orthogonale est un antidéplacement. |

Les résultats établis dans le paragraphe précédent permettent de classer les isométries suivant deux cri-
téres :

— Deffet sur les angles orientés ;

— Pexistence ou non de points invariants.

avec point invariant sans point invariant
Déplacement rotation translation
Antidéplacement symeétrie orthogonale symsétrie glissée

On en déduit les proprletés suivantes.

Propriétés

* Toute isométrie est un deplacement ou un antldeplacement
* Tout déplacement est une translation ou une rotation. 7
* Tout antidéplacement est une symétrie orthogonale ou une symétrie glissée. ¥

Compos:hon de deplacements et ontldeplucements |

Propriétés 1

* La composée de deux deplacements ou de deux antldeplacements est un deplacement.
* La composée d’un déplacement et d’un antidéplacement est un antldeplacement

On retrouve que la composée de deux isométries est une isométrie.

Propriétés 2

* La I:ransformatlon réciproque d’uu déplacement est un deplacement.
* La transformation réciproque d’un antidéplacement est un -antidéplacement.
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Remarques

*» L'ensemble des isométries du plan, muni de la loi o, est un groupe.
* L'ensemble des déplacements du plan, muni de la loi o, est un groupe.
* Lensemble des antidéplacements du plan, muni de la loi o, n’est pas un groupe.

Déterminations d’une isométrie

Soit A, B, A’ et B’ quatre points tels que : AB = A’B’ et A # B.
Il existe un déplacement et un seul transformant Aen A’et BenB.

D émonstration guidée

Existence
Désignons par : e
—r la rotation de centre A et d’angle (AB,A'B’) ;
— t la translation de vecteur AA’.
Démontrer que la transformation f, telle que f = tor, est
un déplacement qui convient.
Unicité
Soit g un déplacement transformant A en A’ et B en B’.
¢ Démontrer que : flog(A) = A et flog(B) = B.
* En déduire que fog est I’application identique.
* Conclure.

Remarques B B

—_ — — >
* Si AB = A’'B’, alors f est la translation de vecteur AA’.

e ix
* Si AB# A'B’, alors f est une rotation d’angle (AB, A’B’).
Pour construire son centre, trois cas sont @ envisager. A o
1" cas : A=A ouB=PB 2¢ cas : (AA) et (BB’) sont sécantes  3° cas : (AA’) // (BR?)
~ 81 A=A, alors A est le centre Le centre de la rotation est O, Le centre de la rotation est O,
de la rotation. point d’intersection des média- point d’intersection de la droite
- 8i B = B’, alors B est le centre trices de [AA’] et [BB’]. (AB) et de la médiatrice commu-
de la rotation. ne a [AA’] et [BB’].

A : B B - I_ - B

Soit A, B, A’ et B’ quatre points tels que : AB=A'B’ et A#B. . _
Il existe un antidéplacement et un seul transformant A en A’ et B en B’.

D émonstration guidée _

Désignons par s la symétrie orthogonale d’axe (A’B’).

Soit g un antidéplacement transformant A en A’ et B en B’.

* Démontrer que sog est un déplacement transformant A en A’ et B en B’
» Utiliser la propriété précédente pour conclure.
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Remarques

* Etant donnés quatre points A, B, A’ et B’ tels que AB = A'B’ et A # B, il existe donc exactement deux
isométries qui transforment A en A’ et B en B’ ; I'une est un déplacement et I'autre un antidéplacement.
* Si 'on note f I'une de ces isométries, alors I'autre est Seap)°f-

2.3, Travaux dirigés

mmmmmm  [soméiries et probléme de construction

1°) Soit s, s, et s, les symétries orthogonales d’axes respectifs (4,), (4,) et (A,). .
Démontrer que s, °s,0s, est une symétrie orthogonale si et seulement si les droites (A,), (A,) et (A,) sont
paralléles ou concourantes.

2°) Seit (4,), (A,) et (A,) trois droites concourantes en un point O.
Construire un triangle ABC tel que (A,), (A,) et (A,) soient les médiatrices respectives des cotés [AC],
[BC] et [ABI.

Solution

1°) Etude directe

Supposons que s, os, 05, soit une symétrie orthogonale ; notons s cette symétrie.

On a:s,es,05, =5 ; donc: $,08, = 808,.

* Si(A,) et (A,) sont paralleles, alors $,°8, est une translation de vecteur orthogonal 4 (A) et (A).
De méme sos, est une translation de vecteur orthogonal & (A,) et & I’axe de s.

Dong, les droites (A,), (A,) et (A,) sont paralléles.

* Si(A,) et (A,) sont sécantes en un point O, alors s, os, est une rotation de centre O.
De méme ses, est une rotation de centre O.
Donc (A,) passe par O et les droites (A4,), (A,) et (A,) sont concourantes en O.

Etude réciproque

e 1% cas : (A,), (A,) et (A,) sont paralléles.

On a: s es,08; = t;0s,, ol % est un vecteur normal (A,) et (A,), done normal a (A)).
On en déduit que s, 0s,0s, est une symétrie orthogonale.

® 2° cas : (A,), (A,) et (A,) sont concourantes en O.
$,°8,°8,, antidéplacement qui admet au moins un point invariant, est une symétrie orthogonale.
A

2°) Analyse d’une figure répondant & la question
Les médiatrices d’un triangle sont concourantes.

Dong, s,05,0s, est une symétrie orthogonale ; on désigne
par (%) son axe.

On a: 5,05,08, = 5.

De plus : s,05,05,(A) = 5,05,(B) = 5,(C) = A.

Donc: A € (@).

On en déduit que : (2) = (OA).

Construction de (@)

Soit M un point distinct de O et M’ son image par s, os,0s,.
¢ Si M’ = M, alors (9) = (OM).

* 5i M’ # M, alors (@) est la médiatrice de [MM’].
Discussion

Tout point A, de (D) privée de O peut étre considéré
comme sommet d’un triangle cherché ;

les deux autres sommets de ce triangle sont :

B, =5,(A;) et C, =5,(A).
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=1 Groupe de transformations du triangle équilatéral
Déterminer toutes les isométries laissant invariant un triangle équilatéral ABC.
Etablir le tableau de composition de ces isométries.

S olution

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct, O son centre de gravité et f une isométrie laissant ABC
invariant.
Toute isométrie conserve le barycentre ; donc : f{0) =0
f est une isométrie laissant invariant au moins un point ; donc f est une rotation (éventuellement I'ap-
plication identique) ou une symétrie orthogonale.
Supposons que f est distincte de I’application identique.
» Si flaisse invariants deux des points A, B ou G, alors f est une isométrie laissant invariants trois pomts
non alignés ; donc f est égale & Id, ce qui est contraire & I’hypothese.
On en déduit que f laisse invariant au plus 'un des trois points A, B et C.
* Si f laisse invariant un seul des points A, B ou C, alors f est la symétrie orthogonale par rapport a la
droite passant par O et ce point.
e Si f ne laisse invariant aucun des trois points A, B ou C, deux cas sont poss1bles
—soit f{A) =B, f(B) = C et f(C) = A ; f est alors la rotation r de centre O et d’ angle 2

T

— soit f(A) =C, {(B) = A et f(C) = B ; f est alors la rotation r? de centre O et d’angle — 5

On obtient le tableau de composition suivant.

o | M | 1 | 7] sew | Sow | Seo

Id d r r1 | Som | Soe | Soo

: { % Id | Som | Soo | Som

|t r | Soo | Son | Sow
Sony | Som | Swoo | Som | I r r-1 8
So | Son | Som | Som | Id r
So0 | Soo | Som | Soa r = Id

Remarque

Si on désigne par $,,- 'ensemble des isométries laissant invariant un triangle équilatéral ABC, ($,p0,°)
est un groupe.

P
e

A, EX erci ces’~

2.0 Soit deux droites (@) et (3'), A un point de (@) Démontrer qu’il existe une unique rotation r
et A’ un point de (@). telle que : (A} =D et r(B) = C.

Démontrer qu'il existe deux déplacements qui Préciser le centre et I’angle de cette rotation.
transforment A en A’ et (D) en (D).

2.d () est un cercle de centre O, A un point exté-

2.b (@) et (") sont deux cercles de méme rayon et rieur a (8) et (%) une droite.
de centres distincts O et O, Construire un triangle équilatéral ABC tel que :
Soit A un point de {6) et A’ un point de (€’). . B € (%) et C € (D).
Démontrer qu’il existe un unique déplacement ‘
transformant A en A’ et (€) en (€'). . 2. 1. Déterminer toutes les isométries laissant

) 2 invariant un carré ABCD,

2.c  Soit A, B, C et D quatre points distincts tels que 2. Etablir le tableau de composition de ces iso-

C est le milieu de [AB] et B le milieu de [CD]. métries.
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plications affines

Dans cette lecon, % désigne le plan et V' ’ensemble des vecteurs du plan.

.. 3.1. Gencéralités

mmzem=m Introduction ‘
* Soit (&) et (A) deux droites sécantes et p la projection sur (%) paral-
lélement a (A}
Soit Aet B dﬂu_x points distincts, A un nombre réel et C le point tel
que : AC=1AB.
On désigne par A", B’ et C’ les images respectives de A, B et C par p.
—_— — . — — _—
Ona: AC=2AB & (1-AMCA+ACB=0
& C=bar (A 1-3), (B, M}
On a vu en classe de premibre que les pr0]ect10ns c:onservent le barycentre de deux points.
Donc : C' = bar {(A’, 1 —A), (B’, A)} ; ¢’est-a-dire : AC = AAP,
On dit que p conserve le coefficient de colinéarité.

(a)

e Plus généralement, on démonire de fagon analogue qu’une application de & dans % qui conserve le
barycentre de deux points pondérés conserve le coefficient de colinéarité.

» Réciproquement, soit f une application de % dans ® qui conserve le coefficient de colinéarité.
Soit G le barycentre de deux pomts pondérés (A, alet (B, b) (a+ b # O)

Ona: Eé_ b bEﬁ donc : f(A(G) = b f{A}f[B]

On en dédmt que f(G) est le barycentre des pomts pondérés (ﬂA], a) et (f[B), b).

11 est donc équivalent de dire qu’une application du plan conserve le coefficient de colinéarité et qu’el-
le conserve le barycentre de deux points pondérés.

On appelle apphcatmn aﬂine du plan toute apphcatmn de (?) dans (?) qui conserve le coefficxent de
colinéarité. :

Une application affine bijective du plan est appelée transformation affine du plan.

Soit f une application du plan dans lui-méme.
f est une application affine si et seulement si f conserve le barycentre de deux points.

Exemples

e Toute projection du plan est une application affine du plan.
» Toute isométrie du plan est une transformation affine du plan.
» Toute homothétie du plan est une transformation affine du plan.

+ La composée de deux applications affines du plan est une application affine du plan.
» La réciproque d’une transformation affine du plan est une transformation affine du plan.
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D émonstration

* Soit f et g deux applications affines du plan.

Pour tous points A, B, G du plan et tout nombre réel A, on a :
—_ —» —— — e

AG =ALAB = f(A)(G) = Af(A){(B)

= glf(A)Iglf(G)] = A glf(A)lg[fB)I.

Donc la composée de deux applications affines du plan est une application affine du plan.

* Soit f une transformation affine du plan, G le barycentre de deux points pondérés (A, a) et (B, b).
Désignons par G’ le barycentre des points pondérés (£(A), a) et (f‘l(B), b).

Ona: f(G’) =bar {(A, @) ; (B, b)) = G ; dong : £1(G) = bar {(£1(A), a) ; (£1(B), b)\.

£ conserve le barycentre de deux points ; donc £ est une transformation affine du plan.

Exemple
Toute similitude, composée d’une isométrie et d’'une homothétie, est une transformation affine du plan.

Remarque
L'ensemble des transformations affines du plan, muni de la loi o, est un groupe appelé groupe affine du plan.

== Application vectorielle associée a une application affine

Soit f une application affine, A, B, C et D quatre points tels que AD = BC. On désigne par A’, B’, C’ et I’
les images respectives de A, B, C et D par f.

y 5. g — — — —_—
f conserve le coefficient de colinéarité ; donc : AD = BC = A’D’ = B'C.

La conservation de cette égalité vectorielle justifie la définition suivante.

Smt f une apphcatmn affine de .

On appelle application vectonelle associée 4 f I'application de V" dans V', notée ¢, telle que pour tous
-~
pumts AetBde?P,ona: q)[AB] = {f{A){B).

Exemples

* Une application de & dans_ P est une translation si et seulement si pour tous points M et N d’images
respectives M’ et N’, on a : M'N’ = MN.
On en déduit que I’application vectorielle associée a une translation est I’application identique de V.

* Une application de P dans % est une homothétie de rapport Jc (e # 0 et k # 1) si et seulement si pour

tous points M et N d’images respectives M’ et N’, on a : MN’ = k MN.
On en déduit que l'application vectorielle associée & une homothétie de rapport k est I’application de ¥
dans V" qui a tout vecteur u associe le vecteur ku.

Cette application est appelée homothétie vectorielle de rapport k. N _ 4
, u

¢ Une application de % dans P est une rotation d’angle « si et
seulement si pour tous points M et N distincts d’images respec-

tives M’ et N’, on a : MN = M’N’ et (Nigl M_’Iz'f’) =0
On en déduit que I’application vectorielle associée é une rotation
d’angle o est l’apphcatmn de ¥ dans ¥ qui & tout vecteur  non

nul associe le vecteur u’ tel que : |[u|| = |[&7 et (& ,;u’) = .

Cette application est appelée rotation vectorielle d’angle o. O
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Propriétés

Soit f une apphcatmn aiﬁne du p]an, ¢ I’application vectorielle associée a f
Pour tous vecteurs u et o de ¥ et pour tout nombre réel o, on a :

. @(a_’l o) ;
* ol + V) = o) + tp[")

On dit que @ est une application linéaire ; ¢ sera désormais appelée application Imealre associée a f.

Bémonstration

¢ La premiére propriété traduit la conservation de la colinéarité.
Démontrons la seconde propriété.

. . ; —> —>
* Soit A, B et C trois points tels que : AB=u et BC = v.
On dé31gne par A’, B’ et C’ les images respectives de A, B et C par f
Ona: AC= A’B’ +BC = o(@) + 0(0) ;

AC = o(AC) = (@ + ). . A =

On en déduit que : ¢(& + 2) = ¢@) + ¢(@).

Remarques

*Ona :(9(3)= 3; en effet :cp[XA)= f(m]= 0.

e Plus généralement, on a : (p( fliaiﬁ;) = f‘iaicp( I_L: ).
i= i=

Toute application affine conserve le barycentre.

Bémonstration

Soit f une application affine et ¢ 'application vectorielle associée a f.

f conserve le coefficient de colinéarité et ¢ est une apphca’aon lmealre

Soit G le barycentre des points pondérés (A, @), ;. ,;ona: Za GA =0

On désigne par G* et A’ . ; ¢ les images respectives des pomts GetA;j;cyParf

n
Ona: q)( igot:. (ﬁ;) =§ui¢[(}_ﬁi) =i§ai(§§\’i et ¢(0)=0;donc :iglaiG_’:ﬁ’i =0.

On en déduit que G’ est le barycentre des points pondérés (A’, o), ., -

L
.

__3.9. Autres propriétés

=szs== Défermination d’une application affine

Soit A, B, C trois points non alignés de % et f une application affine de %.
Soit M un point du plan et (x ; y) ses coordonnées dans le repére (A, B, C).

Ona: Aﬁ:xﬁ_ﬁ+y§3 — xMB +yl\_fffl+[1-x—y)l\?A=ﬁ
=M =bBI' {(A! 1 —x_y}s (B,x], (C: y]} ¥ ¢
= f(M) = bar {(f(A), 1 —x - y), (£(B), x), (HC), y)}.

On en déduit la propriété suivante

Une apphcatmn affine du plan est determmee par la donnée de trois pomts non allgnés et de leurs
images. ; % o & : e
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Remarques

* Si deux applications affines du plan coincident en trois points non alignés, alors elles sont égales.

En particulier, I'application identique est la seule application affine du plan qui laisse invariants trois
points non alignés.

¢ Une apphcatwn affine du plan est bijective si et seulement si I'image d’un repére est un repére.

Exemples

¢ Soit ABC un triangle et f r apphcahon affine du plan définie par
flA)=A, {B)=Bet{(C) =
Déterminer la nature de f
. Soit p la projection sur la droite (AB) parallélement a la droite (AC).
Ona:p(A)=A,pB)=B et p(C)=A;donc:f=p.

¢ Soit ABCD un parallélogramme de centre O et f I’application affi-
ne du plan définie par: f{A) =C, f(B)=B et {(D) =
Déterminer C’ et O’, images respectives par f des points C et O.
—_— — . oy ——

Ona: AB=DC = f(A)(B)= f(D){(C)

— —r

= (B = AC.

— —
Donc, C’ est tel que : AC’ =CB.
On a : O milieu de [BD] = O’ milieu de [f(B)f(D)]

= (O’ milieu de [BA].

== Points invariants par une application affine

Soit f une application affine de 2.
L’ensemble des points invariants par f est &, un singleton, une droite ou ?.

D émonstration 3

Soit ($) I'ensemble des points invariants par f. Raisonnons par disjonction des cas.

® 1% cas : il existe au moins trois points invariants non alignés A, B et C .

On a vu dans le paragraphe précédent que f est alors ’application identique de .

On en déduit que : (9) = P -

® 2¢ cas : il n’existe pas trois points invariants non alignés, mais il existe deux points invariants dis-
tincts A et B.

— Tout point invariant M est tel que A, B et M sont alignés ; donc : ($;) C _(AB).

— Soit M un point de de la d:rmte (AB) ; il existe un nombre réel A tel que : AM ALAB.

Ona : Af(M) = M\_B AM donc M est mvarlant et (AB) C ($9-

On en dedmt que : (99 = (AB).

® 3¢ cas : (9] ne contient pas deux points inmﬂ'ants distincts.
(¥ est soit ’ensemble vide, soit un singleton.

Exemples

* Une translation de vecteur non nul n’a pas de point invariant.
* Une rotation d’angle non nul n’a qu’un point invariant, son centre.
* L'ensemble des points invariants par une symétrie orthogonale est I’axe de cette symétrie.

Images d'une dmd’e, du plan par une appllcahen affme

Soit f une apphcatlon affine, (AB) une droite, A’ et B’ les images respectwes de A et B par f
* Si A’ = B’, alors I'image de (AB) est le singleton {A’}. :
* 5i A’ £ B’, alors I'image de (AB) est la droite (A’B’).
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Démonstration

La droite (AB) est ’ensemble des barycentres de A et B, donc I’image de (AB) est I’ ensemble des bari—
centres de f(A) et f(B). On en déduit que :

® si A’ = B’, alors : f(AB) = {A'} ;

* si A’ %= B, alors : f{AB) = (A'B').

Remargue
L'image d’'une droite par uréiransformation affine est une droite._

Exemples

Soit (2) et (A) deux droites sécantes et p la projection sur (%) parallzlement a (A).
e U'image d’'une droite parallele a (A) est un singleton. .
¢ L'image d'une droite sécante 2 (A) est (%).

501t f une apphcation afﬁne du plan, (AB] et (CD] deux drmtes paralléles .
Si I'image de (AB) par f est une droite (A’B’), alors I'image de (CD) par f est une drulte (CD) paralle-
le a (A’B’).

- Bémonstration

Les vecteurs AB et CD sont colinéaires ; dong, il existe un nombre réel k non nul tel que : Qﬁ = kAB.

f est une application affine ; donc f conserve le coefficient de colinéarité et on a : CD = kAB.
L'image de (AB) est une drmte donc : A’B’ £0.

On en déduit que CD = Cet que I'image de (CD) par f est une droite (C’D’) paralléle a (A’B’).

Remarques

e Les images par une transformation affine du plan de deux droites strictement paralléles sont deux
droites strictement paralléles.

e Les images par une transformation affine du plan de deux droites sécantes sont deux droites sécantes.

Soit f une application affine du plan.
- » Si f est bijective, alors : f{?) = . _
« Si f n’est pas bijective, alurs f(@] est un smgleton ou une droite.

Démonstration 7

Soit A, B, C trois points non alignés et A’, B’, C’ leurs images respectives par f.
» 1" cas : A, B’ et C’ sont non alignés S

(A%, B’, C’) est un repére du plan ; donc f est bijective et f{%) = @

e 2¢ cas : A, B’ et C’ sont alignés et non tous confondus

On peut supposer par exemple que A’ et B’ sont distincts.

D’aprés la propriété 1, on a : f(AB) = (A’B’) ; donc (A'B’) C f(P).

De plus, I'image de tout point M du plan, considéré comme barycentre de A, B, et C, est un point M’
barycentre de A’, B’ et C’ ; donc : f(%’) C (A'B’).

On en déduit que : f{P) = (A’B’).

3cas :A=B=C

On a: f(P) = {A’).

Exemples

* L'image de % par une translation est &.
* L'image de & par la projection orthogonale sur une droite (%) du plan est ().
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mmmmmm Expression analytique d’une application affine
Le plan est muni du repere (O, ?:f]
* Soit f une application affine du plan, @ son application linéaire associée.

Désignons par O’ I’unage deOparf (a:a), (b;b) et (c;c’) les coordonnées respectives de o(), o(7)
et de O’

Pour tout point M(*) et son image M(~, parf,ona: OM = @OM) = ¢(xT+ yf) = x0(?) + yo(7).
P b

Y [a? - ’ = _ P, 7 i i (L O W, PR I’=G.7C+by+c

Donc: (' — )i + (y'—c¢)j =x{ai + @) + ylbi +b7T) ,cestadn'e.{ P g

e : o ; : ¢ x'=ax+ by +c
* Réciproquement, soit f une application d’expression analytique : {y’ '+ If"y v .
Désignons par G le barycentre des points pondérés (A, o) et (B, B), par A’, B’ et G’ les i images respectives
des pomts A8 et G par 5 N

= —
Ona:aGA + BGB = 0 ; démontrons que : oG’A’ + BG'B’ =
On a: alx —x) + Blx; —xG] = alalx, —xg) + bly, —y )l + B[a[xB xg) + blyg — yo)l
= a[a(xﬁl—x ) + Blcg — x)] + b[oc(yA Yo + Blyg — ¥l

On démontre de méme que : oa[yA yo) + Blyg —yl) =
On en déduit que G’ est le barycentre des points pnnderes (A o) et (B’ B]
Dong, f est une application affine du plan.

On en déduit la propriété suwante
‘Propriété '

Le plan est muni du repére (0 L7
Soit f une application du plan dans lui-méme. ;
fest une application affine du plan si et seulement si elle admet une expresswn analthue de la forme
(X’ =ax+by +c
{y =a’x+ b’y + .

Exemples
* L'expression analytique de la translation de vecteur u (g) est : { v = ; :g
* L'expression analytique de I’homothétie de centre Q( 21) et de rapport — 2 est : { ;, : B g; tg .

2x+ 3y —5

; : —7y+11 est une application affine.

L'application de & dans & d’expression analytique {

_..3.3. Affinités du plan
zez= Affinité d’axe (@), de direction 3 et de rapport k

Smt (QB) une dr01te, 4 une dzrectmn de droites dlstmcte de celle de

M
(%) et k un nombre réel. - i '
On appelle affinité d’axe (%), de direction 3 et de rappart .’c l’appll-
catlon f qu1 a tout point M du plan assecie le point M’ tel que : / H (@)
HM = kI—]M oti H est le pro]ete de M sur (%) suivant la direction 6. M

Lorsque la direction de (%) est orthogonale a §, f est Iaffinité orthogona]e d’axe (D) et de rapport k.
Remarques

® Sik = 0, alors f est la projection sur (@) suivant la direction 8.

e Sik =1, alors f est I'application identique du p]an

* Sik = -1 et si la direction de (B) est orthogonale a 8, alors f est la syméme orthogonale d’axe (% )
* L'ensemble des points invariants d’une affinité est son axe.
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=== Expression cnalthue

Le plan est muni du repére (0. 7. 7).

On ne donne l’expressmn analytique d’une affinité que

-dans le cas partlcuher oi1 'axe est paralléle a a la droite ; / M
b

de repere (O, i 7) et la direction est celle de J 5.
Soit f I’affinité d’axe (Z) d'équation : y = b,

de direction celle de 7, (@)
de rapport k.

Soit M(;) un point du plan, M(';’) son image par f et |

H le projeté de M sur (&) suivant la direction de J. o

o~y

ey g A= "

On en déduit la propriété suivante.

Le plan est muni du repére (O, 17 ]
Lexpression analytique de P’affinité d’axe (@) d’équation y = b, de direction celle de j jet de rapport k

est:{y;;ky_i_(l_k]b.

e Toute afﬁmté est une application affine.
* Soit f I'affinité d’axe (%) de vecteur directeur u, de dzrectfon celle de v'et de rapport k.

L’application linéaire associée a f est I'application ¢ de V' dans lui-méme définie par :{ o(®) _ T
On en déduit qu’une affinité est bijective si et seulement si k # 0.

3.a Soit ABC un triangle, A’, B’ et C' les milieux distincts A et B dans les cas suivants :
respectifs de [BC], [AC] et [ABI, f l'application a) les droites (AB) et (A) sont piaralléles j
affine du plan définie par : b) les droites (AB) et (A) sont sécantes.

f(A) = A, f(B) = B’ et f(C) = C". 2. Démontrer que f est une application affine
1. Déterminer les images par fde A’, B’ et C'. du plan.

2. Déterminer les images par f des droites

(AA), (BB’) et (CC’). 3.c  Le plan est muni du repére (O, I, J).
3. Déterminer I’expression analytique de f dans On considére 'application affine f telle que :
le repere (A, B, C). . flo)=1 f) =] et {J) =0.

1. Démontrer que f est hijective.

3b (@) et (A) sont deux droites sécantes en un 2. Déterminer I'ensemble des points invariants

point O. Soit f I’application du plan dans lui- par £

méme qui & tout point M associe le point M’ tel

que : 3d on reprend ’application f de 1’exercice 3b.
—siM € (A), alors M' =M ; 1. Déterminer une ex ression analythue de i
—si M €& (A), alors le milieu I de [MM’] appar- dans tin'repere (O, 7. 7) tel que Fet j sont vec-
tient & (A) et (MM’) // (D). teurs directeurs respectifs de (@) et (A).

1. Construire les images par f de deux points 2. Démontrer que f est bijective.
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et composition d'isométries

1 ABCD est un rectangle.
Dans chacun des cas suivants, déterminer la droite (A)
telle que :

a) ts = 5,05,y b) t= = 5,508,

c) te = 85,5 | d) Lo =508

2 Soit ABC un triangle, O le centre de son cercle
circonscrit, (A,), (4,) et (A,) les médiatrices respectives
de [BC], [CA] et [AB].
Déterminer les applications suivantes :
a) S(ac)°Siam) b) 5,08,

c) 85,°54,%54, d} 85,95,,%5,,

3 ABC est un triangle équilatéral de sens direct et
de centre 0. Dans chacun des cas suivants, déterminer
la droite (A) telle que : :

a) r(a,—’;;} = 8,°5(ap) = 804)°%a

b) a5

c) T, 2 = S08)°5a d) 1, o = 55°510ay
B ABC est un triangle équilatéral de sens direct et
de centre O. Determmer les applications suivantes :

a) T 5oTc b) 1 x0T - 1

¢} 1. mor d} 1, 2zmer
) lc,?l (©. 3) (o, g") (c.?)
5 ABCest un triangle équilatéral de sens direct.
Déterminer les applications suivantes :

ajl r(h%)otgﬁ b) t. °r(.A——l

¢ Tic 5T 1°Tp Xy d) T, 2T, 2T, Iy
6 ABCD est un carré de sens direct et de centre O.
Déterminer les applications suivantes :

) T 10Tg 3y bl 14 301 1y

c) 1, 5°T@~ 5 d) t**"fls.ga

E) t—:— OI[O 01:4» ﬂ t— OI[B _]Dt—-ﬁ.

7 ABC est un triangle.

e
-~ = o~

On pose : (AC,AB) = G, (BA,BC) =B, (CB,CA)= Y

ot f=1¢9°%e, 5°T(a, o

1. Démontrer que f est une symétrie centrale.

2. Soit P le point de contact du cercle inscrit dans le tri-
angle ABC avec [AC].

Déterminer f(P) et en déduire la nature exacte de f.

8 ABC est un triangle équilatéral de sens direct.
On désigne par (T') le cercle circonscrit 8 ABC et O son
centre. La médiatrice de [BC] coupe (') en A et D.

On note A’ le point d'intersection des droites (BD) et (AC).

1. Démontrer que A’ est le symétrique de A par rapport

acC.

2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques

des transformations suivantes :
*@p)°3oe) ¢ Sca)®San)

3.0nnote: f= S(BD)°ScS(asy

a) Déterminer f{A) puis la nature et les éléments carac-

téristiques de f. .

b) En déduire la nature de la transformation S@mn)°S

5o °Sicay

Isométries et démontrations
de propriétés

9 ABC est un triangle de sens direct.
Les points P et Q sont tels que les triangles PAC et QAB
sont extérieurs & ABC, isocgles rectangles respective-
menten P et Q.
I est le milieu de [BC]. A
Soit 1, et 1, les quarts de tour P
directs de centres respectifs P Q
et Q. \
1. Démontrexr que : I,oIy = §;.
2. En déduire que IPQ est un
triangle isoctle rectangle en 1.

10 ABC est un triangle
de sens direct. Les points D, E
et F sont tels que les triangles
BCD, AEB et CFA sont équi-
latéraux directs.
1. Préciser la nature de la
transformation T(5,%)°T(a, - -y

2. Utiliser cette transformation
pour démontrer que AEDF est

un parallélogramme.
117 ABCD est un carré D R ¢
de sens direct et M un point
de la droite (BD). 5
On désigne par P, Q, R et S les M

projetés orthogonaux respec-
tifs de M sur (AB), (BC), (CD)
et (AD). A P B

1. Démontrer qu’il ex1ste un quart de tour direct r tel
que : 1(C) = Set (M) =

2. En déduire que les drmtes (MC] et (PS) sont perpen-
diculaires.

12 P, Q et R sont les -
centres des trois carrés, I est Q

le milieu de [AB]. Re—

1. Démontrer que les iri- = B \=7L A

angles TPA et IQR sont rec- | /
P

tangles isoceles en I

2. En déduire que AR =PQ et
que les droites (AR) et (PQ)
sont perpendiculaires.
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13 ABC et ACD sont
deux ftriangles équilatéraux
de sens direct.

Les poinis O =t I sont les
milieux respectifs de [AC]
et [AB]. les points L et E (

—_ = —»

sont tels que : OC =CL =LE. B

Soit t la translation de vecteur OA, r la rotation de
centre A et d'angle %— Onnote:f=rot.

1. a) Quelle est i%image de O par f?

b) Donner une mesure de I'angle (ﬁ, I_K].

c) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de
la transformation f.

2. M étant un point quelconque du plan, on note
N =r(M), J le milieu de [EM] et K le milieu de [NDI.

a) Soit P I'antécédent de M par t. Quel est le milieu de
[LP] 7

b) Lorsque I, J et X sont distincts, démontrer que le tri-
angle IJK est équilatéral. )
(On pourra utiliser f{L) et f(P).)

14 ABCest un triangle tel que :
>

Mes(AB, AC) = % et AB < AC.
On désigne par (') le cercle circonscrit 3 ABC et O son
centre. Soit E le milieu de [BC] et P le point de [AC] tel
que AB = CP. La droite (OE) coupe (I') en I et ], tels que
] et A soient sur le méme arc de corde [BC].
1. a) Faire une figure.
b) Quel est I’ensemble des points M du plan tels que :

Mes (MB, MC) = L v

2. a) Justifier qu'il existe une unique rotation r telle que :

r(A)=P et z(B)=C.
Déterminer son angle.
b) Démontrer que son centre est un point de (), que
'on précisera.
cJ Quelle est la nature du triangle JAP 7
3. a) Déterminer l'image de B par rosy, oll s, est la
symétrie de centre B.
b} Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de ros,. '

Isométries et recherches
de lieux géométriques

15 soit (%) une droite et A, B deux points exté-
rieurs & cette droite. A tout point M de (®), on associe
le point M’, second point d’intersection du cercle de
centre A et de rayon AM avec le cercle de centre B ot de
rayon BM.

Déterminer le lieu géométrique des points M’ lorsque le
point M décrit la droite ().

46 (©) est un cercle de centre O ot A un point de (@).
Soit M un point de (6) et P le point tel que [MP] est un
diametre de (€). La droite (AP) et la paralléle a (OA)
passant par M se coupent en un point N.
Déterminer le lieu de N lorsque M décrit (6).

17 (<6) est un cercle, A et B sont deux points exté-
rieurs & (€), M est un point de (6). Soit ABMP un paral-
lélogramme et Q le point tel que le triangle APQ soit
équilatéral direct.
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Déterminer le lieu de Q lorsque M décrit (6).

18 (9) est un cexcle, A et B deux points distincis
et non diamétralement opposés de (4)

A tout point M du grand arc AB, privé du point B, o=
associe le point N de la demi-droite [BM) tel que :

AM = BN.
1. Démontrer que N est I'image de M par la composés
d’une translation et d’une rotation que ’on précisera.

2. Déterminer le lieu de N lorsque M décrit AB, privé
de B.

19 ABC est un triangle équilatéral de sens direct.
On désigne par r, la rotation de centre A et d’angle%._
par r, la rotation de centre B et d’angle 2—3“‘
Pour tout point M du plan, on pose :

N=r,M) et M’ =1,(N).

Soit r la transformation telle que : r = r,o1,.
1. Soit D le symétrique de C par rapport 4 la droite (AB}
et Q le milieu du segment [BD]. Déterminer x(B).

En déduire la nature de r.
2. a) Démontrer que les points M, N et M’ sont alignés

— =
si et seulement si : Mes MQ, MA) = —732 [] .

b} En déduire que I’ensemble (I') des points M du plan
tels que M, N et M’ sont alignés est un cercle passant
par les points A et Q. Construire (I').

[sométries et problémes
de construction

20 ABC est un triangle et I un point du segment
[AB). Construire un triangle équilatéral IJK tel que :
J € (BC) et K € (AC).

21 (A) est une droite, A et B sont deux points dis-
tincts n’appartenant pas a (A), A’ et B sont les symé-
triques respectifs de A et B par rapport a (A).

Soit M un point du plan.
Construire, & la régle uniquement, le symétrique M’ d=
M par rapport a (A). “d

22 (<) et (¢) sont deux cercles concentriques. |
Construire un carré dont deux cdtés opposés sont des

cordes de () et (4).

23 soit (A)), (4,) et (A,) trois droites concourantes
en un point O et non perpendiculaires deux & deux
Construire un triangle ABC tel que (A,), (4,) et (A
soient les hissectrices respectives des angles
ﬁ, Bet I(f .

(On rappelle que le centre du cercle inscrit dans un tr-
angle est le point d’intersection des bissectrices de o=
triangle.)

28 (A) ot (A’) sont deux droites paralldles et A u=
point n’appartenant & aucune de ces deux droites.
Construire un triangle ABC tel que :

— ABC est rectangle et isocéle en A ;
-B&(A)etCeE ()
Préciser le nombre de solutions. -




éterminations d’isométries

25 ABCD est un carré de sens direct et de centre O.
Soit r le quart de tour direct de centre O et t la transla-
tion de vecteur BC.
Caractériser les transformations rot et tor.

26 ABCD est un rectangle tel que : AD = 2AB.
1. Construire les points E et G tels que :

—> — — 1 =
AE =2AB et AG=—7AD.

2, Démontrer qu’il existe deux rotations, dont on déter-
minera les éléments caractéristiques, qui transforment
le rectangle ABCD en le rectangle AEFG,

27 Soit ABCD un losange (AC > BD) et O son centre.
1. Déterminer toutes les isométries laissant invariant
ABCD.
2. Etablir la table de composition de ces isométries.

28 Le groupe de Klein
Soit A et B deux points distincts, I le milieu de [AB]. '
1. Démontrer que toute isométrie f qui transforme [AB]
en lui-méme vérifie :
—s0it f(A)= A et f(B) =
—soitf{A)=3B et f(B)=A
2. Déterminer toutes ces isométries.

29 ABC est un triangle équilatéral de sens direct
et de centre O. On désigne par A’, B’ et C’ les milieux
respectifs des segments [BC], [CA] et [AB].

1. Déterminer deux isométries f et g transformant le
couple (A, B’) en le couple (B, C’).

2. Préciser I'image du couple (C, A’) par chacune de ces
transformations.

oplications affines

30 Soit ABC un triangle isocle tel que AB = AC,
B’ et C’ les milieux respectifs de [AC] et [AB], f I'appli-
cation affine du plan définie par:

flA)=A,f(B)=B"etf(C)=C

1. Démontrer qu’il existe une homothétie h dont on pré-
cisera le centre et le rapport telle que hof soit une iso-
métrie.
2, Préciser la nature de hef.

31 Soit ABCD un losange et f I'application affine
de ® définie par: f(A) = A, f(B) =D et f(C) =
1. a) Déterminer les images par f du point D, de la droi-
te (AD) et du plan 9.
b) Démontrer que fof est une application constante.
2. Soit g la symétrie orthogonale d’axe (AC).
a) Préciser la nature et les éléments caractéristiques de
I'application gof.
b} En déduire la construction de 1'image par f d'un
point quelconque M de .

32 Soit ABC un triangle et f 'application affine
du plan définie par: f(A) =B, f(B) = A et f(C)=C
1. Démontrer que : fo f =1d.
On dit que f est involutive.

2. Démontrer que le milieu I de [AB] est invariant par f.
3. Démontrer que la droite (IC) est invariante point par
point par {.
4. Démontrer que la droite (AB) est globalement inva-
riante par f.
5. Construire I'image d’un point M du plan par f.
(On distinguera trois cas :

MeE (IC), M < (AB) et M & (IC]J(AB).)

33 ABCD est un parallélogramme tel que AB = BD.
Soit f l'application affine de ¥ définie par f[_.&) = B,
f(B) = D, (D) = C et t la zanslation de vecteur AB.
1. Préciser la nature de 1'29313.:'.;:503 g définie par :
s=t1o s
2. Construire I'image par { d'un point quelconque M de @.
3. Démontrer que Fn'admet pas de point invariant.

34 A, B, C sont trois points non alignés de @ et D
le point tel que C soit le milien de [BD].
Soit f I'application affine de ¥ définie par:
f(Ay=A, f(B)=D et flC) =
1. Déterminer ’ensemble des poins invariants par f.
2. En déduire qu'il existe un DQ:I!i G de la droite (BC}

invariant par f, et exprimer GB en fonction de GC.
3. Démontrer que f est une affinité dont on précisera les
éléments caractéristiques.

35 Soit o et P deux nombres réels tels que
o+ B0, f et f, deux applications affines du plan et g
I’application du plan dans lui-mé&me qui & tout point M
associe le barycentre des points pondérés ((f,(M), o) et
((£,(M), B).

Démontrer que g est une application affine.

36 Le plan est muni du repére orthonormé (O, _i:_j""].

Soit u lesvecteur de coordonnées (— CX. 2) et f I’appli-

cation du plan dans lui-méme qui a tout point M asso-
. —> P e G S

cie le point M’ tel que : OM’ = (u. OM)i + (i. OM)u.

1. Donner l'expression analytique de f.

En déduire que f est une application affine.

2, Déterminer deux pomts A et B, distincts de O, tels

que: f(A)=A et Of[B] = 40]3.

En déduire que f est une affinité orthogonale dont on
précisera ’axe et le rapport.

3. Exprimer analytiquement f dans le repére (O A, B).

37 Soit A un point du plan, @ un vecteur de V" et
f I'application du plan dans lui-méme qui a tout point
M associe le point M’ tel que :

— — L, >
AM' = 2(AM.a)a - AM.

% est muni d'une base orthonormée (&, v ) telle que :

—
=_a

|
1. Donner I’ expressmn ana]ythue de f en fonction de
|2 || dans le repére (A, @, 7).
En déduire que f est une application affine.
2. Démontrer que f est bijective si et seulement si :

: B

CARECS

3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de f dans chacun des cas suivants :

a) 2] =0 b [@]=1
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38 Soit (A, B. Q) et (A, B", C) deux repéres du
plan et £ I'application affine telle que A, B et C ont pour
images respectives A". B" et C par f.

Justifier la construction suivante de 1’image d’un point
Mparf

39 Soit (%) et (A) deux droites sécantes du plan.
Pour tout point M du plan, on désigne par (A,,) I'image
de (A) par la symétrie de centre M.

L'application f qui & tout point M associe le point d’in-
tersection des droites (A,) et (%) est-elle une applica-
tion affine du plan ? Est-elle une bijection ?

Quels sont ses points invariants ?

4.0 Le plan est muni du repére (O, 7, J).
On considére les points :

o) B(G)- <3
M), 7 ¢3).
Soit f 'application affine du plan telle que :
flA)= A, {(B) =B’ et f(C)=C.

1. Démontrer que f est bijective.
2. Déterminer ’expression analytique de f.

811e plan est muni du repére (O, fj’]
Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout
point M de coordonnées (x ; y) associe le point M’ de
coordonnées (x”; y’) telles que :

{x’:%(&t—&y—ﬁ]

y'=glx-y-12.
1. Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe
.que I’on précisera.
2. Démontrerque : fof=1
3. a) Déterminer I’ensemble des points invariants par f.
b) En déduire la nature et les éléments caractéristiques

def.

42 Le plan est muni du repére orthonormé (O, 7, ).
Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout
point M de coordonnées (x ; y) associe le point M’ de
coordonnées (x’; y’) telles que :

’—l. i

{x =3 (5x — 12y + 24)
T T
y —13( 12x — 5y + 36).

1. Démontrer que : fo f = Id.

2. Démontrer que I'ensemble des points invariants par f
est une droite (%) que I'on précisera.

3. Soit M un point du plan et M’ son image par f.

a) Démontrer que le milieu de [MM’] appartient a (9).

102 isométries du plan — Applications affines

b) Démontrer que le vecteur MM’ a une direction fixe,
orthogonale i celle de ().

c) En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de f.

43 Le plan complexe est muni du repére orthonor-
mé (O, &), €,).
Soit f I’application du plan dans lui-méme qui a tout
point M d’affixe z, associe le point M’ d’affixe z’ telle
que:z' =(5+4i)z+ 3z + 2 + 4i.
f est-elle une application affine ?

A4 Soit f une application affine telle que :
fof = Idg. L)
1. Démontrer que f est bijective.
2. Soit A un point du plan et M le milieu de [A f(A)].
Démontrer que M est invariant par f.
3. Soit ($) 'ensemble des points invariants par f.
aj Justifier que (¥) n’est pas vide.
b) Démontrer que si (¥) est un singleton, alors f est une
symétrie centrale.

&5 Le plan est muni du repére (O, I, J).
Soit f I'application du plan dans lui-méme qui a tout
point M de coordonnées (x ; y), associe le point M’ de
X'==x-2y+2

coordonnées (x’; y’) telles que : { yY=—-x+1

Déterminer les images par f des points O, I et].
En déduire que f est une affinité dont on précisera I'axe.
la direction et le rapport.

B6 Le plan est muni du repére (O, 7, J).
Soit f ’application affine de ? d’expression analytique :
x'=2x—-5y+2
{ y=x-2y |

Pour tout point M de P, on désigne par M, M, et M, les |
points tels que : M, = M), M, = f(Ml] et M, = f(M,). |
1. a) Démontrer que I'image par f d'une droite (%) est
une droite (9°) non paralléle a (%).
b) En déduire que pour tout point M de @, les points M. |
M, et M,, lorsqu’ils sont distincts, ne sont pas alignés.
2. Préciser la nature des applications fof et fofofof.
3. a) Démontrer que I'isobarycentre G des points M, M,. |
et M, est indépendant du point M et en déduire que
G est le seul point invariant par f. |
b) Faire une figure lorsque M est le point de coordor- |
nées (2 ; 1).
\
&7 Soit BB’B” un triangle isocéle en B’. Oz
désigne par A, A’ et C les milieux respectifs des seg-
ments [BB’], [B’B”] et [BB”], et par A” le symétrique d=
A parrapport a A'. _
On consideére une application affine f du plan dans Ju:-
méme, telle que : f{A) = A’ et f(B) =B".
1. a) Déterminer f(B’).
b) Quelle est la nature du quadrilatere AB’A'C ?
2. Démontrer que fof est une trauslation si et seulement
si; flA) = A”. ;
3. Dans cette question, on suppose que : f{A’) = A”.
On désigne par ¢ 'application linéaire associée a f.
a) Déterminer (p[A—E’] et q)[BTE). I
b) Déterminer une symétrie orthogonale s et une trans-
lation t telles que : f = sot = tos.




- APPROFONDISSEMENT

A8 ABC est un triangle de sens direct, A’, B’ et C’
sont les milieux respectifs des cotés [BC], [CA] et [AB].
Sait P, Q et R les centres respectifs des carrés construits
extérieurement sur les c6tés [BC], [CA] et [AB] de ABC.

s g o = ampe 1 52
1. Vérifier que : QR = QB’ + CR - = BC.
2. Soit ¢ la rotation vectorielle associée & un quart de
tour direct du plan. 3
a) Démontrer que : ¢{QR) = — AP,
b) En déduire que AP = QR et que les droites (AP) et
(QR) sont perpendiculaires.

B9  ABC et DEF sont
deux triangles équilaté-
raux de sens direct, les
points G et H sont tels
que EDBG et CDFH sont
des parallélogrammes.

Le but de l'exercice est
de démontrer par deux
méthodes (I'une utilisant
les nombres complexes,
I'autre utilisant les iso-
métries) que le triangle
AGH est équilatéral.

1. Le plan complexe étant rapporté & un repére ortho-
normé direct, on désigne par a, b, ¢, d, e, f, g et h les
affixes respectives des points A, B,C,D, E, F, G et H.

T
a) Démontrer que : ¢ —a = g3 (b—a).
Exprimer f-d én fonction de e -d.
b) Exprimer : g en fonction de b, d et e,
h en fonction de ¢, d et £,

» 7T
¢) Démontrer que : h —a = e (g-a).
En déduire que le triangle AGH est équilatéral.
2. On désigne par : i
* t, la translation de vecteur BD,

* t, la translation de vecteur e,

e r la rotation de centre D et d’angle %
On pose : f = t,orot,.
a) Justifier que f est une rotation, dont on précisera
Iangle.
Déterminer 'image de B par f; en déduire le centre de
la rotation f. ‘
b) Déterminer I'image de G par f.
En déduire que le triangle AGH est équilatéral.

50 Théoréme de Von Aubel
Soit ABCD un quadrilatére.
1. Démontrer que les centres des carrés construits exté-
rieurement sur les c6tés de ABCD forment un quadrila-
tere dont les diagonales sont isométriques et perpendi-
culaires. :
(On pourra utiliser le résultat de l'exercice 9.)
2, Préciser la nature de ce quadrilatére dans' le cas par-
ticulier ot ABCD est un parallélogramme.

51 ABCD est un carré de sens direct et de centre
I, () est le cercle passant par A, B, C et D.
Faire une figure.
On désigne par : -
* t la translation de vecteur DA,

* 1, la rotation de centre D et d’angle %,

* 1, la rotation de centre A et d'angle - 7,

* 1, la rotation de centre A et d’angle 347!. _
On se propose de déterminer les éléments caractéris-
tiques des transformations suivantes :

Estery ; g =1,0f ; g, =1,0f

1. Démontrer que f, g, et g, sont des rotations, dont on
précisera les angles,
2. @) Déterminer D) et {(A). Quel est le centre de £ 7
b) Déterminer g (D) et g,(D).
3. Soit A", =g, [A) et A, = g,(A).
a) Démontrer, en untilisant g,og,~, que A est le milieu
du segment [A" A’).
b) Démontrer. en déierminant une mesure de Vangle

[A_-ﬁ, A_.g_:} que A, est sur la tangente en A a (T).

4. a] Soit J Ie centre de g, et K celui de g,. Démontrer
que J et K zppariiennent 4 () et sont diamétralement
opposés. Placer ] et K sur la figure.

b) Démontrer gue A] est sur la droite (JB).

Placer les poinis A] et A, sur la figure.

52 Sqit A et B deux points distincts. .
On désigne par 1, et 1y les rotations de centres respec-
tifs A et B, d’angle %~ Pour tout point M du plan, on
note M, et M, les images respectives de M parr, et ;.
1. On considére la transformation t = ryor;L.
a) Construire le point C, image de A part.
b] Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
det
¢ En déduire la nature du quadrilatére M,M,CA.
2. On suppose que le point M décrit le cercle (') de dia-
meétre [AB].
a) Déterminer et construire ’ensemble (I",) décrit par le
point M, quand M décrit (I').
b) Soit Q, et Q, les milieux respec_tifs des _sggments [AB]
et [BC] ; comparer les vecteurs Q,Q, et AC.
c¢) Déterminer ’ensemble décrit par le point I, milieu du
segment [M,M,], lorsque M décrit ().

53 Soit A, A,, ..., A, n points (r > 3) distincts du
plan. Existe-t-il un polygone M,M,...M,, tel que :
A, est le milieu de [M,M,],
A, est le milieu de [M,M,],

A, estle milieu de [M,_,M,],
A, est le milieu de (M, M,] ?
(On distinguera deux cas : n pair et n impair.)

54 Le théoréme de Hjelmslev
On se propose de démontrer la propriété suivante,
Soit f une isométrie du plan et (A) une droite.
Les milieux des segments [Mf(M)], pour M appartenant
a (A), sont alignés.
1. Cas d’un antidéplacement
Etablir la propriété dans les cas suivants :
a) f est une symétrie orthogonale ;
b} f est une symétrie glissée.

2. Cas d’un déplacement

Soit f un déplacement et g la transformation définie par :
g = fos,. ‘

a) Démontrer que g vérifie la propriété.

b) En déduire que f vérifie la propriété.
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55 ABC est un triangle de sens direct.
On construit, a ’extérieur de ce triangle, les carrés
BCDE, CAFG, ABHI, puis les paralielogrammes AFUL, .
BHVE, CDWG.

A.- Relations vectorielles
Soit p la rotation vectorielle d’angle i
1. Démontrer que :

p(AD) = CB ; p(BV) = AC p(CW]
2. En déduire que : AU = EB = DC ainsi gque les rela-
tions analogues pour les vecteurs BV et CW.

B.- Applications géométriques

1. Démontrer que les droites (AU), (BV) et (CW) sont
concourantes en I'orthocentre du triangle ABC.

2. Démontrer que les triangles AVW, BWU et CUV sont
rectangles isoceles et de sens direct.

3. Soit P, Q et R les centres respectifs des carrés BCDE,
CAFG et ABHI.

a)Démontrer que P, Q et R sont les milieux des cotés du
triangle UVW.

~1
b) Démontrer que les droites (AP). (BQ) et (CR) sont

concourantes en ’orthocentre du triangle PQR.

56 Probléme de Fagnano
ABC est un triangle, dont les trois angles sont aigus.
On se propose de déterminer les points P, Q et R appar-
tenant respectivement a [BC], [CA] et [AB] tels que le
périmetre p du triangle PQR soit minimum.

A

C

1. On désigne par A’, B’ et C’ les pieds des hauteurs du
triangle ABC.

Démontrer que les droites (AA’), (BB’) et (CC’) sont les
bissectrices du triangle A’B’C’.
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2. Soit P un point de [BC].

On pose [Eﬁ,f{é) = 0, et on désigne par P’ et P” les
images respectives de P par s .5 et 5,

a) Démontrer que P” est I'image de P’ par une rotation,
dont on précisera les éléments caractéristiques..

b) Exprimer P’P” en fonction de AP et o.

¢) Comment choisir P pour que P'P” soit minimum ?
3.0n suppose que P est ainsi choisi.

Justifier que si Q € [CA], R € [AB] et p est le périmetre
du triangle PQR, alors : P’P” < p.

4.En déduire que PQR a un périmétre minimum
lorsque P, Q et R sont les pieds des hauteurs du triangle
ABC.

57 ABC est un triangle dont les trois angles ont
une mesure strictement inférieure & 120° et t¢l que la

—
mesure principale de(AB, E(E) est strictement positive,

A.- On se propose de déterminer un point M, intérieur
au triangle ABC, tel que dy, = MA +MB + MC soit mini-
mum.
Soit r la rotation de centre A et d’angle % L et M un point
intérieur au triangle ABC.
On pose : r(C) = C’ et 1(M) = M.
1. Démontrer que : d,, = MB + MM’ + M'C.
En déduire que d,, est minimum si M et M’ appartien-
nent au segment [BC’].
2. Démontrer que si M’ € [BC’], alors M appartient & un
segment [B’C], oi B’ est un point que l'on précisera.
3. En déduire Punique point M tel que :

M € [B’C] et M’ € [BC'].
Constrmre ce point.

B.- Soit P, Q et R les points tels que les triangles BPC,
CQA et ARB soient équilatéraux directs.

1. a) En utilisant la rotation r, démontrer que : CR = BQ.
b) Démontrer que : CR = BQ = AP.

2. Soit 1 le point d’intersection de [RC] et [BQJ.

Déterminer une mesure de( 17{, ﬁ et en déduire que les,
droites (AP), (BQ), (CR) sont concourantes.

(On pourra utiliser la cocyclicité de A, I, B, Ret de B, I,
C, P)

I est appelé point de Steiner du triangle ABC.



Introduction

Nous avons procédé en dasse de premigre & une premiére
étude des similitudes du plan, ce gui nows o permis enfre outres de
formuler une définition des triangles semblables & I'aide des frans-

formations.

= Nous nous proposons dans ce chapiire d*approfondir ['étude des
similitudes directes, en privilégiant fout d*abord I'outil « nombres
complexes » dont I'efficacité en géoméirie a déja pu éfre remar-
quée (cf. chapitre 3, § 3.3), puis de mefire G profit ces nouvelles
transformations pour la descripfion de certaines configurations et
la résolution de problémes dassiques de géométrie.

QPIX.

Coupe de la partie interme d’un nautile.
Toutes les parties de la spirale sont semblables entre elles.

= S R o e
1. Similitudes directes du plan .........cccccovevecvivieevieer. 106
2. similitudes directes et problémes de géométrie...... 111
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Dans ce chapitre le plan complexe est muni du repére orthonormé direct (O, €}, &,).

_Similitides directes du plan®

—...1.1. Premieres propriétés

Eraps

Ecriture complexe d’une similitude directe du plan

Nous avons défini en classe de premiére une similitude comme étant la composée d'une isométrie et
d'une homothétis. Lorsque l'isométrie est un déplacement (respectivement un antidéplacement), on a
une similitude directe (respectivement indirecte).

Soit h une homothétie et d un déplacement.

L'écriture complexe de hest de laforme : 2’ = kz + [ (k€ R*,le C).

L'écriture complexe de d est de la forme : 2’ = ez +c (ae R, ce C).

Donc, I'écriture complexe de hod est de la forme : 2’ = ke'%z + kc + [ (kei*e C*, kc+le C) ;
I'écriture complexe de doh est de la forme : 2” = ke%z + le!® + ¢ (ke'® € C*, le!® + ¢ € C).

On en déduit la propnete suivante.

Toute similitude l:hrecte du plan a une écriture complexe de la forme:z' =az + b (a e C* b e C).

Etudions le probléme réciproque.

Soit s une application du plan dans lui-méme, dont I'écriture complexe est de la forme :
Z=az+b(lae C* be C).

e Sia =1, alors s est la translation de vecteur u d'affixe b.

* Sia#1,alors 'équation z=az+b aune solution unique : ©® = l_f& .

Ona:zZ=az+b et o=aw+b;donc:z —w=alz- o).

Désignons par Q le point d'affixe o, k le module de @ et o un argument de a.

On obtient : z’ — o = ke'™(z — w).

On en déduit que : s = hor =roh, ol h est 'homothétie de centre Q, de rapport k
et r la rotation de centre 2, d'angle o.

Toute application s du plan dans lui-méme dont I'écriture complexe est de la forme 2’ = az + b
(a e C*, b e C) est une similitude directe du plan. .

* Si a = 1, alors s est la translation de vecteur u(b]. . :
* Si a # 1, alors s admet un seul point invariant Q. Soit o. un argument de a et k son module ; s est
la composée de 'homothétie h de centre Q, de rapport k et de la rotation r de centre Q, d'angle o..

Vocabulaire "

* Q, k et o sont appelés respectivement centre, rapport et angle de la similitude directe s.
» La composée hor (égale a roh) est appelée forme réduite de s.

* Une similitude directe du plan, qui n'est pas une translation, est déterminée par son centre, son rap-
port et son angle, appelés éléments caractéristiques de cette similitude. '
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Remarques

* Une rotation d’angle o est une similitude directe de rappori 1 ef d’angle . .
* Une homothétie de rapport k (k > 0) est une similitude dirsci= de rapport k et d'angle nul ;
une homothétie de rapport k (k < 0) est une similitude direci= e rapport - k et d’angle .

* Une translation peut-étre considérée comme une similituds direcie de rapport 1 et d’angle nul ; dans
ce cas le centre n’est pas défini. 5
_z’
Exemples

¢ Soit s la similitude directe de centre Q G), de rapport 2 e dangle —=-. ‘)
L'écriture complexe de sest: 2’ — (1 +1) = 2¢-i5[z—(1+1]l:
c'est-a-dire : 2" = (1 — if— 3)z - \G + ix/_ 2

* Soit s 'application du plan dans lui-méme d'écriture complex=-z = (1 + i)z — 2i.
L'écriture complexe de s est de laforme : 2’ =az + b (a e C*. b= C) : donc s est une similitude directe.

— L'équation z = (1 + i)z — 2i a pour unique solution : 2.
-Deplu5'1+i—Eei%

On en déduit que s est la similitude directe de centre Q (J de rappor‘ v2 2 et d angle & vy

: :_:Pour fdetermme Ies élémem caracténsbcgl&c dune smzsh‘ade djrecte s d écriture complex

Soit s une similitude directe de rapport k et d'angle oi, s’ une simﬂitude directe de rapport k’
et d'angle o’.

* La composée s’os est une similitude directe de rapport k k’ et d'angle o + o’.
* La réciproque de s est une similitude directe de rapport TE et d'angle —o..

L’ensemble des similitudes directes du plan est donc un groupe de transformations.

Démonstration
Soit s la similitude directe d'écriture tomplexe : z’' = ke'® z + b ;
s’ la similitude directe d'écriture complexe : 2 = k’ ei* z + b’
. L'écriﬁure complexe de s’os est: 2’ = ki’ el @+ %) z 4 (I’ & b + ) ;
donc s’es est une similitude directe de rapport kk’ et d'angle & + o’.

e L'écriture complexe de st est : 2’ =% emi% g — i e % p;
donc s™1 est une similitude directe de rapport % et d'angle — a

-

Exemples
* La composée des similitudes directes d'écritures complexes’ z’ = 2¢i3z + 2i et 2’ = 3¢i6 z — 5 est une
similitude directe de rapport 6 et d‘_angle%- g ’

* La composée des similitudes directes d'écritures complexes 2z’ = (1 + i)z + 2i et z’ =1 [1 —~i)z -5 est
une translation.

¢ La réciproque de la similitude directe d'écriture complexe z' = (1 + i)z — 2i est une similitude directe

{2

t TE
- de rapport = et d'angle — 7.
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__1.2. Propriétés géométriques
: Propriété caractéristique d’une similitude

i

directe

=

. e ol e = R e Lrred

Soit f une application du plan dans lui-méme, k un nombre réel strictement positif et o, un nombre
réel. |
f est une similitude directe de rapport k et d'angle o si et senlement si, pour tous points distincts M

et N d'images respectives M’ et N’ par f, on a : M'N’ = k MN et [_I\TIKT, IERT’] = Q.

Démonstration 5

e Soit f une similitude directe de rapport k et d'angle .
11 existe une homothétie h de rapport k (k > 0 ) et une rotation r

d'angle a telles que : f = roh. M
Soit M et N deux points distincts, M, et N, leurs images respectives o
par h, M’ et N’ les images respectives de M, et N, parr. 7 rj\1 I~31

MN =MN, -
% 5 o :

M,N,, M'N’) =a

M,N, = k MN { M'N’ = M,N,

—— .t e g
MN, M,N,) = 0 M,N,, MN') = &t

Ona:l\fi_:N1=kI\m(k>0) et {

c’est-a-dire : {

On en déduit que : M'N’ =k MN et [l\TN*, MN) = q.

* Réciproquement, soit f une application du plan dans lui-méme telle que pour tous points distincts M et N
d'images respectives M’ et N’ par f, on a : M'N’ =k MN et (M_I‘E, l\?&’] = q.

Désignons par s une similitude directe de rapport k et d'angle ,
par M” et N” les images respectives de M’ et N’ par s™.

M!)N,I‘ =%M)N’ M”N” = MN'
Ona: { ; donc : {

_;;-_——_:)- ~ — — o
- M)Ns, M”N”] =—q [MN, M”N”) = 0
C'est-a-dire : MTi;I” - MN.
Donc : s'ef est une translation t.

Or:slof=t & f=s0t. M N
On en déduit que f est une similitude-directe de rapport I et
d'angle c. :

smezmss Similitudes et configurations
Toute similitude directe est la composée d'une homothétie et d'un déplacement. -
Les propriétés résumées dans le tableau ci-dessous se déduisent des propriétés de ces transformations.

Toute similitude directe de rapport k
conserve multiplie transforme
— l'alignement — les longueurs par k " " | - les droites en droites
— le parallélisme — les aires par k? —les demi-droites en demi-droites
] — l'orthogonalité . — les segments en segments
— les angles orientés — les cercles en cercles
— les barycentres
— le contact
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~..1.3. Exemples d’études de similitudes directes

Similitude directe déferminée par son écriture complexe
Soit s I'application du plan dans lui-méme d'écriture complexe : 2 = 3iz— 1 — 7i.

1. a) Justifier que s est une similitude directe et préciser ses l&ments caractéristiques.
b) Déterminer I'expression analytique de s. ./

2. Déterminer une équation de I'image par s de la droite (BC). B =t C étant les pumts d'affixes respec-
tives 2-et 3 —i.

3. Déterminer une équation de (6’), image par s du cercle (€] &"é;aaﬂm -2+ y2=1.

Solution

1. a) L'écriture complexe de s est de laforme: 2’ =az +bla= C=.b < €);
dong, s est une similitude directe.

* L'équation z =3iz-1-7i a pour unique solution : 2 —i.

* De plus : 3i = 3ei%.

Dong, s est la similitude directe de centre .Q( ) de rapport 3 et d'angle

b) Soit M(;) un point du plan et M’(y) son image par s.
Ona:M'=sM) & 2=3iz-1-7i

& X +iy =3ilx+iy)-1-7i

& X +iy =-3y—-1+i(Bx-7).

. . x'=-3y-1
Dong, l'expression analytique de s est : { ,
y=3x-7

M|.—I

2. L'image d'une droite par une'similitude directe est une droite.

i
i
i

B et C ont respectivement pour images par s les points B’ ( 1) AN B
etc() 5. N PN N N
Donc, (BC) a pour image par s la droite d'équation : y = x. :
3. Soit M@:) un point du plan et M’ (y ) son image par s.
= — 3y 1 M

Ona: { , & { —~x3’ T

y=3x-7 y= 3
Donc: M e (€)) < Me (€)

o x=-202+y52=1

e R

& XK+1P+ (Y +1)2=9

On en déduit que I'image de () par s est le cercle (€7) d'équation : (x + 1)2 + (y + 1)2 =

On peut également remarquer que () est le cercle de centre B et de rayon 1 ; donc (€’) est le cercle de +
centre B’ et de rayon 3.

oo
SEEL

- Similitude directe déterminée par son expression analytique
Soit f I'application du plan dans lui-méme d'expression ana]y'ﬁq'ue -
X=x+y+2
{ Yy=-x+y-1- .
1. Déterminer 'écriture complexe de f.
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques de f.
3. Déterminer la nature, les éléments caractéristiques et 1'écriture complexe de -1,
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Solution
1.0Ona:zZ=x+iy =x+y+2)+ilcx+y-1)
=x(1-i)+y(1+i)+2-1i

_Z+Z

o O E(1+i]+2—i

A5+ 5+ (5 -1

On en déduit I'écriture complexe de f: 2z’ = (1 -i)z + 2 — 1L

)z+2—1 " oS

2. L’écriture complexe de fest de la forme : 2 =az + b (a € C*, b € C) ; donc, f est une similitude directe.
e L'équation z=(1-1i)z+ 2 —1i a pour unique solution : — 1 — 2i.
* De plus: 1—i=y2e 1§

Donc, f est 1a similitude directe de centre Q( ) de rapport ¥ 2 etd angle _Z

3. f~1 est la similitude directe de centre Q( ) de rappart Lz et d'angle =~ e
v

Donc, I'écriture complexe deflest:2 —(1- 2i)= \/— ilz— (1-21)l
C'est-a-dire : 2’ (1 + 1]z“~— (1 + 3i).

Pour dete}:mlner l'ecrlture camplexe d une apphcatlon du plan dans lul—méme d expressmn
analythue dormée on. peut ‘prot:‘edea: cie :la fag.on suivante : . .

1.0 Dans chacun des cas suivants, déterminer la 1d Soit ABCD un carré de sens direct et de centre L.
nature et les éléments caractéristiques de l'ap- E le milieu du segment [AB] et F le symétrique
plication du plan dans lui-méme, qui au point de I par rapport a la droite (CD).

M d'affixe z associe le point M’ d'affixe z’. 1. Déterminer les images de A, B, I et E par Iz

@ 7=063+1)z b)z=03-iz+1+i/3-1) similitude glrecte s, de centre A, de rapport v 2
et d'angle 7.

c) 2=-22+i djz= 3+i/3 g4 1= 1f _ 2. Déterminer I'image du carré ICFD par la simi-

4 2 litude directe s, de centre D, de rapport J2 et

d’angle - L&
-1 b Dans chacun des cas suivants, déterminer I'écri- 8 4

- ture complexe de la similitude directe de centre
Q, de rapport k et d'angle o. l.e Soit f I'application du plan dans lui-méme

x’=x-—yJ3 +2/3
= = iy d'expression analytique :
al =0, k=2 et oc.qB : P y’=x\/§+y—
1 - 1. Déterminer 'écriture complexe de f.
b) Q'( o)' k=12 ot o= 7z 2. Déterminer la nature et les éléments caracte—
ristiques de £,
c) Q(_zl), k=1 eta= % 4
d) Q(—l), k=3 ot oo=0. 1.5 soit'’s i’applicaﬁon du plan dans lui méme

d'écriture complexe :

=fi—J3)+8+{3+i2/3+1).
1. Déterminer la nature et les éléments caracts-
ristiques de s.
2. Déterminer I'expression analytique de s.

1.c  Dans chacun des cas suivants, déterminer l'écriture
complexe, puis la nature et les éléments caracté-
tistiques des transformations s,0s, et s, 0s,.

a)s,:z'=2iz+1-2i ets,:7 :%iz+1—%i 3. Déterminer I'image par s de la droite de repére
: - g (4, m, on A(* 2% et E’(ﬁ)
b)s,:z=(1-i)z+1+iets,:2=-2z ) W), 0 1)
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Proprleie SRR
Soitsla smuhtude dlrecte de centre Q, de rapport k et dassie o

Pour tous pomts M et M’ ﬂu pla.n, dlstlncts deQona:M=sM = {

Cette propriété se déduit de la propriété caractéristigue ¢ zne ss=ilsnde.

Exemples
* Soit s, la similitude directe de centre Q,. de rappori« 2 2 ad zngle 3.

=J20M
Mes {Sii/i Q1M’] E

Ona:M' =5(M) & {

La configuration associée a cette similitude est un « demi-carré ».

*

* Soit S la similitude directe de centre Q,, de rapport E et d'angle _ﬁ'

QM = QM

Ona:M =5,M) & {
Mes (QZM, QzM’ =—

La configuration associée a cette similitude est un « demi- trmng]/g
équilatéral ».

* Soit s, la similitude directe de centre €, de rapport ‘/;et d'angle—- ’

QM = J: Q.M
Ona:M’:sS[M)@{ ———-—-—--—-- ;
Mes (Q,M, QM) = 5

La configuration associée a cette similitude est un « demi-triangle
équilatéral ».

Propriété = s
Soit Q, A et A’ trois pomts du plan tels que: A=Q et A’ # Q.

1l existe une umque sxmilltude dlrecte de centre Q, qui transforme A en A’

Cette propriété se dedmt de la propriété précédente.

arsion -
(DL =a
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Exemple

Soit ABC un triangle équilatéral de sens direct et G son centre de gravité.
Déterminer ’angle et le rapport de Iz similitude directe s de centre A, qui transforme G en B.
Construire l'image C’ de C pars.

AB _ <.
e Le rapport de s est : AC™ £33 .
_ (N
son angle est : Mes (AG, AB) = — NN
AC =.3AC 6B
*5C)=C & —— .
Mes (AC, AC)=-& clc

Désignons par H le projeté orthogonal de A sur la droite (BC).

AH = = AC g s
Ona: — ; donc:AC =2AH.
Mes (AC.AH) =-%&

On en déduit que C’ est le symétrique de A par rapport a la droite (BC).

sarmes Similitude directe définie par son rapport, son angle, un pomf et son lmage

Soit k un nombre réel strictement pnsmf 0. un numhre reel A et A’ deux points du plan
Il existe une unique similitude directe de rapport k et d'angle o, qui transforme A en A’.

Démonstration - ;

L'écriture complexe d'une similitude s de rapport k et d'angle o est de la forme : 2’ = az + b, olt a = kc &'
Désignons par z, et z,, les affixes respectives des points A et A’.
Ona:s(A)=A & z,=ke®z, +b
& b=z,—-ke%z,.
Donc, la similitude directe d'écriture complexe #z’ = kk €'® (z — z,) + z,, est I'unique similitude répondant
a la question. "
Exemple

Soit ABC un triangle équﬂatéral de sens direct et s la similitude directe 2
de rapport 2 et d'angle —&, qui transforme B en A. Déterminer le centre
de cette similitude et construire 1'image C’ de C par s.

QA =20Q0B
Mes (Q.B .QA) = —--' C i

Donc, Q est tel que QBA est un « deml—trlangle eqmlateral » de sens indi-
rect.

* Le centre Q de s est tel que : {

w3

4

« De méme C’ est tel que QCC’ est un « demi-triangle équilatéral » de
sens indirect ; donc, C’ est le symétrique de A par rapport a C. _ Y

mzmz==z Similitude directe définie par deux pomts et leurs images

Propriété’

Soit A, B, A’ et B’ quatre points du plan telsque: A#B et A #B. ; LS
11 existe une unique similitude directe, qui transforme A en A’ et Ben B’. e R SO
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Démonstration

AB et pour angle (AB, AB).
Donc, d'aprés la propriété précédente, cette similitude _Ei.ﬁl;lf existe, est unique

Soit s la similitude directe de rapport gg et d'angle (AB, AB). telle que : s(A) =

Une telle similitude a pour rapport &=

Désignons par B” I'image de B par s.
A’B tLd _ &!
AB ~ AB

On en déduit que B” = B’ et que s est 'unique similitude répondant 2 I= guestion.

— — —_— — ~
Ona: et (AB,A’'B”) = (AB,AB’) ;donc: AB”=AB = _-s_'B AB 1=0.

Exemple »

Soit ABCD un carré de coté 1 et de sens direct, I le milieu de [CDI.
Déterminer la similitude directe s telle que : s(I) = B et s(D) = C.

* Méthode géométrique
.BC_,. : m Rel - _ & s
Le rapport de s est : D= 2 ; son angle est : Mes (ID, BC) = = AN mc
Donc, s est une similitude de rapport 2 et d'angle u% 118 D
Le centre Q de s vérifie : Mes (h_i §+B} = Mes (ED, 5&) == D& Q
Q1Q

Dong, Q appartient aux cercles de diameatres respectifs [IB] et [DC].
Ces deux cercles ont en commun le point C, qui n'est pas invariant par s. A B
Donc Q est le point d'intersection, autre que C, des cercles de diametres [IB] et [DC].

e Méthode algébrique
On munit le plan du repére orthonormé direct (A, AB, AD). ;

Ona: zr—2+1,zB-1 ze=1+ietzy=i N D l C
L'écriture complexe de la similitude f est de la forme : 2’ = az + b.

|1 |B
" Q
s(D=B E+i)a+b=1 1-o
Ona:{ : o { 2 . D|C T
Q1Q

s(D) = la+b=1+1i
Donc:a=-2i et b=—1+1i.
L'écriture complexe de sest : 2 =—2iz— 1 +i.
On en déduit que s est la similitude directe de centre Q(

A

Y
o

1+1

), de rapport 2 et d'angle ——

Construction du centre de la similitude dans le cas genéral
1% cas : les droites (AB) et (A’B’) sont paralléles

— —_— —
* Si AB = A’B’, alors s est la translation de vecteur AA’.
A'B’
AB’
— Lorsque (AB) # (A’B’), le centre de cette homothétie est le point d’inter-
section Q des droites (AA’) et (BB’). .
— Lorsque (AB) = fA’B’], un point C n’appartenant pas a (AB) a pour image
le point C’ tel que (A'C’) // (AC) et (B’C’) // (BC) ; le centre de ’homothé-
tie est le point d’intersection Q des droites (AA’) et (CC’).

. SiAB = AR, alors s est une homothétie de rapport

2¢ cas : les droites (AB) et (A’B’) sont sécantes en I
s n’est ni une translation ni une homothétie.

%g’, d’angle [E, AT]??’] ot de centre

s est la similitude directe de rapport
son unique point invariant Q.

—> —> —> —> —> —
On a: (QA,QA’) = (QB, QB’) = (AB, A'B’).

» Sil est différent de chacun des points A, B, A’ et B, alors les points I, A
et B, d'une part, et les points I, A’ et B’, d’autre part, sont alignés.

_)..

Donc : 2[AB A’B]—Z[IA IA’)—Z( ﬁ
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—_—

—> —> — — — = o
On en déduit que : 2 (QA, QA") = 2 (IA, [A)) et 2 (QB,QB’) =2 (1B, IB’).

Donc Q appartient aux cercles (@) et (4’) circonscrits respectivement aux triangles IAA’ et IBB’.
Ces deux cercles, ayant en commun le point I, sont soit tangents, soit sécants.

— Si (€) et (¥’) sont tangents en I, alors : Q = L.
— Si (€) et (€’) sont sécants en I et J, alors : Q =].

En effet, si Q était en I, on aurait : — = —— ;

1B’ IB
ce qui signifie qu’il existerait une homothétie h de centre I qui
transforme A en B et A’ en B’. Ainsi (¥’) serait 1'image de (¥)
par h. Autrement dit, I serait aligné avec les centres des cercles
(@) et (€). Ce qui est impossible car () et (€’) sont sécants.

e Silest’un des points A, A’, B et B’ (par exemple I = A), on
construit le milieu K du segment [AB] et son image K’ par s, qui

_est le milieu du segment [A’B’].

Ainsi, on retrouve la situation précédente avec (KB) N (K'B 1 ={A};
Q est le point d'intersection, autre que A, des cercles circons-
crits aux triangles AKK’ et ABB’.

...2.2, Utilisations des similitudes directes

Similitudes directes et recherche de lieux géométriques

1. Soit (@) un cercle de centre I et A un point de (€). M étant un point de (6), on désigne par AMNP le
carré de sens direct.

Déterminer le lieu du centre X de ce carré lorsque M décrit le cercle (€).

Solution
K est I'image de M par la similitude directe s de centre A, de (€9 ()
rapport ‘72 et d’angle 7.

a
M décrit (4) ; dong, le lieu de K est I'image de (€) par s, c'est- - ”'
a-dire le cercle (4’) de centre I, image par s de I, et qui passe

par A. - AN
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2. ABCD est un carré de sens direct et de centre L
Soit M un point de la demi-droite [CB), distinct de B et C. La perpendiculaire en A i (AM) coupe la
droite (DC) en P, et Q est le milieu du segment [MPL.

Déterminer le lieu de Q lorsque M décrit la demi-droite [CB) privée de B et C.

Solution

* Méthode géométrique

Soit r le quart de tour direct de centre A.

Ona:x(B) =Detr(C) = C, oi C est le symétrique de C par rappost 21
Dong, l'image par r de la demi-droite [CB) est la demi-droite ICDL

o)

Ona: M e (AM) N (BC). r
N

Donc : (M) € (AP) N (C'D) ; ﬁ f;\

c’est-a-dire : 1(M) = P. E g

On en déduit que le triangle AMP est de sens direct, rectangle et
isacele en A.

Dong, Q est I'image de M par la similitude directe s de centre A,

1
de rapport — et d'angle .
1% 7z gle 7

Le lieu de Q est donc I'image par s de [CB) \ {B ; C}, c'est-a-dire la demi-droite [DI), privée de I et D.

* Méthode algébrique .
On munit le plan du repére orthonormé direct (A, AB, AD).

Ona:z;=1+iy,ouyge |- ;1]\ {0}.

Le quart de tour direct r de centre A a pour écriture complexe : z’ = iz ;
donc, si on désigne par M’ I'image de M parr, on a: z, =—y +i.

On en déduit que : M’ € (DC) ; donc: M’ =P.

Zytzp —y+1 | g+1

Q est le milieu de [MP] ; donc : L= gt

On en déduit que Q appartient a la demi-droite d'équation x + y=1,y € J-o; 1[ \ {%} :
c'est-a-dire la demi-droite [DI), privée de I et D.

r

1 Similitudes directes et problémes de construction

Soit (A,) et (A,) deux droites disjointes et A un point n'appartenant ni a (A,), ni a (A).
Construire un carré ABCD tel que : B e (A)etCe (A).

Solution

Analyse d'une figure répondant & la question

Soit ABCD un carré de sens direct, tel que :
Be(A) et Ce (A,). (Ag)

La configuration du « demi-carré » conduit & consi-

dérer la similitude directe s de centre A, de rapport

J2 et d'angle%.

w >
t
1

>
@

(ApIAD

(A B
Ona:Ce (A) N (A7), ou (A°) =s(4,). 1 /
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Synthése : construction d'un carré ABCD

D'aprés ce qui précéde, pour comstruire un camré -~
ABCD de sens direct répondant & Ia guestion. il suffit

de suivre les étapes suivantes :

* construire I'image (A,’) de (A} per s. en construisant

par exemple les images de c=mx poizss de cette droite ;

les droites (A,) et (A;") se coupe=t en un point C;
e construire 'antécédant d= C par s, c'est-a-dire le
point B tel que le triangle ABC est de sens direct, rec-

tangle et isocéle en B :
e construire le point D t=! que ABCD soit un carré.

Discussion
On aurait pu choisir le carré ABCD de sens ll'ldll‘eCt Deux similitudes sont possibles : s et s’, de méme

centre, de méme rapport et d'angles respectlfs + et —T

On refait le méme schéma de construction avec la similitude s'.
Le probléeme admet deux solutions, les carrés ABCD et AB’C’D’.

Similitudes directes et démonstration de propriétés

1. Théoréme de Ptolémée

ABCD est un quadrilatére convexe.

1°) Soit s la similitude directe de centre B, qui transforme D en C, et E I'image de A pars.
Démontrer que les triangles BAD et BEC d'une part, BAE et BDC d'autre part, sont semblables.
2°) Démontrer que : AB x CD + AD x BC = AC x BD.

3°) Démontrer que le quadrilatére ABCD est inscriptible si et seulement si :
. AB xCD + AD x BC = AC x BD.

Solution
1°)On a:s(B)=B, s(A) =E et s(D) =
les triangles BAD et BEC sont donc semblables.
Ona: LD - BC 4 (ﬁ)—(ﬁ
na: BAT BE ° PR T AT
La similitude s’ de centre B, de rapport et d’angle [BA BD]
transforme donc BAE en BDC.

ri._l

On en déduit que les triangles BAE et BDC sont semblables.
(s étant une similitude directe, on dit aussi que ces triangles sont
directement semblables.)

AE _ DC
S - DB : donc : AE x BD = CD x AB. B

EC _ AD
E BD dOl'lC EC x BD = AD x BC.

On en déduit que : (AE + EC) x BD = AB x CD + AD x BC.
Or: AE + EC2 AC; donc : AB x CD + AD x BC > AC x BD.

r

2°)On a:

De plus :

390na:ABxCD+ADXxBC=ACxBD & AE_t_]_E:_(_Jzﬁc

— — ~
o (EA,EQ) = ﬂ\
—_— — — —_— —> L
Or : (EA, EC) = (EA, EB) + (EB, EC) .- c

— —> —> —
= (CD, CB) + (AB, AD).
= —> A = —. — —> ~
Donc: (EA,EC)=n < (CD, CB) + (AB,_}}]_J_]in
> — ~ —> —>
< (AB, AD) ==+ (CB, CD)
< ABCD inscriptible.
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2. Les rectangles d'or
ABCD est un rectangle de sens direct tel que : BC = k AB (k> 0).
On construit a 'extérieur de ce rectangle le carré BIJC.

1°) Déterminer le nombre réel k pour que les droites (AC) et (DI) soient perpendlculalres
Dans la suite du probléme, k garde la valeur ainsi trouvée.
2°) On désigne par Q le point d'intersection des droites (AC) et (DI}
Démontrer qu'il existe une similitude directe s de centre Q telle gue les points A, B, C et D ont pour
images respectives par s les points I, J, D et A.

3°) On désigne par I’ le point d'intersection de (AC) et (I]). et J° le point =1 gue I'T'AI soit un rectangle
a) Démontrer que I'[’AT est l'image par s du rectangle IJD’A.
b) Démontrer que I'J’D]J est un carré.

Solution
1°) Considérons les triangles rectangles ABC et IJD. - :
On a: (AB) L (IJ) et (BC) .L (JD). _ y
Dong, les droites (AC) et (DI) sont perpendiculaires si et seu- |- '
lement si les triangles ABC et IJD sont semblables.

|

<5
AB_1I .. AB _ kAB |

J

C'est-a-dire :

BC D © KkAB (k+ 1)AB
< kK2—-k-1=0

+ \;5
2 .

On en déduit que : k = 1

2°) Soit s la similitude directe de centre Q, telle que s(A) =1.

O _ Al k+1—k.

Les triangles DAI et AQI sont semblables ; donc : =AD" % =

—_— —
De plus, on a : Mes (QA, QI) = =
1+ J5

Dong, s est la similitude de centre Q, de rapport k = et d'angle % 5

Déterminons 1'image de B par s.

r

On a: (IJ) L (AB) et s(A) =1 ; donc, l'image par s de la droite (AB) est la droite (IJ).

De plus : Mes (Eﬁ, Tﬁ =-725~ et ;%IE =k ; donc:s(B) =]J.

On démontre de méme que : s(C) =D et s(D) =

3°) a) Les triangles QII’ et QAI sont semblables ; donc : ?ﬁ = % =k

— —>
De plus : Mes (QI, Q) =%.

Donc : s(I) =T'.
Une démonstration analogue a celle utilisée dans la question 2°) permet de démontrer que : s(J) =T
Dongc, I'T’Al est I'image par s du rectangle IJDA.

b) Les points I, ], C, B ont pour images respectives par s les points I', J°,D, J et IJCB est un carré.

On en déduit que I'J’DJ est un carré.

Les rectangles ABCD, IJDA et I'T'Al sont appelés « rectangles d'or ».
On remarque que si on « gjoute » un carré a un rectangle d’or, on obtient un nouveau rectangle d'or.

Similitudes 117



2b

2.c

2d

2.e

EXGTCICGS

ABC est un triangle de sens direct, rectangle et
isocéle en C.

Construire l'image de B par la similitude direc-
te de centre A, qui transforme C en B.

ABCD est un rectangle de sens indirect.
Construire son image par la similitude directe
de centre A, qui transforme D en C.

ABC est un triangle de sens direct, rectangle et
isocele en A ; A’ est le symétrique de A par rap-
porta C.

1. Déterminer le rapport et ’angle de la simili-
tude directe s telle que : s(A”) = C et s(C) = B.

2. Déterminer l'image par s de la droite (AC).

3. Soit Q le centre de s. Démontrer que QCB est
un triangle rectangle et isocéle ; construire Q.

Les points A, B, C et D ont pour affixes respec-

tives 2, — 21, — 2 et 2i. Déterminer la forme rédui-

te de la similitude directe s telle que :
s(B)=Cet s(C) =

Soit (%) une droite et A

un point du plan.. N
M étant un point de (%),

on désigne par AMNP le

carré de sens direct.

Déterminer les lieux géo- P
métriques des points N et

P, lorsque M décrit (%).

1 18 Similitudes
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Soit (€) un cercle de diamétre [AB]. M étant un
point de (€) distinct de A et B, on désigne par N
et P les points d'intersection de la droite (BM) et
du cercle de centre M passant par A.
Déterminer les lieux géométriques des points N
et P, lorsque M décrit (€) privé de A et B.

ABC est un triangle de sens direct. On construit
extéricurement aux cbiés de ce triangle les car-
rés BCPQ. ACRS et ABTU, de centres respectifs
A, BeC.

Soit s, 2 similitude directe de centre B, de rap-

port+2, dangle %
cemire A, de rapport — E " da.ngle =

ets A la similitude directe de

1. o) Déterminer les images par s, os; des points
Aet Al

b)En déduire que les segments [AA’] et [B’C’]
sont isométriques et perpendiculaires.

2. Déterminer deux auires couples de segments
isométriques et perpendiculaires.

U
S
T % % E;'
R

B C

[ ]

AI
Q p




W
2 % :};‘%\
AR

e
Lt
AN

N

Le plan complexe est muni du repére orthonormé
(0,€,, €,).

~ APPRENTISSAGE

Similitudes directes du plan

1 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
&léments caractéristiques de la similitude directe d'écri-
ture complexe donnée.
a)z =iz+1

o= (1"'4i 3 )z + 2i

ez =z+3-1

b)zZ=@1-iz+1
dlz=—2+2i
fiz =—|3z

2 Dans chacun des cas suivants, déterminer I'écri-
. ture complexe de la similitude directe de centre €, de
rapport k et d'angle o.

a) Q1 + 1), k=2 et a=2_;‘

b) Q["“ 3]: k= ﬁ et U_:%
J2

c) Qli), _ k= S et m=%

d)Q(—Z-i-—%], k=1 o "a=_1§,

e) Q1 -1), k=2 et 0&=%.

3 Dans chacun des cas suivants, déterminer 1'écri-
ture complexe de la similitude directe s définie par :
s(A)= A’ et s(B) =B
a) A(3 + 2i), A(3), B(1) et B'(i) "
b) A2 +1), A(3 + 2i), B(2) et B’(31).

L Soit s la similitude directe d'écriture complexe :
% =3iz—9- 3L
1. Déterminer les éléments caractéristiques de s.
2. Déterminer 1'image par s :
a) du cercle de centre K(1 — 3i) et de rayon 1 ;
b) de la droite (@) d'équation : x = 1.

5 A, B et C sont trois points du plan d'images res-
pectives A’, B’ et C par une similitude directe de rapport k.
—  —> —_ —>

Démontrer que : A’B’. A'C’ = k% AB.AC.

(On pourra utiliser, aprés I'avoir justifiée, 1'égalité :
T’l = 1 *, tral)
AB.AC =5 (AB 2+ AC?% - B'C7?).)

6 Une similitude s laisse
invariant le point I et transforme
la droite (@) en la droite (3’).

Soit H et H’ les projetés orthogo-
naux de I sur (%) et (2').
Démontrer que : H’ = s(H).

7 Soit A, B et C les points d'affixes respectives :
i, 1+1 et 2 + 2i.

xercices.

1. Déterminer l'affixe du barycentre G des points A, B et
C affectés respectivement des coefficients 2, — 2 et 1.

2. Démontrer que la similitude directe s, qui transforme
A en B i B en C, a pour centre le point G.

3. Déterminer l'angle et le rapport de s.

8 Une similitude directe de centre Q transforme
un point A == = point A’ et un point B en un point B’
Démontrer gul exdste une similitude directe de centre Q
qui trensforme AenBetAen B *

9 Sc=t AB(D un losange de sens direct, de centre I
et tel que Mes (AB, AD) = X.

Oz considere = similitnde directe s, de centre G, qui
transforme Aen B/

1. Démontrer que limage I’ du point I par s¢ est le milieu
du segment [BCL.

2. a) Démontrer que l'image D" du point D par s appar-
tient 2 la droite (AC) et que les droites (DT’) et (BC) sont
perpendiculaires.

b) En déduire une construction du point D’

10 sur la figure ci-contre,
ABC et CAD sont deux triangles
isoceles tels que :

AB =AC=CD,

A

—_ —> T i
Mes (AB, AC) =7, c D
——> —>
Mes (CD, CA) =%
1. Soit r, la rotation de centre A qui transforme B en G,
I la rotation de centre C et d'angle —3;‘—.
On pose : f =101,
a} Déterminer les images par f de A et B.
b) Démontrer que f est une rotation, dont on précisera le
centre Q et I'angle.
2. Soit s 1a similitude directe de centre Q, qui transforme
A en B. On note C' I'image de C par s, H le milieu du seg-
ment [BC] et H’ son image par s.
a) Déterminer 'angle de s.
b) Démontrer que C’ appartient a la droite (QA).
¢} Démontrer que H’ est le milieu du segment [QB].
d) Démontrer que (C'H’) est perpendiculaire a (QB).
En déduire que C’ est le tentre du cercle circonscrit au
triangle QBC.

Similitudes directes et
problémes de géométrie

11 Soit s la similitude directe d'écriture complexe : -
z=(1+1i)z-1i.
1. Déterminer les éléments caractéristiques de s.
2. On désigne par A le centre de s.
Seit M un point distinct de A, d'image M’ par s.
Quelle est la nature du triangle AMM’ ?
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3. Déterminer le lieu géométrique de M’ lorsque M décrit
le cercle de centre O et de rayon 1.

12 soit (4) un
cercle de centre I et A
un. point du plan. 8
M étant un point de (€),
on désigne par AMN le
triangle équilatéral de
sens direct.
Déterminer le lieu géo-
métrique du milieu ] A
du segment [AN],
lorsque M décrit (€). N J

13 Soit (@) une droite et A un point n'appartenant
pas a (D). M étant un point de (D), on désigne par N le

1 —  —> T
point de (@) tel que Mes (AM, AN) =§ par H,, et Hy, les

pieds des hauteurs issues de M et N dans le triangle AMN,
Déterminer les lieux géométriques des points H,; et Hy,
lorsque M décrit (%).

B

14 Soit ABCD un carré. €
M étant un point de la droite M
(DC), 1a perpendiculaire en A &
la droite (AM) coupe la droite
(BC) en N.
1. Démontrer que AMN est un triangle rectangle isocéle.

2. Déterminer le lieu géométrique du milieu I du segment
[MN], lorsque M décrit (DC).

=
N

D A

15 soit M un point d'un demi-cercle (6) de dia-

metre [AB]. La droite (MB) coupe en I la perpendiculaire

issue de A a la bissectrice de 'angle AMB.
Déterminer et construire le lieu géométrique du point I,
lorsque M décrit (6).

16 soit s la similitude directe d'écriture complexe :
2=01-i)z+2-1
1. Detemuner les éléments caractéristiques de s.
2. Déterminer et construire l'ensemble des points M d'af-
fixeztelsque:|(1—-1z+2—i)|=4.
3. Retrouver le résultat de la question précédente par une
méthode algébrique.

17 Suit s la similitude directe d'écriture complexe :
#=(1+i/3)z+ 3“";21@

1. Déterminer les éldments caractéristiques de s.
2. Déterminer et construire I'ensemble des points M d'af

fixe z tels que : |[1 + '1\[.3—)2:4» ?%El =1

18 ABC est un triangle A
de sens direct. 1, J et K sont J
les points tels que les tri-
angles IBC, JAC et KBA sont
de sens direct, rectangles et
isoceles.
1. Déterminer : B C
a) l'angle et le rapport de la similitude directe s,. de
centre A, qui transforme C en J.
b) l'angle et le rapport de la similitude directe s,, qui
transforme Aen KetCen L
2. En déduire que JJAK est un parallélogramme.
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19 ABCun triangle de sens direct, A, B” et C’ les
points extérieurs a ce triangle tels que ABC, B’AC et C'AB
sont des triangles équilatéraux. I, J et K sont les centres de
gravité respectifs des triangles A'BC, B’AC et C'AB.

1. a) Déterminer le rapport et l'angle de la similitude
directe s, de centre A, qui transforme J en C.

b) Déterminer l'image de K par s,.

2. a) Déterminer le rapport et I'angle de la similitude
directe sy de centre B, qui transforme C en L.

bj Déterminer I'image de C’ par sp.

3. Démontrer que syos, est une rotation, dont on préci-
sera le centre et I'angle.

4, En déduire que le triangle IJK est équilatéral,

20 ABCD et AEFG sont des carrés de sens direct.
Le but de cet exercice est de démonirer que les droites
(BE}, (CF) et (DG) sont concourantes.
1.En utilisant la rotation r de centre A et d'angle %,
démontrer que les droites (BE) et (DG) sont perpendicu-
laires et que BE = DG.
2. On désigne par I le point d'intersection de (BE) et (DG),
H le projeté orthogonal de A sur (BE) et K le projeté
orthogonal de A sur (DG).
a) Démontrer que : r(H) =
b} En déduire que AHIK est un carré.
3. Soit f la similitude directe de centre A qui transforme
BenC.
a) Déterminer le rapport et l'angle de cette similitude.
b) Déterminer f(E) et f{H).
c¢) Conclure.

21 ABCD est un T
guadrilatére convexe de U
sens direct. O,

On construit extérieure- 0, O
ment aux cotés de ce T
gquadrilatére les carrés SN
AMNB, BPQC, CRSD et B
DUTA, de centres res-

pectifs O,, 0,, O, et O,. |

Op

p Q

1. Soit s, la similitude directe de centre D, de rapport J2
et d'angle —— sy la similitude directe de centre B, de

rapport = et d angle — %
JE 4.

Démontrer que I'image par sgosy, de O, est O,

2. Soits’g la similitude directe de centre B, de rapport /2

et d'angle — -,

1 4:

rapport = Py et d'angle —E

v

§’p la similitude directe de centre D, de

Démontrer que 1'1mage par s’pos’y de O, est O,.
3. a) Démontrer que 8598y = $'poS'p.

b} En déduire que les segments [01 3] et [0,0,] sont iso-

métriques et perpendiculaires.

22 Soit ABCun triangle tel que Mes (AB AC] =_%
et AC = 2AB, (%) une droile ne passant par A.
1. Déterminer le rapport et l'angle de la similitude
directes de centre A, qui transforme B en C.



2. Déterminer et construire un point M de (@) tel que :
s(M) € @).

~~ APPROFONDISSEMENT =

23 Deux cercles (@) et (€'), de centres I et I, de
rayons r et r’, sont sécants en deux points A et B.
1. Démontrer qu'il existe une similitude directe s de
centre A qui transforme (%) en (€’) ; préciser son angle et
son rapport.
2. Soit B’ l'image de B par s.
a) Démontrer que la droite (BB’) est tangente a ().
b) En déduire une construction du point B’.
3. Soit M un point de (%), distinct de A et B, et M’ son
image par s. Démontrer que les points B, M et M’ sont ali-

gnés.

24 ABA’ est un triangle équilatéral de sens direct
et B’ le point tel que : AP’ = 2 AA. Soit s la similitude
directe qui transforme A en A’ et B en B
1. Déterminer le rapport et I'angle de s.

2. Soit Q le centre de s. Exprimer QA et QA’ en fonction
de AA.

3. Démontrer que le triangle QAA’ est rectangle en A,
puis placer €.

4. Soit A” I'image de A’ pars.

— —
Démontrer que Mes (A’B’,A’A”) = % et que le triangle
A'B’A” est équilatéral, puis placer A™.

25 ABC est un triangle de sens direct, isocéle et
rectangle en A. Les points I, J et K sont les milieux res-
pectifs des segments [BC], [AC] et [AB].

On désigne par (I',), (I'g) et (T') les cercles de diamatres
respectifs [Al], [BI] et [CI].

1. Soit r la rotation de centre I et d'angle X .

Déterminer les images de (I',) et (T'y) parr.

2. Pour tout point M de (I',) distinct de I, J et K, on note
N le point ot la droite (MK) recoupe (I'p) et P le point oit
la droite (M]) recoupe o).

a) Déterminer le centre de la similitude directe s,, qui
transforme A en M et B en N.

b} Déterminer le centre de la similitude directe s’ qui
transforme Aen MetCenP.

¢} Comparer s, et s, ; en déduire que les points N, I et
P sont alignés.

3. Dans cette question, le point M de (I',) est choisi de

sorte que Mes (1A, M = —%,

Démontrer qu'il existe une similitude directe qui trans-
forme le triangle ABC en le triangle MNP ; préciser ses
éléments caractéristiques.

26 A est un point du plan. On considére la trans-
formation f qui, a tout point M du plan, associe le point
M’ tel que :
egiM=A,alors M’ = A ;

* si M # A, alors M’ est le centre de gravité du triangle
AMB de sens direct, rectangle et isocele en M.
1. Démontrer que, si M est distinct de A, alors :

cos (AM, AM) = 2‘E, sin (AM, AM’) = f_g ot AM'_ /5

5 5 AM 3°
2. En déduire la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation f.

27 ABCestun triangle de sens direct. On construit
al'extérieur de ce triangle les triangles ABP, BCQQ et CAR,
rectangles et isoceles respectivement en P, Q et R.

1. g} Déterminer les éléments caractéristiques de la simi-
litude directe sy de centre B, qui transforme P en A.

b] Déterminer les éléments caractéristiques de la simili-
tude directe S de centre C, qui transforme A en R.

2. Demontrer que la transformation s.osy est une rota-
tion. dont on précisera 'angle.

3. Oz é=sizne par I le milieu de [BC.

a} Démonirer que [ est le centre de s;os;,.

b) En déduire Ia nature du triangle IPR.

28 18 & DEFG A D %G
sont des czmmss de sens
direct t=ls gu= E est le T
milien d= iDL
1. Soit s Iz Similitede divec-
te de centre D) qus tr=nsior-
mesAen Bl
a) Déterminer les Eléments caractéristiques de s.

b) Déterminer I'image d= E par s et la mesure princi-

pale de I'angle (?E ETL-:) .

2. On désigne par (€] le cercle de diaméire [BD] et par K
le point dintersection des droites (AE) et (BF).

a)] Démontrer gue K appartient a (€).

b) En déduire que (KD) et (BF) sont perpendiculaires.

3. On désigne par (€') le cercle de diamétre [DF].

a] Démontrer que K appartient a (€°).

b) En déduire que les points C, G et K sont alignés.

B C

29 ABCD est un carré de sens direct et de centre L.
Soit P un point de la droite (BC), distinct de B. Les droites
(AP) et (CD) se coupent en Q. La droite perpendiculaire &
(AP) passant par A, coupe (BC) en R et (CD) en T.
1. Soit r la rotation de centre A et d'angle .
a) Déterminer I'image de (BC) par r.
b) En déduire les images par r des points P et R.
2. On désigne par N et M les milieux respectifs des seg-
ments [PT] et [QR], par s la similitude directe de centre A,

s
de rapport "—22- et d'angle %

a) Déterminer les images par s des points B, R et P.

b) Déterminer le lieu géométrique du point N lorsque P

décrit (BC) privée de B.
¢} En déduire que les points M, N, B, D et I sont alignés.

30 ABCD est un carré de sens direct et de centre L.
On désigne par J le milieu du segment [AI] et par s la
similitude directe, qui transforme A en IetBen J.
1. Déterminer le rapport et l'angle de s.
2. Counstruire s(C) et s(D).
3. Démontrer que le centre Q de s appartient au cercle de
diamétre [AD] et au cercle circonscrit au triangle ABJ.
Construire Q avec précision.

31'0n domne deux cercles (€) et (€’) de centres
respectifs I et I, de rayons différents r et .
1. Démontrer que I'ensemble des centres des similitudes
directes, qui transforment (€) en (¢’), est un cercle (I
que I'on déterminera.
2. On suppose que : r' = 2ret II' = 3.
5

Soit A et B les points tels que : %I_A =IF et B=—1T.
a)Démontrer que : Ae (I etB e (.
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b} En déduire le tracé de (T).

¢} Soit K le point de contact de la tangente  (I') issue de
I, tel que KII’ est de sens direct.

Déterminer 1'angle de la similitude directe de centre K,
qui transforme (%) en (€’).

32 Soit s la similitude directe d'écriture complexe :
Z=1+i)z+2.
1. Déterminer les éléments caractéristiques de s.
2. Soit Q le centre de s. Quelle est la nature du triangle
MQM’, ot M’ est I'image de M par s ?
3. Donner un programme de construction de M.
4. Déterminer et construire I'ensemble (€,) des poinis M
tels que : OM = OM’.
5. Déterminer et construire I'ensemble (4,) des points M

—_— —
tels que : OM . OM’ = 0.

33 AIl' est un triangle de sens direct, isocéle et rec-
tangle en A. Les cercles (€) et (€’) passant par A, de
centres respectifs I et I, se recoupent en un point B.

On associe a un point M de (4) le point M’ de (€’) tel que:
= =

Mes (IM,IM’) =—5..
1. Démontrer qu'il existe une unique rotation r iransfor-
mantIenI’ et M en M.
Déterminer le centre et l'angle de cette rotation.
2. Le point M étant distinct de B, la droite (BM) recoupe
(@’) en N’ et la droite (BM’) recoupe (€) en N.
Démontrer que N’ est l'image de N parr.
3. On construit les carrés MBM'P et NBN'Q.
Démontrer que P est l'image de M par la similitude directe
s de centre B, qui transforme N en Q. *
4. Déterminer les lieux géométriques des points P et Q,
lorsque M décrit (€).

34 sur la figure ci-contre,
[AB] est un diamétre du cercle
(6), C est un point de |AB[ et I
est le milieu de [BC]. _
La médiatrice de [BC] coupe (€)
en M et M’, tel que AMM’ estde  \N
sens direct.
Enfin, N est le projeté orthogo- M
nal de C sur (AM).
1. Démontrer que N, C et M’ sont alignés.
2. Soit s la similitude directe de centre N, qui transforme
MenC.
a) Déterminer I'angle de cette similitude.
b) Déterminer les images par s des droites (M) et (NC).
¢} En déduire I'image de M’ par s.
3. Soit I le milieu de [AC].
a) Démontrer que I’ est 'image de I par s.
b} En déduire que la droite (NI) est tangente en ‘N aun
cercle de diamé&tre [AC].

25 On considére deux segments [AC] et [BD] de
méme longueur, de milieux respectifs M et N tels que :

— —r
Mes (AC, BD) = &

1. Déterminer toutes les isométries transformant [AC] en [BD).
2. Soit r, la rotation de centre I, qui transforme A en D et
Cen B. Soit r, la rotation de centre J, qui transforme A
enBetCenD.

a) Quelle est la nature du quadrilatere IMJIN ?
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b) Donner un programme de construction de I et ], ne fai-
sant intervenir que les points M et N.

3. Soit P le point diamétralement opposé a I sur le cercle
de diamétre [AD] et s la similitude directe de centre I qui
transforme A el P.

a) Déterminer les éléments caractéristiques de s et sa
forme réduite. '
b) Trouver l'image de la droite (AC) par s.

4. Les points M et N restent fixes et distincts. Les points
A, B, CetD varient dans le plan de telle sorte que les seg-
menis [AC] et [BD] gardent une longueur constante £ et

— —=
Mas (AC, BD) =%.

O= pose : R = s(C). Déterminer I'ensemble décrit par les
pomisPetR

36 ABCDEF est un hexagone régulier de centre I,
t=1 gue le friangle IAB est de sens direct. Soit J le milieu
du sezment [All
1. On note s_ la similitude directe de centre B, de rapport
% et d'angle -';— 5
a) Déterminer I'image de E par s,.

b) Déterminer l'antécédent de ] par s,.

2. On note s, la similitude directe de centre ] qui trans-
forme A en F. Déterminer le rapport et I'angle de s,

3. On note s la similitude directe qui transforme E en F
etDen].

a) Comparer s et s,°s,.

b) En déduire le rapport et I'angle de s.

c) Construire le centre Q de s, en énumérant les diffé-
rentes étapes de cette construction.

37 Soit r un nombre réel strictement positif, u le

nombre complexe de module r et d'argument — i

Z
1. On considére la suite (A,) de points définie par :

- A‘ﬂ = O,

* l'affixe de A, est |,

e V'ne N*\ {1}, A, est 'image de A,,_, parla snmlltu-
de directe de centre An ,» de rapport r et d'angle — ?
On désigne par z, I'affixe de A .

a) Ecrire, pour tout entier naturel n non nul et distinct de
1, une relation entre z,, z, _, etz,
b) Démontrer que :

Vne N*\{1},2,—2,_,=u' i

2. a) Déterminer les éléments caractéristiques de la simi-
litude directe s, qui transforme Ajen A, et A en A,.
b)Démontrer que : Ve N, A, =s(A)).

-2

38 ABCD est un carré de sens direct et de centre L
Soit M un point de la droite (DC), N le point-d'intersec-
tion de la droite (BC) et de la perpendiculaire 4 la droite
(AM) passant par A, J le milieu du segment [MN].
1. On considére la rotation r de centre A telle que : B =x(D).
a) Démontrer que : N = r(M).
b) En déduire la nature du triangle AMN.
2. On considére la similitude directe s de centre A telle
que : I =s(D).
a) Déterminer 1'image de C par s.
b} Démontrer que : | = s(M).
¢) En déduire le lieu géométrique des points J, lorsque M
décrit (DC).
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Dcms les dasses précédentes, nous avons étudié le parallélisme
et l'orihogonaliié des droifes ef des plans de I'espace. Dans ce
chapiire, nous utilisons ces notions pour définir des applications
de l'espace et étudier leurs propriétés. :

Sur la photo de la ville de Chinguetti, les ombres projetées sur le
sol et sur les batiments définissent autant de projections sur des
plans, parallélement & la direction des rayons du soleil. Certaines
isoméiries de I'espace permettent également de déterminer les
éléments de syméirie (centre, axes, plans) d'un solide. Ainsi, on
peut remarquer que la mosquée de Chinguetti posséde un axe et
deux plans de symétrie. -

@ JeanMarc Duron._l.
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Dazs ce chopitre, I'espace € est muni du repére (O, T, J, Ic) et W désigne I'ensemble des vecteurs de I'es-
pace.
* Le vocabulaire et les résultats concernant les applications du plan s'étendent a lespace

— une transformation de € est une application bijective de € dans € ;

— une isométrie de € est une application de € dans € qui conserve la distance ; 3

—une application affine de € est une application de € dans € qui conserve le coefficient de colinéarité.
* Une application de € dans € est une application affine si et seulement si elle vérifie I'une ou l'autre
des conditions suivantes :

— elle conserve le barycentre ;

X=ax+by+cz+d
— son expression analytique est de la forme:d y'=ax+by+cz+d’.
_ zZ’=ax+by+cz+d”

* Les propriétés des applications affines du plan s'étendent a 'espace ; en particulier :

— une application affine de € est déterminée par la donnée d'un repére de € et de son image ;

— l'ensemble des points invariants par une application affine est &, un singleton, une droite, un plan

ou¥:;
— I'image d'une droite par une application affine est un singleton ou une droite ;
— l'image d'un plan par une application affine est un singleton, une droite ou un plan ;

* A toute application affine f de ¢ est associée une application linéaire ¢ de W' dans lui-méme telle que
— —
pour tous points A et B, an a : (AB) = {(A){(B).
* Toute isométrie de € est une application affine.

Une isométrie conserve l'alignement, le parallélisme et l‘orthogonahté
Une isométrie conserve les aires et les volumes.

- -

Pro;ectnons

_...1.1.. Définitions et propriétés
- Lorsqu'une droite et un plan ne sont pas paralléles, leur intersection est réduite & un singleton.
Ce résultat justifie les définitions suivantes.

Soit () un plan de € et [ﬁ) une droite non paral- Soit (@) une droite de € et (I1) un plan non
lele a (). paralléle a (2).

On appelle projection sur (%) parallélement 4  On appelle projection sur (%) parallélement a
(A) I'application p de € dans lui-méme qui a tout (IT) I'application q de € dans lui-méme qui i tout
point M associe M', point d'intersection de () point M associe M', point d'intersection de (2)
avec la paralléle & (A) passant par M.’ avec le plan paralléle a (IT) passant par M.

\M-

= II
Ona:pM)=M & {m’]@;}]w' - i3 Ona:qM)=M o {M’E(?DJ

MM /7 (1)
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Vocabulaire

M’ est le projeté de M sur (%) parallélement a (A). M est le projeté de M sur (%) parallélement a (IT).

Remarques

® Lorsque (A) L (P), p est Ia projection orthogonale
sur (P) et M" est le projeté orthogonal de M sur (2).  sur (2] et M’ est le projeté orthogonal de M sur (%).

Soit p la projection sur un plan (?) paralléle-
ment a une droite (A).

- L'image de € par p est ().

- L'ensemble des antécédents par p d'un point
M’ de (?) est la paralléle i (A) passant par M.
— L'ensemble des points invariants par p est (Z).

* Lorsgue (I1) L (%), g est la projection orthogonale

Seit g Ia projection sur une droite (%) paralléle-
ment 3 un plan (I0). . : ' 4
— L'image de € par q est (9). :
— L'ensemble des antécédents par q d'un point M'
de (2] est Ie plan paralléle 3 (I1) passant par M'.
— L'ensemble des points invariants par q est (2).

Ces propriétés découlent des définitions.

-.1.2, Autres propriétés

>

B

=z Conservation du coefficient de colinéarité
Propriéfésssassunr i banasns s

Soit A, B, C trois points de € et A", B, C' leurs images respec_tl;ves par une projection.
: — — —-
S'il existe un nombre réel k tel que AC = kAB, alors on a : A’C’ = kA’B’.

-

Démonstration

* Considérons la projection sur un plan () parallélement a
une droite (A). '

— Lorsque AB est un vecteur directeur de (A),ona: - : A B C
y _ ’ LI . T’a _ _5>, | (A)
A =B =C";donc: AC = kAB. )

— Lorsque A_ﬁ n'est pas un vecteur directeur de (A), les points
A, B, G, A', B’, C’ sont coplanaires et on est ramené 4 une pro-
jection dans le plan. Donc : A'C’ = kA'B’.

* Considérons la projection sur une droite (%) parallélement a
un plan (1.

— Lorsque AB est un vecteur de (TI), ona: A =B’ =C’;

—> —

donc : AC =kAB.

— Lorsque AB n'est pas un vecteur de (I1), la parallgle a (@) pas-
sant par A coupe les plans paralléles a (I) passant par B et C
en B, et C, tels que :

(BB,) // (CC)) et (AA)//(B,B)//(CLC).

Dans le plan contenant les points A, B, C, B,etC,,ona:

— >
AC, = kAB,.

— -
Dans le plan contenant A, B,, C,, A", B’ et C’, ona: AB’ = AB, .
- —> :
et AC' = AC,. o
~ On en déduit que : A’'C’ = kA'B".

R_em_argues

Soit A, B, C, D, I des points de € et A’, B’, C’, D', I leurs images respectives par une projection.
® Si I est le milieu de[AB], alors I est le milieu de [A'B’].
* Si ABCD est un parallélogramme, alors A’B’C’D’ est un parallélogramme.

-
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Toute projection de I'espace est une application affine.

Toute projection de € admet une application linéaire associge. appelée projection vectorielle.

* Si p est la projection sur un pian de vecteurs * Sig est a projection sur une droite de vecteur
directeurs u et v, para]j'element a une droite de  direcienr u. pamHeIement a un plan de vecteurs
vecteur directeur w, alors I’application linéaire  direcieurs T et i, alors I ‘application linéaire asso-
associée est I'application n de W dans ‘W telle que :  cide esi Fapplication y de W dans W telle que :

n(u)=u, n(v)=v et nfd)="0. #u)=1. {v)=T et vid)=T.

zmmz== Image d’une dro:te d’un plan

Sl:ut p une pm]ecnon, (AB) une droite, A’ et B’ les images respectwes de A et B par p.
* Si A’ # B’, 'image de (AB) par p est la droite (A'B’). ,
+SiA =D, l’nnage de (AB) par p est le singleton {A’}.

La démonstration de cette propriete est analogue a celle donnée pour I'irnage d’une droite par une appli-
cation affine du plan.

R emarqgues

* L'image d’un segment [AB] est le segment [A’B’] ou le singleton {A’).
* L'image d’une demi-droite [AB) est la demi-droite [A'B’) ou le singleton {A’}.

Smt p une projection, (AB] et [CD] deux drmtes paralleles
Si l’1mage de (AB] par p est une drmte (A’B’], alors l’mage de (CD] par p est une droite (C.’D’] paral-
léle a (A’B’). :

Démonstration

. —> — . " ” . —
Les vecteurs AB et CD sont colinéaires ; donc, il existe un nombre réel &k non nul tel que : CD = k AB.

— —
p est une application affine ; donc p conserve le coefficient de colinéarité et on a : C’D’ = k A’B’.
—
L'image de (AB) est une droite ; donc A’B’ # 0.
—_

On en déduit que C'D’ 0 et que I'image de (CD) par p est une droite (C’D’) parallele a (A’B’).

Nous admettons les propnétés suwantes

'Proprlets 37 S e e T S .
Soit P la pro;echon SUur un plan [@) parallele-: . Soit q Ia pm}echon sur une drmte [QEJ] parallele-.

ment i une droite (A). - ment i un plan (IT).
L'image par p d'un plan paralléle 4 (A) est la  L'image par q d'un plan parallele a [H] est le
droite d'intersection de ce plan avec (). . ~ point d'intersection de ce plan avec (%).

(@)
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* L'image par p d’un plan non paralléle  (A) estle  * L'image par g ¢'un plan non paralléle a (T1) est
plan (&). la droite (2).

Expression analytique d'une projection

On ne donne l'expression analytique d'une projection que dans les cas particuli --—*'-3 o@ le plan (ou la droi-
te) de projection et la direction de projection sont parallles aux plans ou axes du repare (O, . j, 7 k).

¢ Soit p la projection sur un plan (?) d'équation | ¢ Soit q la projection sur une droite (2) de syste-

z = ¢, parallelement a une droite (A) de vecteur | med' équatlons{ b pMeis:::maunplan (17)
—
directeur k. de vecteurs dlrecteurs Tet].

z,

I

Soit M(ﬁ) un point de € et M(f;’) son image par p. | Soit M( ) un point de € et M ( y'| son image par q.
z z z’

Ona: M€ (#) « z'=c; Ona: M’ € (@) @{
MM) /1 (&) «§ 32520 (MMY) // (TT)

L'espace est muni du repére 0,%, 7, k] _ . e

» L’expression analytique de la projection sur le * L'expression analytique de la projection sur la
plan (%) d‘equatmn £ = ¢, parallelemer;t, a .::JIIB droite (@) de systéme d'équations {x: g, paral-
droite (A) de vecteur directeur k est : {y =y. Jélement a un plan (IT) de vecteurs directeurs i

Z=c X =a

et j est: { y =b.

=y

...1.3. Travaux dirigés

Le repére (O, 7, J, k) est orthonormé. 1
= ?(2x+y—z—3]

Soit p 'application de € dans ¢ d’expression analytique : {y’ = —;— (x+2y +z+3).

z’=%—(—x+y+22-—3]
1°) a) Déterminer I'image A’ par p du point A de coordonnées (1 ; - 2 ; 3).
b) Déterminer I'’ensemble des antécédents de A’ par p.

2°) Démontrer que I’ensemble des points invariants par p est un plan (?).

3°) Soit M un point de € et M’ son image par p.
a) Démontrer que M’ appartient a (%).
b) Démontrer que si M n’appartient pas a (%), la droite (MM’) est orthogonale a (?).

4°) En déduire la nature de p.
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Solution
1°) a) U'image de A par p est le point A’ de coordonnées (—2; 1 ; 0).

x 2x+y—z—3=-— 2x+y—-z=-—3
b)SoitM(g)unantécédent deA;ona:d x+2y+z+3=3 & dx+2y+2z=0

-x+y+2z—3=0 —x+y+2z=3

x+y—z=-—
x+2y+z=0
d’équations carlésiennes de la droite passant par A’ et de vecteur directeur u —11).

Ce systeme est équivalent & un systéme de deux équations : { ¥ , C’est-a-dire un systéme

2X+y—z—3=3x —x+y—z—-3=0
2°)Ona:M'=M © 4 x+2y+z+3=3y & {4 x—y+z+3=0 S x-y+z+3=0

—X+y+22-3=3z2 —x+y—=z—3=0 '
Donc, I’ensemble des points invariants par p est le plan () d'équation: x—y+z+3 = 0.
3°) @) On vérifie que : x’ -~y + 2"+ 3 =0 ; donc : M = [F).

%(—x+y~z—3]
- 1

b} Onazl\m’ %[x—y +z+3) ; de plus z_f(—ll) est un vecteur normal au plan (P).

1
?(—x +Yy—2z—3)

MM et @ sont colinéaires ; donc, la droite (MM’) est orthogonale au plan (P).
4°) On en déduit que p est la projection orthogonale sur le plan (%).

‘ E xercices:

1.a Soit ABCD un carré et (%) un plan non per- pectives de A, B, C et D par la projection ortho-
pendiculaire au plan (ABC). : gonale sur (%). .
On désigne par A, B’, C’ et D’ les images res- 1. Déterminer la nature du quadrilatére AB'C’D’.
pectives de A, B, C et D par la projection ortho- 2.On SUPRDSS. TR o (AC) L (BD). A quelle
gonale sur (). condition A'B’C’D’ est-il un losange ?
1. Quelle est la nature du quadrilatére AB'C’D’ ? 3. On suppose que ABCD est un tétraédre régu-
2. A quelle condition le quadrilatére A'B'C’DY lier. Quelle est alors la nature du quadrilatere

est-il un losange ? un rectangle ? un carré ? ABCD ?

N 7
1.b  Soit ABCDEFGH un cube et p la projection l.e  Lerepre (O, i, j; k) est orthonormé.

orthogonale sur le plan (HFC) S0it (?) le plan d’équationx— 2y + 3z=1etle
5 ' 4

1. Démontrer que : p(A) = p(G). : point A(— 5)_

2. Démontrer que p(A) est le centre de gravité 5 _—

du triangle HFC. 1. Déterminer les coordonnées de I'image A’ de

A par la projection orthogonale p sur (%).
2. Déterminer une représentation paramétrique

l.c  Soit ABCDEFGH un cube et p la Projection de ’ensemble des antécédents de A’ par p.

orthogonale sur la droite (EC). ,
1. Démontrer que les points A, F et H ont 1L

Le repére (O, 7, 7, k) est orthonorms
méme image I par p. e repere (O, i, j, k) est orthonormé.

2. Déterminer I'ensemble des antécédents par Soit (2) la drloite de representalion parameé-
xr=-

JuelEilien.fide JIE. trique { y=2-Xx (A€ R)etlepoint A( )
z=1-23 1

1.d  Soit ABCD un tétragdre, 1 et J les milieux res- 1. Déterminer les coordonnées de 1'image A’ de

pectifs de [AC] et [BD], (?) un plan orthogonal A par la projection orthogonale p sur (3).

a (I7. 2. Déterminer une équation cartésienne de

On désigne par A’, B’, C’ et D’ les images res- VFensemble des antécédents de A’ par p.
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Deflmilon .

Soit 2 un vecteur de W, : SR e & _

On appelle translation de vecteur «, et on note - , I'application de ¢ dans lui-méme qui a tout point
M associe le point M’ tel que : MM’ =u. e :

* Si ¥ =T, t; est l'application identique ; tous les points d=  sont invariants.

* Si & # G, aucun point n'est invariant.

Exemples H ' G
Soit ABCDEFGH un pavé. e

* Les points E, F, G et H sont les images respectives des 7 £ / F
points A, B, C et D par la translation de vecteur AE. ) &

e Les points B, C, G et F sont les images respectives des / 'j/- : C
pomts A,D,HetEparla h'anslatlon de vecteur AB. A= *(

Seit f une apphcatmn de % dans lm-meme N —N!
f est une translation si et seulgment si, pour tous points M et N

d'images respectives M' et N,ona: M’N’ MN. ; M i

La démonstration de cette propriété est analogue a celle faite dans le plan en classe de premiére.

xemarques

D=t

* Toute translation de € est une isométrie.
* L’application linéaire associée a une translation est I'application identique de W.

meessses  Translations et configurations
Soit t une translation.

¢ L'image de la droite de repére (A, ©) est la droite de repére (t[A), t_f)
* L'image du plan de repére (A, u,v)estle plan de repére (t[A), i, )
* L'image d'une figure plane est une figure de méme nature et de mémes dimensions.

¢ L'image d'un solide de l'espace est un solide de méme nature et de mémes dimensions.
Par exemple, l'image de la sphére de centre I et de rayon R est la sphére de centre t(I) et de rayon R.

s=zz=im Expression analytique dune translation
Soit t une translation de vecteur u ( ) M(z) un p01nt de € et M’ ( ) son image par t.

’
X—-x=a

P ’
Ona: MM =u & { y—-y=b>b.
z'—-z=c

On en dédult la propmété suwante

L'espace est muni du repére (O i 7, k] )  an (X =x+a
L'expression analytique de la translation de vecteur ﬁ(b) est: { y=y+b.

.'_C_ zZ’=z+c
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B Composee de deux trunsluhons
Propriété i =
Soit u etov deux vecteurs de W. s = M, v M
La compnsee trot; des translatmns de vecteurs mspecilfs uetv est u g
u +0D

la trans]atmn de vecteur u S M

La demonstmtmn de cette propnété est a_nalogue a celle faite dans Ie pIan en classe de premxere
Ona: t—rot—+= te o,

u+0
B emarques

* La loi o est une loi de composition interne dansl "ensemble 3 des translations de 6.

* Pour tous vecteurs w et vde W, ona: v+u=1u+rt ;donc: frof-=1fzo0l;.

La composition des translations est commutative.

* La composition des translations est associative.

* 3 est I'élément neutre de I pour la Ioi e.

. Pour tout vecteur u de W, ona : t_ —ot-=Id, ; t; est donc une transformation de € et (t;) 1 =1t_3.

On en déduit que : (J,0) est un groupe commutanf

2.2, Homothéties

zmzmmm Définition et propriété curacfer:shque

_Définition S -
Soit O un point de € et & un nombre réel non nul

On appelle homothétie de centre O et de rapport k, et on note hm x ouh, l'apphcatlon de € dans lui-
méme qui a tout point M associe le point M’ tel que : OM’ = kOM.

® Si k=1, h est 'application identique et tous les points de € sont invariants.
e Si k #1, O est le seul point invariant.
e Si k =—1, h est la symétrie de centre O.

Exemples O

Soit OABCD une pyramide et ABCDEFGH le tronc de pyramide AN

tel que E, F, G et H sont les milieux respectifs des arétes [OA], . AN
[OB], [OC] et [OD]. ‘ ——\H

e Les points E, F, G et H sont les images respectives des points A, FIG

B, C et D par 'homothétie de centre O et de rapport % A b
e Les points A, B, C et D sont les images respectives des points E, \Z_A/
F, G et H par 'homothétie de centre O et de rapport 2. B C

Smt f une apphcahon de € dans lulméme, k un nombre réel diffé-

renideQetde1. . & s S % —_0 M

f est une homothétie si et seulement 35_, pour tous pnmts M et N M N
d'images respectives M’ et N’, on a: M'N’ = kMN. _ 1 4 . __ N

La démonstration de cette propriété est analogue a celle faite dans le plan en classe de premiére.

Remarques

* Toute homothétie de % est une application affine.

* L'application linéaire associée & une homothétie h de rapport k (k # 1) est I'application de W dans W,
appelée homothétie vectorielle, qui & tout vecteur U associe le vecteur ki .

e Une homothétie de rapport k multiplie les distances par | k|, les aires par k2 et les volumes par |k 5.
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ezmmmm Homothéties et configurations

Soit h une homaothétie de rapport k.

* L'image de la droite de repére (A, u) est la droite de repere (h(A], U).
e L'image du plan de repére (A, &, ¥) est le plan de repére (h(A], U, E’).
* L'image d'une figure plane est une figure de méme nature.

* L'image d'un solide est un solide de méme nature.
Par exemple I'image de la sphére de centre I et de rayon R est la sphére de centre h(I) et de rayon |k|R.

Expression analytique d'une homothétie
La démonstration des propriétés suivantes est analogue a celle faite dans le plan en classe de premiére.

Propriete 1

L'espace est muni du repére (O, ﬁ"‘,’f % Gt '
P pére (O, i, j, k) " X =hc+(1-Ka
L'expression analytique de I'homothétie de centre Q(b) et de rapport k est : { y=ky+(1-kb .
; C i . : z’ - kz +. (1 - k)c
Exemple 7 o S
L'homothétie de centre Q( 3 ) et de rapport — 2 a pour expression analytique : { y =-2y+6.
z'=-2z

Propriéte 2°

" L'espace est muni du repére (0 i, J, k]
" Soit p, g et r trois nombres réels, k un nombre réel non nul et f I'application de ¢ dans lui-méme qui

2\ x’ =kx + P
a tout point M@ associe le point M’(y:) tel que : { y=ky+q.
' & s =kz+r
« Si k =1, f est la translation de vecteur #(q). :
. r
*» Si k # 1, f ést une homothétie de rapport k.
E 1
: xempie x=3x—4 ) . -
L'application ayant pour expression analytique { Yy =3y est une homothétie de rapport 3 ;
_ z' =3z +2 :

2
son centre est I'unique point invariant, c'est-a-dire : Q( O]).

== Composées de translations et d'homothéties
La démonstration des propnétes suivantes est analogue a celle fa1te dans le plan en classe de prermére.

Propriété'1

Soit h et h’ deux homothéties de centre O et de rapports | M

respectifs k et k’. M M
h’oh est I’homothétie de centre O et de rapport k’k. : :
O Nl N N

Oﬂ a :h’(o}k?}oh{olk) = h{o,kk’).
® Sik'k = 1, alors h’oh est I'application identique.

e Sik’k = -1, alors h’oh est la symétrie de centre O. ;

Remarques

* La loi o est une loi de composition interne dans I'ensemble ¥, des homothéties de € de centre O.
¢ Pour tous nombres réels k et k’, on a : k’k = kk’ ; donc : hoh’ = h’oh. -
La composition des homothéties de centre O est commutative.
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» La composition des homothéties de centre O est associative.
* hyy,,) est I'élément neutre de ¥, pour la loi o.
. Pour tout nombre réel k non nul, on a : B ob{O s =1Id, ; hro k) €5t donc une transformation de € et

b =h, e
On en déduit que (¥, °) est un groupe commutatif.

Soit & et h’ deux homothéties de rapports respectifs k et k.
* Si I’k # 1, alors h’oh est une homothétie de rapport K'k.
* Si I’k = 1, alors h’oh est une translation.

‘.

Le centre de I'homothétie est le point invariant de h'=h.
Le vecteur de la translation est déterminé en cherchant I'image d'un point par h'eh.

Exemples 1 g 0 _
Soit les points Qz(_ﬂl)' Qz( g ), Qa( 1J et les homothéties ]11{91 1y hz(ﬂz 2 €t h3(93 ~ay
\ - 2 ; :

*

* h oh, est une homothétie de rapport — 2.

s 1 7 S
= by > 6
Son expression analytique est : { y’=—2y + 2 ;le centre de cette homothétie est le point I %—
y 5 L 5
zZ' =—2z— 5 k7
* h,oh, est une translation.
x=x+ z ’ E: 2
Son expression analytique est : 4 y’=y—1 ;h,oh, est donc la translation de yecteur : z_f(— %)
zZ=z-1 -

Soit h une homothétie de rapport k différent de 1 et t une translation.
hot et toh sont des homothéties de rapport k.

Exemples 0 _p
Soit h 1'homothétie de centre Q( 1]) et de rapport — 4, t la translation de vecteur E’( 1 )

hot et toh sont des homothéties de rapport — 4.

(x'=—4x+8 <+
e L'expression analytique de hot est:< y’=—4y + 1; le centre de cette homothétie est le point I % :
| | z=—42-9 - %
(2" =—dx—2 . g
» L'expression analytique de toh est:<{ y’=—4y + 6 ; le cenire de cette homothétie est le point J % ;
| 2'=—42-4 - ‘;

Remarque

L’ensemble des homothéties et translations de €, muni de la loi de composition des applications, est un
groupe non commutatif.
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f\ft;&hE xercices:

P ST
A S B

2.a  Soit ABCDEFGH un cube. 2.d  Soit ABCDEFGH un cube, h, 'homothétie de
Déterminer les coordonnées dans le repsrs centre A et de rapport 2, h, I'homothétie de
(A, B, D, E) des images des points C,F,Get H centre C et de rapport -
par chacune des transformations suivanies : 1. Construire les images des points A, B, Cet G
a} translation de vecteur EG - par h,eh,.
b) translation de vecteur B 2. Déterminer la nature et les éléments caracte-

. . ristiques de cette transformation.
c¢) homothétie de centre A et de rapport — 2

d) homothétie de centre F et de rapport 5~ 22 On considére les transformations f et g d'ex-
pressions analytiques respectives :
2.b  Soit ABCD un tétraddre, 1 et ] les milienx res- I;f_g'r_4 ; x’-—_-x+;
~ pectifs de [AB] et [CD]. . s Lo € y=y-a.
. £=—2z+3 z=z—-1

1. Construire I'image du téiragdre par la frans-
—>

lation de vecteur IJ.

2. Déterminer les coordonnées dans le repére

(A, B, C, D) des images des points A, B, CetD

par cette translation.

1. Déterminer la nature et les éléments caracté-
ristigues defelg.

2, Déterminer 'expression analytique, la natu-
re et les éléments caractéristiques des transfor-
mations gof et fog.

4 g 1 0 ¥ -
2.c  Soit ABCDEFGH un cube, h I'homothétie de 2.t Soit les points A(_zz) et B(‘él)- h, I'nomothé-

centre_.)& et de rapport 2, t la translation de vec- tie de centre A et de rapport — 3, h, 'homothé-
teur HD. tie de centre B et de rapport =-.

1. Construire les images des points E, B, C et G 1. Déterminer les expressions analytiques de
par toh. h,oh, et h,oh,

2. Déterminer la nature et les éléments caracté- 2. En déduire la nature et les éléments caracté-
ristiques de cette transformation. ristiques de ces transformations.

~

3.Symétries orthogonale

: - -
Dans cette legon, le repére (O, Y:j: k ) est orthonormé.

——3.1. Reéflexions B

RIS

=2 Plan médiateur d'un segment

On a établi en classe de premiére la propriété suivante.

Soit A et B deux points distincts de % et I le milieu de [ABI.

L'ensemble des points équidistants de A et B est le plan (IT) /< | /
orthogonal a la droite (AB) en L ' I ’

Ce plan est appelé plan médiateur de [AB].

Soit I le milieu d’'un segment [AB] et (IT) le plan médiateur de [AB]. —

» Toute droite de (I1) passant par I est une médiatrice de [AB]. AIC ———— | /
e Pour tout plan (P} contenant la droite (AB) :

-~ (@) et (11) sont perpendiculaires ;

— la droite d'intersection de (P} et (I1) est la médiatrice de [AB] dans ().
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Exemples

* Soit ABCDEFGH un cube, I et J les milieux res-
pectifs de [AD] et [FG].

Le plan (BEH) est le plan médiateur de [IJ], de [DG]
et de [AF].

smmmmss Définition et propriétés

Seit (1) un plan de €.

On appelle réflexion de plan (I1), et on note s, lapplication de
% dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel que :

ssiMe (IT), alors M =M ;

* Soit PQRS un tétraddre régulier et K le milieu de
(PQ).
Le plan (RKS) est le plan médiateur de [PQ].

* si M & (1), alors (I1) est le plan médiateur de [MM’]. "

Une réflexion de plan (I1) est aussi appelée symétrie orthogonale par rapport a (T1).

L]

emarques

<l Mg =oass

* I’ensemble des points invariants par s est le plan (11). . .

» Si H est le projeté orthogonal de M sur (I1) et si M’ = sy(M), alors : MM’ = 2 MH.

* Si M’ = s(M), alors M = s(M’) ; on dit que M et M’ sont symétriques par rapport a (I1).

e Pour tout plan (11), on a : syosy = Idy ; s, est donc une transformation de € et (s} ! = sy

“Propriété: _
Soit (IT) un plan et s;; la réflexion de plan (IT).

* Si (%) est un plan perpendiculaire a (IT) et (A)
leur droite d'intersection, alors :
— (%) est globalement invariant par s;; ;

— la restriction de s & (?) est la syméirie ortho-

gonale d'axe (A).

/( (A
I'I .

e Si (%) est une droite orthogonale a (IT) en un~
point I, alors :

— (%) est globalement invariant par s ;

— la restriction de s a (D) est la symétrie de
centre L W Y o _ :

(@)
oM

R

oM

Ces propriétés se déduisent des propriétés du plan médiateur d’un segment.

Conséquenc

Toute réflexion de € est une isométrie.
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Démonstration

Soit A et B deux points de %, A’ et B’ leurs images respectives par une réflexion de plan (I1).

* Si (AB) L (I), alors A, B, A’ et B’ appartiennent & une méme droite orthogonale a () ;

donc : A’B’ = AB, d’apres les propriétés précédentes.

* Si (AB) n’est pas orthogonale a (IT), alors A, B, A’ et B’ appartiennent 2 un méme plan orthogonal a(Il);
donc : A'B’ = AB, d’apres les propriétés précédentes.

* Touie réflexion de € est une application affine.
* Soit s Ia réflexion de plan (T1) de vecteurs directeurs i et v, o un vecteur normal & (T1).
appb_catron linéaire associée & s est I'application ¢ de W dans ‘W telle que : .

S(w)=1u, o®)="7 et o(iF)=—1.

= Réflexions et configurations

* Toute réflexion transforme les droites (respectivement les plans) en droites (respectivement en plans)
en conservant parallélisme et orthogonalité.

e L'image d'une figure plane par une réflexion est une figure de méme nature et de mémes dimensions.
* L'image d’un solide de I’espace par une réflexion est un sohde de méme nature et de mémes dimensions.

Par exemple, 'image d'un cube par-une réflexion est un cube de méme aréte.

== Expression analytique d’une réflexion
q

On ne donne l’expressmn analythue d’une réflexion de plan (IT) que
lorsque celui-ci est perpendiculaire & I'un des axes du repére ortho- & \
normeé (O i 7 k) i M
(1) est le plan d’équation z = ¢ ; on désigne par s;; la réflexion de € \
plan (I1). L
x; : .
Soit M(gz;) un point de €, M’(y:) son image par s; et I le point d'in- z’\
Z 1
tersection de (MM’) et de (IT). ' k] 0 j" M y
. 4 2 _ a7’ xX'—x=0 . ? ral
Ona: (MM)L () @MMT';\.k(lER) ﬁ{y,_é’_:(}, i
I € (IT) : s 2 ';z =
en déduit la propriété suivante. - = o>

. L'espace est muni du repére orthonormé (O, 'f:jf E}, e x=x _
L'expression analytique de la réflexion de plan (II) d'équation z = ¢ est : { y=y .
: z'=—z+2¢

On obtient des résultats analogues lorsque (T1) est perpendiculaire a la droite de repére (O, i) ou & la
droite de repére (O, T').

Composée de deux réflexions de plans paralléles

(H ) et (I1,) sont deux plans parallgles ; on désigne par s, et 5y les \ \
reﬂemons de plans respectifs (I1,) et (IT,).
81 A, est un point de (I1)) et A, son projeté orthogonal sur (I1,), g0 Ao
A A, est un vecteur normal a (I1,) et (I1,), indépendant du choix . S N . o
de A M| Hi (M H M
Soit M un point de 6, M, son image par s, et M, I'image de M, S
On des:gne par H, et H2 les milieux respectifs de [MM,] et [M,M,]. .
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’ —> —> — — —
Ona: MM, = MM, + MM, = 2HM, + 2M,H,
& ZH H, = ZA A,.
Dong, s,°s, est la translatlon de vecteur ZA A,
® Réciproquement, soit t une translation de vecteur % non nul, (II) un plan de vecteur normal o et (IT)
I'image de (IT) par la translation de vecteur -%— #.O0na:t= I S,

On en déduit les propriétés suivantes.

Propriétés

* La composée de deux réflexions de plans paralleles est une translatmn de vecteur normal a ces
deux plans.
¢ Toute translation de vecteur u non nul est la composée de deux réflexions de plans paralléles ayant

u pour vecteur normal.

Exemples : H J G
Soit ABCDEFGH un cube, I, ], K et L les milieux respectifs de [EF], [HG], E i 4

[DC] et [AB]. _ £

* La composée des réflexions de plans (ADE) et (IJK) est la translation

de vecteur AB. N D ‘ $
* La translation de vecteur 2AE est la composée des réflexions de plans K

(ABC) et (EFG). A L B
—.3.2. Demi-tours ;

= Introduction
Considérons deux plans perpendiculaires (I1,) et (IL), sécants suivant une droite (A).
Soit M un point de ¢, M, le symétrique de M par rapport a (IL,) et M, le symétrique de M, par rapport a (IL,).
On désigne par :
(?) le plan orthogonal en M a (4) ;
(@,) la droite d'intersection des plans (%) et (IT,) ;
(@,) la droite d'intersection des plans () et (IL,).

Dans le plan (), on a : <t M
(9,) et (9,) perpendiculaires en un pomt I, qui est le /< *-L_ ! /
pm]eté orthogonal de M sur (A) ; (@Q) = L
M et M, symétriques par rapport a (D,) ; \.
Mg

M, et M, symétriques par rapport & (%,).
On en déduit que dans le plan (?) : ' /
d'une part, M et M, sont symétriques par rapport a I

d’'autre part, (A) est une médiatrice de [MM,].

Cette étude justifie la définition suivante.

Soit (A) une dmite de €.
On appelle demi-tour d’axe (A), et on note S,, I'application de %
dans lui-méme qui a tout point M associe le point M’ tel que :

esiMeE (A), alors M'=M ;
* si M & (A), alors (A) est une médiatrice de [MM’].

Un demi-tour d’axe (A) est aussi appelé symétrie orthogonale par rapport a (A) . -
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Exemples

Soit ABCDEFGH un cube, L ], K et L les milieux resepctifs de [EF],
[HG], [DC] et [AB]. '

* La composée des réflexions de plans (ADE) et (CGH) est le demi-
tour d'axe (DH).

» La composée des réflexions de plans (ABC) et (JK) est le demi-tour D k C
d'axe (LK).

Re!!!argues

» L’ensemble des points invariants par s, est la droite (A).

* Si I est le projeté orthogonal de M sur (A) et si M’ = s,(M], alors : l\d_l‘:I’ = 21'&}'.
* Si M’ = s,(M), alors M = s,(M’] ; on dit que M et M’ sont syméirigues par rapport a (A).
* Pour toute droite (A), on a : $,08, = Id, ; s, est donc une fransformation de € et (5,1 = s,.

-

Lroprietes-1- oo s = e e L
Soit (A) une droite de ¢, s, le demi-tour d'axe (A) et (%) un plan

4 .4 (A)
orthogonal & (A) en un point L. M _
* (%) est globalement invariant par s w . /( M./,.,r/' / y
* La restriction de s, a (?) est la symétrie de centre L . 2 "

* La composée de deux réflexions de plans perpendiculaires
d'axe (A). : . g ity
* Tout demi-tour d'axe (A) est la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires suivant la
dreite (A).

HE

suivant une droite (A) est le demi-tour

Remarques

* Tout demi-tour de € est une application affine.
* Tout demi-tour de € est une isométrie. N

- . . o B &
* Soit 5 le demi-tour d’axe (A) de vecteur directeur u, v et w deux vecteurs non colinéaires et orthogo-
naux d u. 4

Lapplication linéaire associée a s est 'application ¢ de W dans W telle que :
o(w)=u, o(v)=-7 et o(w)=—1w.

Demi-tours et configurations

* Tout demi-tour transforme les droites (fespectivement les plans) en droites (respectivement en plans)
en conservant parallélisme et orthogonalité.

* L'image d'une figure plane par un demi-tour est une figure de méme nature et de mémes dimensions.
* L'image d'un solide de I’espace par un demi-tour est un solide de méme nature et de mémes dimensions.

Par exemple, I'image d’un tétraddre régulier par un demi-tour est un tétragdre régulier de méme aréte.

=z Expression analytique d’un demi-tour
On ne donne I'expression analytiqu(:}_’ d'un demi-tour d'axe (A) que lorsque celui-ci est paralléle 2 1'un des
axes du repére orthonormé (O, 7, J, k). '

(4) est ]a droite ayant pour systtme d'équations : { ‘; Z g ; on désigne par s, le demi-tour d'axe (A).

2,

x i
Soit M(y) un point de l'espace, M(y:) son image par s, et I le point d'intersection de (MM') et de (A).
z Z i
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Ona:'l MM)L(A) <o _-"’Jz’—z=0; ‘ : /E =S i)
] L PO MI
. 1€ @A) :@.{x+x-2a’ W o

y+y =2b
Rl
9 Y
" 0 I
a s
On en déduit la propriété suivante. - AR e

Propriété

-L'espace est muni dn repére orthonormé 0, %7 k]

_ L’expressmn analthue du deml-tour d’axe (A] ayant pour systéme d‘equatmns { est Bag =7~
(¥=-x+2a s
{ "=—y+2b.
=3z

On obtient d’es résultats analogues lorsque (A) est paralléle a la droite de repére (O, i 7)oudla drcute de
repére (O, ).

Proprlefes 1

* La composée de deux demi-tours d'axes paralléles est une trans- & 4
lation de vecteur orthogonal i ces deux axes. » : " M ¥
1 \[Me
* Toute translation de vecteur non nul est la composée de deux . TN
demi-tours d'axes paralléles ayant @ pour vecteur orthogonal. M o
(A (Ag)

Ces propriétés se démontrent de la méme fagon que celles relatives a la composée de deux réflexions de
plans paraHéIes

* La composée de deux demi-tours d'axes (A)) et (A,) perpendiculaires en un
point A est le demi-tour dont I'axe () est la perpendiculaire commune a (A,) et
(A,) en A.

* Tout demi-tour de € est la composée de deux demi-tours d'axes perpendiculaires.

Ona $ 84,987, = 55,°5a, = S

2 émonstration

* (A,) et (A,) sont deux droites perpendiculaires et sécantes en un point A.
On désigne par :
(%) le plan contenant (A,) et (A,) ;
(I1,) et [Hz)'les plans perpendiculaires a (%) contenant respecti-
vement (4,) et (A,) ;
(%) la droite d'intersection de (I1,) et (IT,).
Ona: Sa, = 5n,%Sp Ot S, =Szosy ; donc : $,%Sa, = S, °Sn,:
De plus : [1'[1] 1 [Ilz] : donc : S, %84, = Sa-
On démontrerait de méme que : s 8,°5a, = Sar

e Réciproquement, soit (@) et (A) deux droites perpendiculaires en un point A, (A’) la droite orthogo-
nale en A au plan défini par (2) et (A). On a: 5,08, = s,.
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* La composée d'un demi-tour d'axe (A) et d'une réflexion de plan
(I1), tel que (A) est orthogonale a (II) en un point A, est Ia symsirie
de centre A.

'+ Toute symétrie centrale de ¢ est la composée d'un demi-tomr @
d'une réflexion dont I'axe et le plan sont orthogonaux.

On a : 5,08 = 5;°8, = S,.

Démonstration

¢ (A) est une droite et (IT) un plan orthogonal a (A) en un point A.

Soit M un point de €, M, son image par s et M, I'image de M, par s,.
—SiM € (A), alors M, € (A) et M, = M,.

Donc : M, est le symétrique de M par rapport a A.

— SiM € (A), on désigne par :
(%) le plan contenant M et (A) ;

z\®

(%) 1a droite d'intersection de (%) et (IT). \

La restriction de sy a (%) est la symétrie s, d'axe 9. Gy
Dans le plan (#), on a: s es,; =s, ; donc : M, est le symétrique de

M par rapport a A. ?’

On en déduit que : 5,05 =s,.

On démontrerait de méme que : s;05, =s,.

* Réciproquement, soit A un point el (IT) un plan contenant A.

Si on désigne par (A) la droite orthogonale a (IT) en A, on a : 5,05, = 8085, = 5.

Exemples

Soit ABCDEFGH un cube.
¢ La composée des demi-tours d'axes (AE) et (BF) est la translation E

de vecteur 2A_§.
* La composée des demi-tours d'axes (AD) et (CD) est le demi-tour

d'axe (DH). D
* La composée du demi-tour d'axe (AB) et de la réflexion de plan d

(BCG) est la symétrie de centre B. . A'F

-...3.3. Travaux dirigés

=== 1. Expression analytique d'une réflexion, d'un demi-tour
1°) Soit (I1) le plan d'équation cartésienne : 2x—-y + z=1.

Déterminer l'expression analytique de la réflexion s de plan (II).

- .

Solution -
X x”

Soit M(y) un point de l'espace et M’(y:) son image par la réflexion s de plan (IT).
Vs z

2
On désigne par I le milieu de [MM’]. ﬁ(—ll) est un vecteur normal a (IT).
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= 2 T - '
I\’m’f\??=ﬁ ,I' x 1=y, Yy 11 z'—z 1\ 0
Ona: M =3s5M) 1 8-y - z -z x'—x 2 '
I e () x+x)-(y+y)+(z+2)=2
- E. —1] L= X —x=2(z"-2)
On a x’ x 2 ‘:y o -=,z’ z 1‘=0 o :
y-y -1| |z —=z 1| |x—x 2 y-y=—z' -2
x’=x—-2z+ 2%
donc : M’ = s(M) b{ g=y+z-2
=-2x+y—-z-2x"+y’ +2 1
x’=—3~(~x+2y-—23+2)
- En procédant par substitution, on obtient I’expression analytique des:<{ y' = %[Zx +2y+z-1)
z’=%[—2x+y+2z+1)
s 1
I=—(—x—2y-22+6)
2°) Soit f application de € dans € d’expression analytique : { y ——[—Zx y+2z-6) .
z ——[-2x+-2y—z+1z)
Démontrer que { est un demi-tour dont on précisera ’axe (A).
Solution oy

2,

X

x
Soit M(y) un point de l'espace et M’(y:) son image par f.
z Z

¢ Déterminons I’ensemble des points invariants par f.

{4x+2y+23=6 {2x+y+z=3
o

On a: f(M) = 2x+4y—2z=-6 X+2—z=—3"

2x—2y+4z=12

On obtient un systéme d’équations cartésiennes de la droite (A) de repére (A, @) tel que :
1 -1
A(_ 1) et i‘f( 1 )
2 1

* Démontrons que f est le demi-tour d’axe (A).

On a: MM .7 =— (x’—x) + (y’—y) + (2’ - 2) = 0 ; donc les droites (MM’) et (A) sont orthogonales.

De plus, le point I de coordonnées (x ;I ; 4 ;—-y o 2 ; Z) appartient a (A).

Dongc, f est le demi-tour d’axe (A).

- Pour démontrer qu'une 'fa;pplicatj_bl}_:d_e % dans - est une symétrie orthogonale-(réflexion ou
*demi-tour), on peut utiliser le procédé suivant: = ro
| e déterminer I ensemble (E) des points. mvarlants 20

e demontrer que pour tout point M et son image M ;

:-- la dmlte (MM ] est Ul'thUgDIlalE a fE]
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ments de syméirie du cube, du tétraédre régulier
1°) Déterminer les plans et axes de symétrie d'un cube ABCDEFGH de centre O.

Solution :
O est l'isobarycentre du cube ; donc O est sa propre image par tomte transformation laissant globalement
invariant le cube.

On en déduit que tout plan ou axe de symétrie du cube pass= p=x O.

Recherche des plans de symétrie du cube

Soit (IT) un plan de symétrie du cube et s, 1a réflexion de pla= TIL i
Au moins un des sommets du cube n'appartient pas a (I1) et = po=r Im=s= par 5, un 2uire sommet.
Donc tout plan de symétrie du cube est nécessairement le plan =Sfiztees d'une paire de sommets.

Il ne peut donc y avoir que 3 types de plans de syméirie : ’ies ::_ 1;1?-:"::5-':5 des arétes, les plans
médiateurs des diagonales des faces et les plans médiateurs des dizas i

— Les plans médiateurs des arétes

On obtient 3 plans distincts : les plans médiateurs de [AB] (Sgur= 1. [
de symétrie du cube.

rﬂ"r
....n
1-4

et [AE] qui sont tous des plans

— Les plans médiateurs des diagonales des faces

On obtient 6 plans distincts : les plans médiateurs de [AC], [BD], [AF], [BE], [AH] et [DE] (figure 2) qui
sont tous plans de symeétrie du cube.

— Les plans médiateurs des diagonales du cube

_On obtient 4 plans : les plans médiateurs de [AG], [BH] (figure 3), [CE] et [DF].

On vérifie que ces 4 derniers plans ne sont pas des plans de symétrie du cube.

En effet, I'image G’ de G par la réflexion de plan le plan médiateur de [BH] (figure 3) appartient a la paral-
Iele a (BH) passant par G ; donc, G n’est pas un sommet du cube.

Il existe donc 9 plans de symétrie du cube.

H G H G H G
E F E F E / F
. . / 4 O 3 G
o o \
D C D. C L P, € C
A B A B A B
figure 1 : figure 2 figure 3

Recherche des axes de symétrie du cube

Soit (IT) un plan de symétrie du cube, donc passant par O, et (A) la perpendiculaire a (I1) en O.
Ona: s;°5,=85 ¢ 5;°5qg =8, (figure 4).

sy et sq laissent globalement invariant le cube ; donc (A) est un axe de symétrie du cube.

On en déduit qu’il existe au moins 9 axes de symétrie du cube.

Démontrons qu’il n’en existe pas d’autres. .

Soit (@) un axe de symétrie du cube, donc passant par O, et (?) le plan perpendwu]mre a (@) en O.
Ona: s53985=85 & Sg=55°5,;
dong, s, est une réflexion et (%) est un plan de symétrie du cube.
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