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Le cube possede 9 axes de syméiris -
— les droites joignant les cenires é= dewm

-

Z=0=s opposSes (Ggure 5). au nombre de 3 ;
— les droites joignant les milieux de deux 28t

tes opposées (figure 6), au nombre de 6.

2°) Déterminer les plans et axes de symétrie d'un tétraédre régulier ABCD de centre O.

Solution

O est l'isobarycentre du tétraedre (figure 1) ; donc O est sa propre image par toute transformation lais-
sant globalement invariant le tétragdre.

On en déduit que tout plan ou axe de symeétrie du tétraédre passe par O.

Recherche des plans de syméirie du tétraédre régulier

Soit (IT) un plan de symétrie du tétragdre. .

Au moins un des sommets du tétraédre n'appartient pas a (I1) et a pour image par sy un autre sommet.
Donc tout plan de symétrie du tétraédre est nécessairement le plan médiateur d'une paire de sommets.

On sait que dans un tétraédre régulier, deux arétes opposées sont orthogonales ; dong, tout plan média-
teur d'une aréte contient les deux autres sommets.

On désigne par I, ], K, L, M et N les milieux respectifs des arétes [AB], [CD], [AC], [BD], [AD] et [BC].

On obtient 6 plans distincts : (ICD) (figure 2), (JAB), (KBD), (LAC), (MBC) et (NAD) qui sont tous plans
de symétrie du tétraédre.

figure 1 figure 2 _ figure 3

Recherche des axes de symétrie du tétraédre régulier

Les plans de symétrie se répartissent en trois paires de plans perpendiculaires :

— les plans médiateurs de [AB] et [CD], perpendiculaires et sécants suivant la droite (IJ) (figure 3) ;
— les plans médiateurs de [AC] et [BD], perpendiculaires et sécants suivant la droite (KL) ;

— les plans médiateurs de [AD] et [BC], perpendiculaires et sécants suivant la droite (MN).
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Or, la composée de deux réflexions de plans perpendiculaires est le demi-tour ayant pour axe la droite
d'intersection de ces plans.

Ces réflexions laissent invariant le tétraddre ;: donc, le demi-tour laisse également invariant le tétragdre
et en est un axe de symétrie.

Il y a donc au moins 3 axes de symétrie : (IT). (KXL) et (MN).

Nous admettons que ce sont les seuls axes de symétrie du tétraedre.

3.a

3b

3¢

3d

E Xercices sz s

L'espace est muni du repére orthonormé
B I

(O, 1] k).

Soit ABCDEFGH un cube de centre O et les
réflexions s, = ;5. 52 = S(oray:

1, Déterminer les images des sommets du cube
par les transformations s, s, et s,0s,.

2. Conjecturer la nature de s,os,. Démontrer
cette conjecture. !

Soit ABCDEFGH un cube.

1. Construire 1'image de ce cube par la trans-
formatllon f=5 AE)°s(ﬁD3°SC{AB}'

2, Conjecturer la nature de f. Démontrer cette
conjecture.

Soit OABC un tétraédre tel que les triangles
OAB, OBC, OCA sont rectangles et isocéles en O.
On désigne par 1, J et K les milieux respectifs
de [BC], [CA] et [AB].

1. Démontrer que les plans (OIA), (OJB) et
(OKC) sont des plans de symétrie du tétraddre.
2, Déterminer les transformations sg4)°80pc)y
SoyB)°Sioca) © S(oke)°SioaBy

3. Le tétragdre OABC admet-il un axe de symsé-
trie ? -

Soit ABCD un tétraddre tel que les triangles
CAD et CBD sont rectangles et isocgles respec-
tivement en A et B, les plans (CAD) et (CBD)
sont perpendiculaires.

¥

3.f

Déterminer les plans et axes de symétrie de ce
tétraddre,

3 0 0
Soit les points A(g), B(g). C(g) et G le centre

de gravité du triangle ABC.

1. Déterminer les coordonnées de G et démon-
trer que la droite (OG) est orthogonale au plan
(ABC).

2. Déterminer les coordonnées de I'image de O
par la réflexion s, pc)

3. Déterminer les coordonnées des images de
O, A, B et C par le demi-tour sy,

Soit (?) le plan d’équation 2x—y +z=3 et A
le point de coordonnées (3 ; 2 ; 2).

1. Déterminer les coordonnées des images res-
pectives O et A’ des points O et A par la
réflexion de plan ().

2. Démontrer que les droites (OA) et (O’A’) sont
sécantes en un point de (%) dont on précisera
les coordonnées.

Soit (@) la droite de représentation paramétri-

x=—24+A

que {y =2-A (A ER)et Ale point de coor-
z=1-2)

données (2; 2 ;—1).

Déterminer les coordonnées des images res-

pectives O’ et A’ des points O et A par le demi-

tour d’axe (D).
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Exercices

Sauf indication contraire, I’espace est muni du repére
—
orthonormé direct (O, T, J, k).

[Projections de I'espace

1 Soit ABCDEFGH un pavé.
Construire l'image du parallélogramme EFGH par Iz pro-
jection sur ]e plan (ABC) parallélement a la droite (DF).

2 ABCD est un tétragdre, G est son isgbarvcentre
et A’ est le centre de gravité du triangle BCD.
Soit p la projection sur le plan (BCD) parallélement a la
droite (AA’).
1. Utiliser la propriété de conservation du barycentre
d’une projection pour démontrer que : G € (AA’).
2. En déduire que les droites joignant chaque sommet
d’un tétraddre au centre de gravité de la face opposée sont
concourantes en un point, isobarycentre de ce tétragdre.

3 Soit ABCD un losange et (%) un plan non per-
Eendiculaire au plan (ABC).
quelle condition le projeté orthogonal de ABCD sur
(?) est-il un losange 7

B Soit ABC un triangle équilatéral et (?) un plan
non perpendiculaire au plan (ABC).
Préciser la condition pour que le projeté orthogonal de
ABC sur (%) soit :
a) un triangle isocéle ;
bJ un triangle équilatéral.

5 Soit ABC un triangle équilatéral et (?) un plan
tel que le projeté orthogonal A'B’C’ de ABC sur () soit
un triangle rectangle et isocéle en A.

1. Démontrer que la droite (BC) est parallele a ().
2. Soit I le milieu de [BC] et I’ le projeté 0%01131 de

I sur (%). Calculer une mesure de I’angle ( IT}K’, ﬁ).

6 Soit ABC un triangle rectangle isocdle en A et
(%) un plan non perpendiculaire au plan (ABC).
Préciser la condition pour que le projeté orthogonal
A'B’C’ de ABC sur (%) soit :
a) un triangle rectangle en A’ ;
bj un triangle rectangle et isocéle en A’ ;
c¢) un triangle isocéle en A’ et non rectangle.

7 Soit le plan () d’équation x — 2y + z=1et la
droite (2) de représentation paramétrique :

x=3+21

{ y=-1-21 (A€ R]etlepmntA( )
z2=2+A 1

1. Démontrer que (D) est orthogonale a (?) en un point

I dont on précisera les coordonnées.

2. Déterminer les images respectives A, et A, de A par

les projections orthogonales sur (%) et (@).

3. Vérifier que AA,IA, est un rectangle.
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8 Soit le plan (P) d’équation : x + y + z = 3.
Déterminer I'expression analytique de la projection
orthogonale sur (?).

9 La droite (@) a pour systéme d’équations :
X=Y
y=z’
Déterminer I'expression analytique de la projection
crthogonale sur (@).

T ranslations, homothéties

10 Soit les plans (P) et (?") d’équations respec-
tives: 2v+3y+z +2=0 et 2x+3y+2—-2=0.
1. Vérifier que ces deux plans sont paralléles.
2. En déduire qu'il existe une translation, dont on
déterminera le vecteur, qui transforme () en (#°).

11 Soit ABCDEFGH un cube.
On désigne par I le milieu du segment [BC] et J le centre
de la face BCGF.
Déterminer les coordonnées dans le repere (A, B, D, E)-
des i images des sommets du cube par la trans]a’uon tde

vecteur 1]

12 Soit ABCDEFGH un cube et f I'application
qui, a tout pomt M de €, assome le pomt M’ tel que :

MM’ = MA + MH MB ME
Démontrer que f est une translation.

13 Soit ABCD un tétraddre et I, J, K les milieux
respectifs de [AB], [AC], [AD].
1. Calculer 'aire du triangle [JK en fonction de celle du
triangle BCD.
2. Calculer le volume du tétraédre ABCD en fonction de
celui du tétragdre AIJK.

14 Un tronc de cone
de révolution est tel gue
I'aire de la grande base (%)
est le double de celle de la
petite base (®’).
Démontrer qu’il existe deux homothéties, dont on préci-
sera les centres et les rapports, transformant (B) en (®’).

13 Soit (¥) une sphere et A un point de (¥).
Déterminer le lieu des symétriques de A par rapport
aux points de (¥).

16 ABCD est un tétrazdre.
Soit h, ’homothétie de centre A et de rapport — L et h,
I'homothétie de centre C et de rapport 2.
1. Construire I'image de ABCD par h,oh,.
2, Préciser la nature et les éléments caractéristiques de

h,oh,.

- 17 Soit les points :

A o(5). ) ()



1. Démontrer qu’il existe une homothétie h, dont on
précisera le centre et le rapport, telle que :

=h{A) et B’ = h{(B).
2. Déterminer I'image du point O par h.

§ymétries orthogonales

18 soit ABCDEFGH un cube.

Le plan est muni du repére (A, Eﬁ ﬁTﬁ, A_ﬁ}.
Dans chacun des cas suivants, déterminer 'expression
analytique des réflexions de plans ().

a} (?) = (EFG) b} (#) = (CDE)
c¢) () = (BCH) d) (%) = (BDF).

19 1. Démontrer que la composée dune réflexion
de plan (I1) et d'une translation est une réflexion de
plan paralléle a (IT).

2. Démontrer que la composée d'un demi-tour d’axe (A) et
d'une translation est un demi-tour d’axe parallgle a (A).

20 Soit SABCD une pyramide régulitre dont la
base ABCD est un carré de centre L
Déterminer les plans et axes de symétrie de cette pyra-
mide.

21 Soit SABCD une pyramide réguliére, dont la
base ABCD est un carré de centre I de cété 1 et telle que
les plans (SAB) et (SCD) sont perpendiculaires.

1. Déterminer les coordonnées de S dans le repére
orthonormé direct [A i J, k) tel que

AB=7 et AD= i
2, Déterminer les coordonnées des images de S, A, B, C
et D par les transformations suivantes :
a} réflexion de plan (SAB)
b) demi-tour d’axe (SA)
c) homothétie de centre S et de rapport — 2.

22 Soit ABCD un tétragdre dont la face BCD est
un triangle équilatéral et les faces ABC, ACD, ADB sont
des triangles rectangles et isoceles.

1. Démontrer que la droite (AB) est orthogonale au plan
(ACD).

2. Déterminer les plans et axes de symétrie de ce
tétragdre.

2. Préciser les images des points A, B, C et D par les
transformations suivantes ;

a) réflexion de plan (BCD)

b) réflexion de plan (ABC})

c¢) demi-tour d’axe (AB)

d) demi-tour d’axe (CD).

23 ABCD est un tétraddre régulier. On désigne
par I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des arétes
[AD], [DC], [CB], [BA], [AC] &t [BD].

1. Démaontrer que IJKL est un carré et que la droite (MN)
est orthogonale au plan (IJK).
2. Soit d, et d, les demi-tours d’axes respectifs (IK) et
(JL), s la Iéﬂexion de plan (IJK). On pose : d = d,od,.
a) Déterminer deux réflexions s, et s, telles que :

d, =sos, et d,=s,0s,
b} En déduire que d est un demi-tour dont on précisera
T'axe.

28 (P)estun plan, (A) une droite sécante avec (P)
en un point O, I un point exiérieur a (P) et 4 (A).
Soit p, la projection sur (F) parallelement 2 (A) et p, la
Pro]ectmn sur (A) p=nlEl=m=mi 5 (P
A tout point M de Z. om zssocie les points M, et M, tels
que : M, = p,(M) et M, = p.IML
On se propose de déterminer L ensemble (E] des points
M de € tels que les points LA =M sa:ual@as
1. Démontrer que si I, M, et ML s.::"_ zliznés. alors M
appartient au plan (IT) contenznt I =t (AL
2. On désigne par I, et I, les images respeciives de I par
p, et .
a)1 DetI:;rmmer une équation de (E) dans lerep2== (0.1, 1)
de (I1).
b) En déduire la nature de (E) .

25 Soit ABCD un tétraddre et M un point de I'es-
pace n’appartenant 4 aucune aréte du téiraddre et tel
que :

— le plan (ABM) et la droite (CD) sont sécants en un
point P ;
— le plan (BCM) et la droite (DA) sont sécants en un
point Q ;
— le plan (CDM) et la droite (AB) sont sécants en un
point R ;
— le plan (DAM) et la droite (BC) sont sécants en un
point 8.
On se propose de démontrer que les points P, Q, Ret 8
sont coplanaires.
1. Démontrer qu’il existe quatre nombres réels a, b, ¢ et
d tels que :
a+b+c+d#0 ot aMA +bMB + cMC + dMD = T.
2. a] En utilisant la projection sur la droite (CD) paral-
lelement au plan (ABM), demonu'er que :

cPC +dPD = T.
bj Demontrer de fagon analogue que :

bQB+cQC=T ;aRA +bRE=T ; aSA +dSD=T.
3. Dédulre des questmns precedentes que :

(a+ b]MR+ (¢ + d)MP a;

[a+d}MS + (b +c)MQ—TT.
4, Conclure.

26 soit ABCDEFGH un cube.
Construire I’intersection de ce cube avec le plan média-
teur de [AGL
Quelle est la nature du polygone obtenu ?

27 Soit ABCDEFGH un cube de centre O, I le
centre de gravité du triangle BCG.
On se propose de déterminer et construire les points
d’intersection de la dreite (OI) avec les plans des faces
du cube.
1. Démontrer que le point d’intersection de la droite
(OI) avec le plan (ADH) est le centre de gravité ] du tri-
angle AEH;
Placer le point J. car e
+2. a} Démontrer que : D] = 2CL.
b} En déduire que les droites (CD) et (I]) sont sécantes
en un point K que I’on précisera.
Placer le point K.
¢} Démontrer de méme que les droites (EF) et (IJ) sont
sécantes en un point L que 1’on précisera.
Placer le point L.
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28 Soit ABCDEF un
octagédre régulier tel que A
BCDE soit un carré de centre
O et dont les faces sont des
triangles équilatéraux.
1. Déterminer les plans de
symétrie de cet octaedre.
2. a) Démontrer que (AF) est
un axe de symétrie de cet
octaedre.
b) Démontrer que les axes de symétrie du carré BCDE
sont des axes de symétrie de I'octagdre.
c) Soit I et J les milieux respectifs de [AB] et [DF].
Démontrer que (I]) est un axe de symétrie de 'octagdre.
Préciser les axes de symétrie analogues de I'octagdre. -
3. Soit G et G’ les centres de gravité respectifs des tri-
angles ABE et CDF.
a) Démontrer que O est milieu de [GG'] et que la droite
(GG’) est orthogonale aux plans (ABE) et (CDF).
b} La droite (GG’) est-elle un axe de symétrie de l'oc-
taddre ?

29 ABCDEFGH est un cube et I est le centre de la
face EFGH.
L’espace est muni du repére (A, AB AD AE]
Soit s la réflexion de plan (ACE) et s’ la réflexion de
plan (CFH).
1. Déterminer les expressions analytiques de s et de s’.
2. a) Démontrer que les plans (ACE) et (CFH) sont per-
pendiculaires.
b} En déduire l'expression analytique du demi-tour
d’axe (CI). ; .

20 soit (1) 1e plan d’éguation 2x + y —z = 3 et (A)
la droite orthogonale a (1) passant par O.
1. Déterminer 1'expression analytique des transforma-
tions suivantes :
aj réflexion s
b} demi-tour s,
¢} 5,98,
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de la transformation s,osy.
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31 1. Démontrer que toute symétrie centrale de &
est la composée de trois réflexions.
2. Soit ABCDEFGH un cube de centre O. On désigne
par s, la symétrie de centre O, 8, la réflexion de
plan (AQC) et S(ag) le demi-tour d’axe (AG).
Déterminer les transformations suivantes :

al 5g°8300) €t S(a0q)°S
b}soos{m] et sg)°s

32 Déterminer, en fonction de n, le nombre de
réflexions laissant invariant une pyramide réguliére
dont la base est un polygone a n cotés.

33 Soit (1) un plan, O un point extérieur & (IT) et
H le projeté orthogonal de O sur (II).
On désigne par d le demi-tour d’axe (OH), r la réflexion
de plan (I1), s la symétrie de centre O et t la translation
de vecteur 20H .
1. Comparer res et ted.
2. Déterminer sor ; y a-t-il commutativité ?

34 soit ABCDEFGH un cube de centre O.
Les plans médiateurs des arétes découpent ce cube en -
huit cubes (K,), (Kp), ..., (K;;) contenant respectivement
les sommets A, B, ..., H. '
On désigne par s,, s, et s, les réflexions transformant A
respectivement en B, D et E.
1. Déterminer les images de (K,) par s, s, et s,.
2. Déterminer la nature de s,os, , 5,98, et s,0s,, ainsi
que les images de (K,) par chacune de ces transforma-
tions.
3. a) Déterminer I'image de (K,) par s = s, 05,08,
b) Déterminer les images de A, B, C et O par s.
¢) En déduire la nature de s.
4. On désigne par o, et o, les réflexions de plans res-
pectifs (AGH) et (GCF).
a) Déterminer les images de OABG par o, et ©,.
b) Déterminer la nature et les éléments caractenstiques
de 6,00, ; déterminer I'image du tétraddre OABC par
G,00,.



Coniques

Introduction

Définfes comme interseciions d'un cdne & d’un plan, I'étude des coniques par les
Grecs remonte ou IV= siéde avant 1-C, le probléme de la duplication du clbe
(construction géométrique de Faréie d'un cube dont le volume est le double de celui
d’un cube donné) ayant conduit Menechme, &ve d’Fudoxe et contemporain de
Platon, sur leur piste.

Un peu plus tard, Euclide et Archiméde se sont également intéressés d ces sections.
Le grand maitre fut cependant le géoméire grec Apollonius de Perga (vers 262 - vers
180 av. J.-C.] qui fut le premier a publier un ouvrage en huif volumes sur ces courbes.
Dix-huit siécles plus tard, ces courbes ont été identifiées comme frajectoires de
corps célestes.

Le mathématicien Pierre Dandelin (1794-1847) fut le premier a utiliser des sphéres
en contact avec le céne ef le plan de section pour metire en évidence les éléments
caractéristiques des sections coniques (foyers, directrices).

Sections planes d'un céne :
H sphéres de DANDELIN

Ellipse Hyperbole
MF+ MF' = MP + MP' =PP' =k MF —MF' = MP—-MP' =PP' =Kk

1. Etude générale des CONIQUES ..........ccovvreeerrrrennne. 148
2. Etude de 1a Parabole .........cc.oeeeervvivrerisiinnisnennn: 154
- O - VT X | O —————— 157
4,

Etude de I'hyperbole ............... S— S— 163
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générale'des con

_..1.1. Conique définie par foyer et directrice

= Introduction

Soit (@) une droite, F un point n’appartenant pas 2 () et e un nombre réel strictement positif.
Si M est un point du plan, on désigne par H son projeié orthogonal sur ().

On appelle (I',) I'’ensemble des points M du ple=n t=ls que : % =e.

il

On désigne par K le projeté orthogonal d= F sur (3] =t par (A) la droite (FK).
* Justifier que (A) est un axe de syméirie d= [T L

On se propose de construire (T) pour les valeurs suivanies dee: 1, % et 2.
1" cas:e=1

¢ Démontrer que le milieu S de [FK] est €lément de (T).

* Démontrer que tout point de (I',) appartient au demi-plan
contenant F, délimité par la droite (T) passant par S et paral-
12le A (®). (On pourra démontrer que tout point M de (T",) véri-
fie : MF < MK.)

Soit P un point de [SF), distinct de S, et (B;) la perpendicu- S\ IF P Gy
laire & (A) en P. N
* Justifier qu’il existe deux points de (@) appartenant a (I",). N

* En déduire une construction point par point de (I,).

I
@) M (@N

On obtient une parabole.

2%cas :e = %

e |
"MK T 47
» Justifier qu’il existe deux points A et A’ de (A), appartenant a (I',,,).

» Construire le cercle (%), ensemble des points M tels que

Soit M un point de (I',,,), distinct de A et A'. /ﬂ’f‘”\\
» Démontrer que : MFE _ 3 . en déduire que M est intérieur HH—A T T (8
2 (@) MK |
Soit P un point de [AA’], distinct de A et A’, et (@) la per- K Ran Al
pendiculaire & (A) en P. (A
. Constru_ire les points M de (%) agpartenant i () | (T;::{A_j/
(On pourra remarquer que : FM = TKP') SN T T L
» En déduire une construction point par point de (I'y,). €2) @, S~
On obtient une ellipse.
3°cas:e=2
« Construire le cercle (6), ensemble des points M tels que : I%I{_E = 2. \ ik
» Justifier qu’il existe deux points A et A’ de (A), appartenant a (I',). \ M
Soit P un point de (A), distinct de A et A’, et (%;) la perpendi- -
culaire & (A) en P.
On suppose que : P € [AA’]. : (%)
» » Démontrer que : PF > 2 PK. - - AV kINA
" En déduire que: VM E (D), MF > 2 MH ; _ A F Py
- (@p) N (T,) = 2. _
On suppose désormais que P est extérieur a [AA’].
* Construire les points M de (@) appartenant a (T7,). (@) (T, _
{On pourra remarquer que : FM = 2 KP) : / \ e
* En déduire une construction point par point de (T,).
On obtient une hyperbaole. / \
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efmlﬁens

Soit (%) une drmte, F un point n appartenant pasal@leteun nombre réel strictement posmf. ;
On appelle conique de foyer F, de directrice (%) et d’excentricité e I'ensemble (T') des points M du plan
tels que % = e, ou H désigne le projeté orthogonal de M sar (3).

*Sie=1, (I') est une parabole.

*Si0<e<1, (I est une ellipse.

s Sie>1, [1“) est une hyperbole.

.

La propriété suivante a été demontree dans I'introduction.

Propriéte 1°

Seit (I') une conique de foyer F et de direcirice (2L
.La droite (A) passant par F et perpendiculaire a (3] est un 2x= de symétrie de iy

(A) est appelée axe focal de la conique (T).

Proprieté 20

Soit () une conique d’excentricité e et d’axe focal (A).
* Sie =1, (I) coupe () en un point S. ‘
*Siez1, (I coupe (A) en deux points dlstmcts AetA.

Le point S est appelé sommet de la parabole.
Les points A et A’ sont les sommets de la conique situés sur I'axe focal.

B émonstration |
On désigne par K le projeté orthogonal du foyer F sur la directrice (%).
Les points de (I') situés sur (A) sont les points M de (A) tels que : MF

MK~ ¢
* Si e =1, il existe un unique point de (I') situé sur (A) : le milieu S de [FK].
* Sie# 1, il existe deux points de (T) situés sur (A) : A =bar{(F, 1) ; (K, €)},

= bar{(F, 1) ; (K, —e]}.

Pour tout point M du plan dont le projeté orthogonal sur [96] estH,ona:
* M est intérieur a (I') si MF < e MH ;
* M est extérieur a (') si MF > e MH.

Remarques

* Le foyer F d’une conique est intérieur a cette conique.
= Tout point de la directrice (%) d’une conique est extérieur a cette conique.

Toute conique (I') partage le plan en deux régions : I'intérieur et I’extérieur de (I').
Sur les figures ci-dessous, on a colorié I'intérieur de chacune des-coniques.

e h o |
@) : : (D) %
Parabole Ellipse

(@)

Mol
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_..1.2. Equation réduite d’'une conique

mmzes=s Equation réduite d’une parabole

Soit (P) la parabole de foyer F et de direcirice (Z).
On désigne par K le projeté orthogonal de F sur (@) ; le milieu de [FK] est le sommet S de (%).

On munit le plan d’un repére orthonormé (S, 7, ) tel que : 7= o= SE.

g4
Onpose:KF=p;ona F(g) et [9]:.1-:—%.
P

HE
Soit M(;) un point du plan ; H( 2 ) est le projeté orthogonal de M sur (9).
y

Ona:ME(@‘)_ < MF =MH
= (- 5) +w=(x+ )

& P=2nx.

(%)

On en déduit la propriété suivante.

Soit (fP] la parabole de foyer F de directrice () et de sommet S.

Dans un repére orthonormé (S, z,f'] tel que 1=

SF (%) est la courbe d’equatmn Y= pr, ol p est
la distance de F A (%).

SF

Cette équation est appelée équation réduite de la parabole.
Le nombre réel strictement positif p est appelé paramétre de la parabole.
Remarques

- Un échange des axes de repéres (S, T)et(S, _?) condnit & une équation
réduite de la forme : x? = 2py.

L'axe focal de la parabole est alors la droite de repére (S, j’), le foyer est

F(;_) et la directrice (3) : y = — }Zl
2 P

(D)

¢ Dans le repére orthonormé (0,7 Jr 7), la courbe d’équation y? = 2ax (a # 0) est une parabole (QP) de som-
met O, d’axe focal la droite de repére (O, © ) et de paramétre lal.

a
Le foyer de (?) est F(g ) et sa directrice (%) : x = — %_

Exemples

* La courbe d’équation y* + 4x = 0 est une parabole de sommet O, d’axe focal la droite de repére (O, i')
et de parameétre 2. Son foyer est F(_ 1) et sa directrice (3) : x = 1.

* La courbe d’équation x? — 8y = 0 est une parabole de sommet O, d’axe focal la droite de repere (O, J i)
et de paramatre 4. Son foyer est F(O) et sa directrice (3) : y =— 2.

=z Equation réduite d’une conique a centre (e = 1)
Soit (I') la conique de foyer F, de directrice (@), d’excentricité e (e # 1) et d’axe focal (A).
() admet deux sommets A et A’ sur (A).

On munit le plan d’un repére orthonormé (O, 7, ) tel que O est le milieu de [AA’] et T= C%x OA.
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1 cas:0<e<1 2% cas:e>1

(%) ' (@)
. [ . @ ) _\ @
A 0 —i*’* F A K A O —1.+>|< A F

Ona: A =bar((F,1);(K e}l < OF+eOK=(1+e0A:
=bar{(F, 1) ; (K, —€)} & OF —eOK = (1—)OA".

— — —> —>

On en déduit que : OF = eOA et OA =eOK.

On pose : a = OA et ¢ = OF. >
Ona: OF=e0A et OA=eOK;onendéduiique:e=—§- et OK=%.

£
c Lo
De plus, F(O) et (D) :x = < o2
Soit M(;) un point du plan ; H(E) est le projeté orthogonal de M sur (2).
" Ona: ME([) & MF=eMH '

(x-cP+y?=

C

c? a®\?
= . az( )
=S {az—cz]%2 +y2—(a?-c?) =0
e

Soit (I') une conique de foyer F, de directrice (%) et d’excentricité e (e = 1).
On désigne par A et A’ les sommets de (I') situés sur son axe focal.

‘Dans un repére orthonorme (0,7 J 7) tel que O est le milieu de [AA] et T e L

OA, (T) est la courbe -~
= OA ,(]es_ac.oure.

-

d’éguation _x_; —? =1,0ia=0Aetc=0F

Ceite équation est appelée équation réduife _de Ia conique.

Remarques
2

L
b2-¢c?  p?-
L'axe focal de la conique est alors la droite de repére (O, J’), F(O) est un foyer, (3) : y = E une directri-
ce, B(ﬂ) et B’(_O ) sont les sommets de la conique situés sur I'axe focal.

® Un échange des axes de repéres (0, ) et (0, ) conduit & une équation de la forme :

) 2
_ * Dans le repére orthonormé (O, i,j i) la courbe d’équation ax-; +Eéy_—czz 1{a>0,c>0eta+#c)estla

2
conique de foyer F(S) de directrice (%) : x = % et d’excentricité e = %.

L'équation réduite d’une conique lorsque e # 1 permet de déduire des propriétés de symétrie.

Soit (I') une conique d’excentricité e (e = 1) et d’axe focal (A).
On désigne par A et A’ les sommets de (T) situés sur (A).

'+ La médiatrice de [AA’] est un axe de symétrie de ().

* Le milieu O de [AA’] est centre de symétrie de .

De telles coniques sont appelées coniques & cenire ; le centre de symétrie est appelé cenire de la -
conique. _
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Remarques

* F” et (%’), images respectives de F et (2] par la symétrie de centre O, sont également un foyer et une
directrice de (T). (T} est parfaitement déierminée par la donnée de F’, (5’°) et e.
* On a : FF’ = 2c ; FF’ est appelée distance focale de la conique & centre.

Le tableau suivant précise I’équation réduite de (I') suivant la nature de cette conique.

- BEE ST . __ (e>1) o
Ona:c<a;onpose:b”>=a?>-c2 Ona:c>a;onpose:b?=c?—a?

2 j 2 2 :

L’équation réduite de I'ellipse est : 'g’i + }b-"—z = 1. Léquation réduite de 'hyperbole est : %2 = % =1.

. ; ’

@) @ @ @)

/\ . o] A
A-\o JA / _

bn ol

Exemples 5
2
» Soit (€) la courbe d’équation : X, ¥ _q. Ona:a=5eth=3;donc:c=,/a2—h2=4,
q 2579

(&) est I’ellipse de centre O, de foyers F(g) et F’(_04), de sommets A(g) et A’(_05) situés sur 1'axe focal,

de directrices (%) : x = ZTS et (@) :x=- 215, d’excentricité %

* Soit (#) la courbe d’équation : —'zf«—y?- =1.0na:a=2etbh=1;donc:c=/Jaz+h2= \E.
(%) est I’hyperbole de centre O, de foyers F(‘[Og) et F’(_dg ), de sommets A(ﬁ) et A’("Uz) situés sur 'axe

focal, de directrices (@) : x = 4 o (@) rx=— 4 | J’excentricité L.
/5 J5 2

--1.3. Courbes d’équations Ax2 + By? + 2Cx + 2Dy + E=0

Dans ce paragraphe, le plan est muni du repére orthonormé (O, T, j ).

On considére ’équation Ax? + By? + 2Cx + 2Dy + E=0, ou A et B sont non tous nuls.
On se propose de déterminer, sur quelques exemples, la nature de I’ensemble (') des points M du plan
dont les coordonnées (x ; y) vérifient cette équation.

1. Déterminer la nature de I’ensemble (I') d’équation : y% - 4x+ 2y + 9 = 0.
Ona:Me(N e (y+1)?=4x-2).

Soit S(ﬁzl) et (X ; Y) les coordonnées de M dans le repére (S, 7, J).
Ona:M€e (I) e Yt=4X

Dong, (T) est une parabole de sommet S, d’axe focal la droite de repére (S, 7T)etde parametre 2.

2. Déterminer la nature de I'ensemble (I') d’équation : 4x* + y2 + 16x + 7 = 0.

2 2 .
ha:Me(l) e be+.2) +Y 1.
9 9
4 .
Soit O’(_Oz) et (X ; Y) les coordonnées de M dans le repére (O, ff)
' 2 2
Ona:ME(F)¢:>X—+ X =¥,
9 9
4

Donc, (I') est une ellipse de centre O’ et d’axe focal la droite de repére (O, 7).
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3. Déterminer la nature de I’ensemble (I') d’équation : 22 - 3y + 12y -3 =0.

2
Ona:ME(l")e::»—‘—té— +

w2k,

Soit O’(g) et (X ; Y) les coordonnées de M dans le rep2re (O, Eff)

bR i

Ona:Me(IN e —-T+T«.1
Donc, (T') est une hyperbole de centre O’ et d’axe foczl Iz droite de repere (07, J_"'].

4. Déterminer, suivant les valeurs du nombre réel m. Ia natumre de I’ ensemble (r,,) d’équation :
m+2)02+m?y? +2(m + 2lr—(m = 2)m?-1) =

e Sim=-2,
* Sim=0,

*Sim#—-2etm=0,0na: Me([,)

—Sim < -2, (I’ ) est une hyperbole de centre O (

ona: ME () ©y?=0.

e

3
Rl “‘T

Cﬁm

—Sim>-2,(T,) est une ellipse de centre O’(_D‘) :
en particulier :

(I",) est le cercle d’équation (x =

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 7, J ).

l.a

1.b

l.c

1.d

Soit (2) la parabole de foyer F et de directrice
(2) ; on désigne par d la distance de F a (3@).

Dans chacun des cas suivants, déterminer

I’équation réduite de (%) dans un repére conve-
nablement choisi.

a)d=2 bd=5 ¢)d=8 d}d:%.

Soit (I) la conique de foyer F, de directrice (@)
et d’excentricité e ; on désigne par d la distan-
ce de F a (9.

Dans chacun des cas suivants :

¢ construire les sommets A ot A’ de (T7) ;

* déterminer I'équation réduite de (I') dans un
xepére convenablement choisi.

.:1')d=5.ete=i b]d:Bete=-é—

3
c)ld=3ecte=2 djd=4ete=3,

Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation de la parabole de foyer F et de direc-
trice (9).

a) F(g) et (@):x=1 b) F(‘zl) et(@):x=1
c)F(_Di) et(@):y=3 d}F(}) et (D) :y=—4.

Dans chacun des cas suivants, déterminer une
équation de la conique de foyer F, de directrice
(%) et d’excentricits e,

l.e

1f

[

(F_' ) est le cercle d’équation (x = 1IF + 5" =
1P+ gz =

Dong, (T"_) est I'axe des absc1sses
ona: Me (T ] o (x+ 1)2 = 0. Donc, (T est k= droite d’équation : x = — 1.

I
lmﬁ

ook

s

b} F(_lz), (%) :y=I1 et e= %

cl F@ (@) :x=—1¢et e=2

d F(%) @ :y=0ete=3.

Dans chacun des cas suivants, déterminer le
foyer et la directrice de la parabole (P).

a) (P):y?=4x b) (P):x?*+4x+4y=0
o) @):2=4x+3 d) (P)iy=1-x+2.

Dans chacun des cas suivants, préciser la natu-
re et les éléments caractéristiques (centre, axe
focal; sommets situés sur 'axe focal, foyers,
dlrectnces et excentricité) de la conique .

¥ 2
) @:E+L =1 bMm: Lo
gL -Lor g m-2+ Loy

Dans chacun des cas suivants, démontrer que
(E) est une équation d'une conique a centre
dont on précisera le centre, l'axe focal et les
sommets situés sur cet axe focal.

a) E):x2+242-2x-3=0

b) (E):3x%+3y> +6x—4y+4=0
c] B):2x2—y?—4y—-12=0
d)'[E]:—x2+y2+6x+2y—-16=0.
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2 Etude delatparabole =i
Dans cette legon, le plan est muni du repére orthonormé (O, 7.

..2.1. Etude analytique

szz=== Tracé de la parabole

La parabole (%) d’équation réduite y* = 2px (p > 0] est la réunion des courbes représentatives (?,) et (?,)
des fonctions f, : x— {2px et fix—=>—2px.

(P,) et (P,) sont symétriques par rapport  la droite de repére (O, 7).

Etudions la fonction f] : x> J2px .
Ona: Df=[0_;+m[;
! P
VXxE0;+eof, fi(x)= e
On en déduit le tableau de variation de f, et la courbe (). ¢ b
x 0 + oo
£ +
-+ oo
===== Eléments caractéristiques de la parabole
Equation y? = 2ax x? = 2ay
Parameétre lal
Sommet @]
Axe focal La droite de repere (O, ) La droite de repeére (O, i)
a : 0
Foyer F( 2 ) F( & )
.\ 2
Directrice
Courbe

154 Coniques




Equation de la tangente en un point de la parabole
Soit (P) la parabole d’équation y? = 2ax (a = 0) st MB(;S) un point de (P).

* La tangente en O, sommet de (), a pour égquation : x = 0.

* Siy,> 0, une équation de la tangente a (P,) en M, est:

Yy—y2ax —=— (x — X, & yy,— ;=a(x %)

axa a 5=

alx +
* Si y, <0, une équation de la tangente & E:’P en M,
=galxr=

y+ \[Zaxﬂ A —-xn] =

¥ Za.xU

Sait (?) la parabole d’équation : y* = 2ax (a=0). ey
La tangente en un point Mu( ) de (?) a pour équation : yy, = alx + .-1:0}.--:'..': )

Lorsque (?) a pour équation x* = 2ay (a # 0] , la tangente a pour équation : xx, = aly + y,).
Exemples

* Soit (%) la parabole d’équation : y? = — 4x. :

Le point Mn(_zl) appartient a (%) ; la tangente en M, a (P) a pour équation: x +y—1=0.
e Soit (?) la parabole d’équation : x® — 8y = 0.

Le point Mo(g) appartient a [;E’P) ; la tangente en M, & (P) a pour équation : x -y —2=0.

Régionnement du plan par la parabole
Soit (P) la parabole d’équatlon y? = 2ax (a = 0).

Le foyer de (P) est F( 2 ) et sa dlrectrice (D) :x=— %.

Pour tout point M du plan dont le projeté orthogonal sur (@) est H, on a :
® M est intérieur a () & MF2<MH? & ( — E)z+y2 < (x+ 2)2 & Yy < 2ax;

2 2
e M est extérieur 4 () < MF2>MH? & ( - %)2 +y > (x + %—)2_ & ¥ > 2ax.

_.2.2. Etude géométrique
Soit (%) une droite du plan et F un point n’appartenant pas a ().

On se propose de construire point par point la parabole (?) de foyer F et de directrice (%), ainsi que la
tangente en chacun de ces points.

* Soit H un point de (D) et (A,) la perpendiculaire & (2) en H. ’
Un point M de (Ay) appartient a (%) si et seulement si : MF = MH. M
Dong, le point d’intersection de (A,) et de la médiatrice de [FH] H

est 'unique point de (A,) appartenant a (%).
Réciproquement, tout point M de (?) qui se projette orthogona- H

lement en H sur (@), est tel que MF = MH, c’est-a-dire appartient A
a la médiatrice de [FH]. (T A

* Démontrons que la médiatrice de [FH] est la tangente (T,,] en ,

M a (). K|S\ F

Soit M’ un point de (T}, distinct de M, et H’ le projeté orthogo-
nal de M’ sur (%).

Ona:MH=MTF e M'H>MH. . (%)
Donc : M'F > M'H’ ; c’est-a-dire M’ est extérieur a ().
Tout point M’ de ('TM], distinct de M, est extérieur a (?) ; donc (T,,) est la tangente a (?) en M.
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Soit (QP) la parabole de foyer F et de dnecmce (@). -

Pour construire un point de (P) et sa tangente, on peut utiliser le procedé suwant
® par un pom’r H de (@), tracer la droite (Ay) perpend.lculalre a(@);

e tracer la médiatrice de [FH].

-Ces deux droites se coupent en un point M de (P).

La médlatnce de [FH] est la tangente en M 3 (?).

Remarque

La parabole () de foyer F et de directrice (2 ) est 'ensemble des centres des cercles passant par F et tan-
gents a (B ).

2.3, Travaux dirigés

Seit () la parabole d’équation : y* = 2ax (a = 0).
1°) a) m étant un nombre réel non nul, démontrer qu’il existe une unique tangente a (?) de coefficient
directeur m.

b) Démontrer que cette tangente a pour équation : y = mx + =

2m

2°) Seit P(B) un point du plan. Déterminer, suivant la position de P, le nombre de tangentes a (%) pas-
sant par ce point.

3°) a) Déterminer I’ensemble des points M du plan d’oil ’on peut mener deux tangentes perpendicu-
laires a ().

b) Démontrer que dans ce cas, si on désigne par M, et M, les points de contact de ces tangentes avec
(%), 1a droite (M,M,) passe par un point fixe.

Solution
1°) a) La tangente en un point MB(;“) de la parabole (P) d'équation y? = 2ax (a # 0) a pour équation :
0
yy, = alx + x,) ; dong, si y, # 0, elle a pour coefficient directeur : &.
! 5
a

m’

Ona:m=% & y, =
Yy
Dong, si m # 0, il existe une unique tangente & (%) de coefficient directeur m.

b) Cette droite est la tangente a (@’] en M (y ) tel que : y, = 2 et x,= y_ﬂ =_a_

a . —__a -A-
Cette tangente a pour équation : y — o = m(x mz ) c’est-a-dire : y = mx too

2°) Une tangente a (%), de coefficient directeur m, passe par le point P(%) si et seulement si :

B = ma +-2-?n- ; C’est-a-dire : 20m?-2fm +a=0 (1)
Le discriminant réduit de I’équation (1) est : A’ = f% — 2a0.

On en déduit que :

e 5i 32 - 2a0 > 0, c’est-a-dire 5i P est extérieur a (#), il existe deux tangentes a () passant par P.

* si B2 — 2a0 = 0, c’est-a-dire si P appartient a (), il existe une tangente a (%) passant par P.

* si B2 — 2a0 < 0, c’est-2-dire si P est intérieur a (®), il n’existe pas de tangente & (P) passant par P.

3°) @) Les tangentes a (%) issues d’un point M sont perpendiculaires si et seulement leurs coefficients
directeurs m, et m, sont tels que : mym, = — 1.

— S,
2a ;donc:mm,=-1 & o= 5

Donc, ’ensemble des points M d’ot I'on peut mener deux tangentes perpendiculaires a (%) est la droite

d’équation x = — %, c’est-a-dire la directrice (@) de ().

Or:mm, =
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b} Soit M un point de (%), M, et M, les points de contact
des tangentes a (P) issues de M, H, et H, les projetés
orthogonaux respectifs de M, et M, sur (). ‘Ona:

* (MM,) est la médiatrice de [FH,] ;

donc, par syméirie : (MF) L (FM,) ;
* (MM,) est la médiatrice de [FH,] ;

donc, par symétrie : (MF) L (FM,) ;

On en déduit que la droite (M,M,) passe par le point F.

L]
ME xercices |
2.0 Tracer la parabole (®) d’équation : y? = 8x. 2.d  soit (?) une parabole de sommet S et M un
Déterminer le point A de (P) ol la tangente est point de (). La tangente (T, ;) en M a (%) coupe
paralléle a la droite d’équation : 2x + 3y —3 = 0. I’axe focal en un point T.
Déterminer une équation de cette tangente. Démontrer que le symétrique de T par rapport
a S est le projeté orthogonal de M sur 'axe
2.b  Tracer la parabole () d’équation : y? = 36x. focal.

Déterminer les tangentes & (%) passant par le ;
point P( ) ainsi que les coordonnées des ~ 2.€  Soit (?) une parabole, M un point de (?) et

£ d P). (Tyy) la tangente en M a (?). La perpendiculai-
points de contact de ces tangentes avec (P) 20 o5 M4 (T, Y eompe e iaal anii. .

Démontrer que le symétrique de N par rapport

2.c  Tracerla parabole (?) d’équation y* + 2x = 0 et au foyer F appartient a (T),).

détérminer une équation de la tangente aux
points de (P) d’abscisse — 1.

_Etude d

Dans cette legon, le plan est muni du repére orthonormé (0, 7, j ).

__3.1. Etude analytique

Tracé de l'ellipse
2y
Soit (%) I’ellipse d’équation : xz + F =1(a>0,b>0).

(€) est la réunion des courbes représentatives (€,) et (€,) des fonctions fitx— % a? — x? et
fix—— % a?z — x2,
(€,) et (§,) sont symétriques par rapport & la droite de repére (O, 7).

Etudions la fonctlon Fig e ——Jaz —x2,
Ona: D.=[-a; al ; f; est une fOHCthIl paire, on peut réduire son étude 4 [0 ; al.
Vxe€(0;al, filx)= a z_ =

De plus, M = i a +x; donc: lim Mz—m
X—a _ a xX—-a x-oa X—-qa

(€,) admet une demi-tangente verticale au point A(g’).
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On en déduit le tableau de variation de f] et la courbe (¥).

x 0 a
fix|0 o
b
£, \ 0

= Eléments caractéristiques de lellipse

b .
i (&)
Ty _

i1 cas:a>h

22cas:a<b

2 . y2
Equation —ZtiEs 1
Demi-tiistance focale c=.az-b2 c=Jp2—a2
PR _c _cC
Excentricité g e e=4
' A a A —-a B 0 B’ 0
Bamheis (0) (o. ) (b) (- b)
axe focal : (AA’) | axe focal : (BB’)
. Axes grand axe : [AA] grand axe : [BB’]
petit axe : [BB’] petit axe : [AA’]
c =0 0 /0
Foyers F(O) et I ( 0 ) F(c) et F (_ c)
2 2 ' 2 2
Directrices @) :x= % gt @):x=- %. (D) :y= '% et @):y=- %

Cercles remarquables

cercle principal : 4(O ; a)
cercle secondaire : €(O ; b)

cercle principal : €(O ; b)
cercle secondaire : 6(0 ; a)

Courbe

PR

(@)

L@

i
!
i
i
i
1
g :
i
!
H
H
i

(%)

Bl

(D)

B(O ; a) désigne le cercle de centre O et de rayon a.

Remargu’e

Lorsque a = b, (€] est Ie cercle (0 ; a).
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= Equation de la tangente en un point de 'ellipse
On démontre la propriété suivante de facon analogue 2 celle concernant la parabole.

2
Soit (€) I'ellipse d’équation : ’tz 5 + %2 =
La tangente en un point M ( ) de (&) a pour eqnmm ‘[%2“ =1.
Exemples 5
¢ Soit (€) I'ellipse d’équation : % + % = 1.

3
Le point Mﬂ(;l) appartient a (€) ; la tangente & (€) en M, = pow= éguation : S9x + 20y - 75 = 0.
5

* Soit () I’ellipse d’équation : 4x* + y* = 4.

B
Lepoth( )appartmntﬁ[%] latancenma[i)m\gameq@mm-_,h y—4=0.

—~

.. 3.2. Elipse et cercle

Represenfohon paramétrique de l'ellipse

2
Soit (€) ellipse d’équation : = gz 1.
- x ' X\ (Y
Pou.ttoutpoth(y), ona:M e (€) = (a.) +(b) =1
x _ -
= HBER,E—COSG etb-sme

< J0E€R, x=acosh et y=bsinb.

On en déduit la propriété suivante.

L'ellipse d’equatlon 12

=1 a pour représentation paramétrique : { A= acesh 6 e R).

F’- y = b sinb

Remarque

Plus généralement, 1’ellipse d’équation

(x — o) i (y - B)?
a? b?

= 1 a pour représentation paramétrique :
x=acosb + o © € R).

y = bsind + P
Exemples
s .. . x+1)? (y—-2)7 3 ) 5 %
* Lellipse d’équation e T - 1 a pour représentation paramétrique :

x=4cosf—-1
{y 2251n9+2(eER]

* Le systéme {’;: §§§§9+_31 (6 € R) est une représentation paramétrique de l’ellipse d’équation :
2
(x - 3)? +%}l =1 ; c’est-a-dire : 4x% + y?> —24x + 2y + 33 = 0.
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801’: a et b deux nombres réels (@ > b > 0) et (€) I'ellipse de représentation paramétrique : ‘; z ggﬂf’g (6 €R).

On désigne par A et A’ les sommets de (&) situés sur ’axe focal et par (€) le cercle de diamétre [AA’].

(6) a pch représentation paramétrique : { w=ue s9 (6 € R).

Soit f Laffinité orthogonale d’axe (AA) et de rapport -2 b
L'image d'un pomt M( ) par f est le point M’ (y ) tel que : {

. X = a cosb
Ona:M€e¥) o ey (CE=331

x’ = acos@
At {y b sin® <R

= M € (€).

Donc (&) est I'image de () par £ On en déduit la propriéié suivante.

Soit (€) l’e]]ipse_ d’équation -&I; + -‘%; =1 (@ > b> 0), de sommets A et A’ situés sur I'axe focal.

(€) est 'image du cercle de diamétre [AA’] par I'affinité orthogonale d’axe (AA’) et de rapport %.

"Remarque '
® La tangente en M’ a (€] est I'image de la tangente en M & (8) par I'affinité orthogonale ; done, ces deux
tangentes se coupent en un point de (AA’).

* Si on désigne pdr B et B’ les sommets de (4) non situés sur 'axe focal, (€) est I'image du cercle de dia-
métre [BB’] par I'affinité orthogonale d’axe (BB’) et de rapport %.

De ce qul precede on dedmt une construction pomt it pomt de I’ elhpse

x = acosb
y=bsind

P our. COnstrmre un point de (¥), 011 peut utlhser le procede sulvant :
. tracer les cercles (‘6 ] et (‘6 ] de centre O et de rayong....._; Seiians
- respectlfsaetb Sl ety =

801t (&) 1 elhpse de représentahon parameinque {

[BEIR];tquue a>b>0

o ® fracer un dlametre [AA"] de {"6 ] : - 5 &
- ® tracer une demi-droite d’origine O cette demi-drm—
te coupe (4,) et [‘62] respectivement en P, etP, | - M™N,
-= tracer la pcrpcndmula:re a (AA] paasant par P et la s A

- parallgle & (AA’) passant par P
Le point d’intersection M de ces deux d_rorces est un
point de (¥). _ e

[AA] est le grand axe de (‘8)

—r-3.3. Définition bifocale de l'ellipse
Soit (%) I’ellipse d’équation : -2 bZ =1 (a>b>0).

¥4 2
(€) a pour foyers F(g) et F’( 0 ) ol ¢ = Ja? — b2 ; ses directrices sont (@) : x = % et (B):x=- % ;

son excentricité est : e = ﬁ—.
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Soit M un point du plan, H et H’ les projetés orthogonaux res-

pectifs de M sur (@) et (D). _
*SiME (8),ona:MF=eMH et MF’ = e MH'. (¢) Blb _

[ ) ' 1 2.‘1 E H' |1 : /_—‘.__‘-\M ’ H
Donc : MF+MF-eHH—a £ =2a / \
* Si M est intérieur a (), ona: MF <eMH et MF’ < e MH". AP ) (;:‘ aA
Donc : MF + MF’ < eHH’ ; c’est-a-dire : MF + MF’ < 2a. k-/ _
¢ Si M est extérieur & (€),ona: MF >eMH et MF’ > eMH". - Bl-b -
Donc : MF + MF’ > e HH ; c’est-a-dire : MF + MF’ > 2a. ) @)

On en déduit la propriété suivante.

2 :
Soit (¢) ellipse d’équation réduite af; + %2 =1 (a>b>0),defoyersF et F’,

(é) est I’ensemble des points M du plan tels i;ue : MF + MF = 2a.

Cette propriété, parfois donnée comme définition de I'ellipse. est appelée définition bifocale.
Dans cette définjtion, on a FF’ = 2c tel que : c < a.

Remargues

* Les points M vérifiant MF + MF’ < 2a (respectivement MF + MF’ > 2a) sont intérieurs (respectivement

extérieurs) a (8). M
* Cette propriété permet une construction de I'ellipse par la « métho- p\
de du jardinier » : un fil, de longueur 2a, tendu entre deux points F P F
et I,

¢ Lorsque a = b, F = F’ et () est le cercle de centre F et de rayon a.

Exemples 5
A

* Soit (¢) l'ellipse d’équation réduite : )

Ona:a=2/2 et b=2:;donc:c= aﬁ—b2-2 _ 9
(€) est 'ensemble des points M du plan tels que MF + MF’ = 4,2, on F(O) et F’( 0 )

* Soit F et F’ deux points tels que : FF’ = 4,
Déterminer 1’équation réduite de ’ellipse (%) définie par : MF + MF’ = 8.
On munit le plan d*un repére orthonormé (O, 7, ) tel que O est le milien de [FF’] e

Ona:c=2eta=4;donc: b= Ja?~-c?=2/3.
2.y

(€) a pour équation réduite : 6 *1=

De sa définition bxfocale, on déduit une nouvelle construction pomt par point de 'ellipse.

Une justification de cette construction est proposée en fin de chapitre (cf. exercice n° 44).
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—.3.4. Travaux dirigés

On appelle corde d’une ellipse tout segment joignant
deux points de cette ellipse.

Soit (€) une ellipse de centre O et P un point du plan,
extérieur a (€).

Déterminer le lieu des milieux des cordes de (€) pas-
sant par P.

Solution

Une droite (A) passant par P coupe (€) en deux points
M et N ; on désigne par I le milieu de [MN].

Soit f l'affinité orthogonale qui transforme (€) en son
cercle principal (6).

¢ ftransforme P en P’ et [MN] en une corde [M'N’] de -

() dont le milieu I’ est I'image de I par f.

Or, (OD’) est la médiatrice de [M’N’] ; donc I’ appartient
au cercle (I") de diameétre [OP’].

Réciproquement, tout point de (I"), intérieur a (%), est
le milieu d’une corde de (€) passant par P.

Dong, le lieu de I’ est I’ensemble des points de (I”) inté-
rieurs 2 ().

e I est 'antécédant de T’ par f ; donc, le lieu de I est 1'an-
técédant par f du lieu de I'.

L’antécédant de (I) par f est une ellipse (I') dont le grand axe est I’antécédant du diameétre de (I"’) paral-

lele a I’'axe de I'affinité orthogonale.

Le lieu de I est I'ensemble des points de (I') intérieurs a (€).

Sur la figure ci-dessus, le rapport de I'affinité orthogonale est

E Xercices':

3.a  Tracer I'ellipse (¥) d’équation : x2 + 4y2 = 25.
1. Déterminer une équation des tangentes a (%)
aux points de (€) d’abscisse 4.
2. Déterminer une équation des tangentes a (€)
ayant pour coefficient directeur &

3.b  Dans chacun des cas suivants, déterminer une
représentation paramétrique de 'ellipse (€).
a)l (B):x*+2y* +4x—4y=10
b) (8):4x*+y*-8x+6y—3=0
c] (€):3x2+y%>+6x—2y=0.

3.C  Dans chacun des cas suivants, déterminer une

équation de 'ellipse dont on donne une repré-
sentation parameétrique.

x=%0059—1 O ER)
al {y=%sin9+2
x=2cos0 — 3
i {y=3sin9 +1 LA
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3.d

3.e

3f

3
=

Soit F et F* deux points du plan tels que : FF’ = 6.
Déterminer, dans un repére convenablement
choisi, I'équation réduite de I’ellipse définie
par : MF + MF” = 8.

Dans chacun des cas suivants, donner la défi-
nition bifocale de l'ellipse (4).

2 2
g@:Z+L-1 pE:L+L-a

1. Soit Al
tion de I’ensemble (4) des points M du plan
tels que : MA. MA’ = 1.

2. Déterminer une équation de I'image de (€) :
a) par I'affinité orthogonale d’axe la droite de
repere (O, 7)etde rapport %;

4
(__21) et A’ (_32). Déterminer une équa-

b) par l'affinité orthogonale d’axe la droite de
repere (O, §') et de rapport 2.



Dans cette legon, le plan est muni du repére orthonormé (O, L1

_.4.1. Etude analytique

momamm Tracé dé 'hyperbole
Smt [3'6] I’hyperbole d’équation : x % =1.

aZ
() est la réunion des courbes représentatives (¥,) et (¥,) des fonctions f, : x — —J — a2 e
. b 2_ g '
Jo x> — X —a?

(#,) et (%,) sont symétriques par rapport a la droite de repére (O, Tk
b

Etudions la fonction f, : x o — a?.
Ona: Dfl =]-o;—a]l Ula; + e[ ;] est une fonction paire, on peut réduire son étude a [a ; + =[.
Ve€las+ol, fl)=L2 X

‘xz_az
x)-f(a a-x x) —f.(a
DepluS’M=£‘/ lva.}.x; dOﬂC:limM=+W.
x—-a a x-a x=a X—a

(%¢,) admet une demi-tangente verticale au point A(g).
On démontre également que la droite d’équation y = %x est asymptote a (3,) en + o,

On en déduit le tableau de variation de f] et la courbe (¥).

X a + oo

S0 t

£ 0/+w

Remarques
hyperbole d'équation— 55 + &5 Pimage de Phyperbole d’équation %5 — ¥ = 1 par la symé
» L’hyperbole d’équation — £ Hzm 1 est I'image de I’hyperbole d’équation B-GgT 1 par la syme-
trie orthogonale d’axe la premiére bissectrice.
2

2 x2
 La réunion des asymptotes de Iihyperbole d’équation ';2 ‘gj = 1 a pour équation : —2 - %_; =0.
e Si a = b, les asymptotes sont orthogonales et e = /2 ; on dit que (%) est une hyperbole équilatére.
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mzsmez Eléments caraciéristiques de 'hyperbole

‘ . 2 2 2
Equation ?_%=1 —?—r%:
Demi-distance fécal_e c=Ja? + b2
Y _ L iy 84
Exceytnmte g g €=
' AlD) a2 8% B(°
SOMIEE (o) 2(%) - B(p) B(p)
Axe focal (AA) (BB’)
Foyers | F(g) et F’(_Uc) F(g) et F’(__Oc)
5 . ) _ az iy _ aZ . _ bZ . _ bZ
Directrices [QD).;—? et (%).x——? [QZ}].y-—F et {@).y——?
sz N.q__ b
Asymptotes _ . A):y= o x et (A)ry=-— =X
, | o (96)
(A @A)~ : P>/ |
Pl . |
b/ D e L @) Blb @ |
Courbe AR ~ANG ) I A & I
| \\,__/ < : Q
@ @) e, i

. ; e X% Y
Seit (%) I'hyperbole d’équation : il 1.

La tangente en un point Mo(;cz) de (3¢) a pour équation :%r; - ‘1%'22 =1.
2 . xx
Lorsque (¥) a pour équation - g + % = 1, la tangente a pour équation : - Tzo + %yéq = 1.
Exemples ‘ -

* Soit (#) 'hyperbole d’équation : %z —P="1

3

Le point M,| /5 | appartient & (%) ; la tangente 2 (%) en M, a pour équation : 3x — 2,/5y — 4 = 0.
2

* Soit (¥} I’hyperbole d’équation : — 2x2 + 3y% = 1.

Le point Mo(_l 1) appartient a (#) ; la tangente a (%) en M, a pour équation : 2x + 3y + 1 = 0.

=2 Equation de I'hyperbole rapportée & ses asympfotes -

Nous avons rencontré dans les classes précédentes des hyperboles, courbes représentatives des fonctions

homographiques. Démontrons que I'hyperbole définie maintenant est également la courbe représentati-
ve d'une fonction homographique. : : .
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Soit (¥#) I’hyperbole d’équation réduite : g ki~ o 1.
On se propose de déterminer 1’équation de (%) dans un repére dont les axes sont les asymptotes de (%),

par exemple le repere (O, I, v) tel que : ﬁ(g) et ?(_ab).
Soit M un point du plan, de coordonnées (x ; y) dans le repére (O, ff] et de coordonnées (X ; Y) dans
le repére (O, u, v
— - - —> —>

Ona:OM=xi+yj=Xu+ Yv

= X(a?+ bj") + Y(aT- b))

=aX+YV)T+bX-Y)] .

x=aX+Y)

Dong : y=hX-Y) .
On en déduit une équation de (#) dans le repére (0, u.t): Y= . 2y /

F ]

— -

On obtient ainsi 'expression d'une fonction homographique. P

Exemple )

Soit (3) ’hyperbole d'équation% - % =1danslereper= (0.7 7 ).
Ona:a=2eth= Z\E. Soit le repere (O, u, o) tel que: T:(fg) eir _115)
g s fx=X=+Y

On en déduit les formules de changement de repére : Y= 3X-Y)

Dans le repére (O, ), (%) a pour équation : 3(X + Y)? - 3(X —-Y)2 =12 : c'est-a-dire: Y= lX
4.2, Définition bifocale de I'hyperbole

y?.
in [a>0,b>0].

(%) a pour foyers F(g) et F’(BC), il e Jaz + b2 ;

Soit (3) hyperbole d'équation réduite : & —

; < a? a?
ses directrices sont (@) : x = < © @) :ix=~- =

son excentricité est : e = %.

(%) est la réunion de deux courbes (#,) et (%,) situées respectivement dans les demi-plans ot les points
ont des abscisses positives et négatives.
Soit M un point du demi-plan défini par x = 0, H et H’ les pro- (‘JV
jetés orthogonaux respectifs de M sur (@) et (@"). o H - M
* SiM € (¥,), on a : MF = eMH et MF’ = e MH". )/7

] ¥ /’#
Donc : MF’ — MF = eHH’ = 2a. x
* 5i M est intérieur a (#,), on désigne par N le point d’inter- F O
section de (MF’) et (%,).
On a: MF < MN + NF et NF’' —NF = 2a.
Donc : MF’ — MF > MF’ — (MN + NF) ; @Y (D)
c’est-a-dire : MF’ — MF > NF’ — NF ou MF’ — MF > 2a.
* Si M est extérieur a (¥,), on démontre de méme que : MF’ — MF < 2a.
On a un résultat analogue dans le demi-plan défini par x < 0.

(%o)

n en déduit la propriété suivante.

2 S, SR R 5
2
Soit (¥) 'hyperbole d’équation réduite g: - %2 =1 (a>0, b > 0), de foyers F et F.
(90) est Vensemble des points M du plan tels que : JIMF - MF’| = 2a. N

Cette propriété, parfois donnée comme définition de I'hyperbole, est appelée définition bifocale.
Dans cette définition, on a FF’ = 2c tel que : ¢ > a.
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Remarque

Les points M vérifiant | MF — MF’| > 2a (respectivement | MF — MF’| < 2a) sont intérieurs (respective-
ment extérieurs) a ().

Exemples

2
e Soit (¥) 'hyperbole d’équation : %2 - % = I

Ona:a=2eth= Jg donc:c= /a2 +b2=3. ' 3
(%) est ’ensemble des points M du plan tels que IMF —MF’| =4, ou F(O) et F’(ﬁo )

¢ Soit F et I’ deux points tels que : FF' = ]
Déterminer I’équation réduite de I’ hyperbo 3 ') définie par : IMF -MF'| = 2/3.

.On munit le plan d'un repére orthonormé (0. ij)tel que O est le milieu de [FF’] et i= é. 5]?'

Ona.c=28ta_f,donc.b— cz2—a =1.

(9€) a pour équation réduite : ﬁ -r=1

De la deﬁmhon bzfocale, on dedmt une construction point par point de I’hy'perbole

~Soit (%} l’hyperbole définie par:

|MF - MF’| =2a (FF >2a>0).

- Pour construire un point de (¥) et sa tangente, on.
_-peut utiliser le procédé suivant : oo
e iracer le cercle (4€) de centre F’ et de rayon 2(1 =
» tracer un rayon [F’K] de (6); . e
* tracer la médiatrice de [FKI. SR

~ Cefte médiatrice coupe (F" K) en un pomt Mde

| [?f) et est tangente en M a {‘?f] ' e

Une }ustfﬁcatxon de cette constructmn est proposée en fm de chapﬂre (i cf exercice 45).

Remarque

Si (FK) est tangente au cercle, la médiatrice de [FK] est paraﬂe]e a (F’K) ; donc le point M n’existe pas et
cette médiatrice est I'une des asymptotes de I’hyperbole. :

L
E Xercices:
4.0 Tracer hyperbole (%) d’équation : x? — 2y? = 2. 4.d Ddns chacun des cas suivants, déterminer une
1. Déterminer une équation des{_tangentes a (30 équation de 'hyperbole dans le repere (O, 4, v)
aux points de (3€) d’abscisse 2/2. tel —r1 ¢ 1
2. Déterminer une équation des tangentes & (J€) eLque u(l) ® IJ( 1)'
ayant pour coefficient directeur 1. a)x>—y?>+4=0

. * bl -y +2x—4y=0
4b So:itF ei‘:F’ deux points du Qla.utels que:FF' = )Xty —Bx+2y+24=0.
Déterminer, dans un repére convenablement

choisi, ’'équation réduite de I'hyperbole défi- :
nie par : |MF - MF’| = 4. 4.e 1. Constrnire sur un méme graphique les
hyperboles (%) et (#’) d’équations respectives
xX*-3y2-1=0 e 3*—py’+1=0.

A.¢ Dans chacun des cas suivants, donner la défi- 2. Démontrer que (J¢') est 'image de (9) par :

nition bifocale de I’hyperbole ().

b < a) la rotation r de centre O et d’angle Z-;
a) (9¢) : - ha %—- =1 b) (3€) : - +g=L b) la symétrie orthogonale s d’axe la premiére
bissectrice.

166 Coniques



Le plan est muni du repére orthonormé (O, i, j ).

Construction d’une conique

1 Soit F un point et (@) une droite du plan telle
que la distance de F & (@) est égale a 4.
Dans chacun des cas suivants, construire 10 points de la
conique de foyer F, de directrice (%) et d’excentricité e.

al e=1 c)] e=3
2 Déterminer le sommet, 1’axe focal et le foyer.

puis-tracer les paraboles d’équations :
a] 2y +3x=0 bj3x—-4y+4=0

c] 2y*—4y=x-3 dx*—2x=-3y—1.

b) e=%ﬂ

3 Déterminer le centre, 1'axe focal et les sommets,
puis tracer les ellipses d’équations :

aj %+~4—_1 b) x—-1P2+4(y+2)2=4
2 = 2 —_2)2 -
c %+ f—ﬁ =1 d) [x';” + (ygz) =1

& Déterminer le centre, I'axe focal et les sommets,
puis tracer les hyperboles d’équations :

a) %—%1 b) (x-1)2-4(y+2)?2=4
2 —1)2 2
c) %—%: d) _(x41] i (y«;z] i

= quation d’'une conique

2
5 Soit () ellipse d’équation : % + ‘% =1.

Déterminer une équation de I'hyperbole ayant pour
sommets les foyers de (€) et pour foyers les sommets de
(€] situés sur 'axe focal.

- 2
€ Soit (9¢) I'hyperbole d’équation : ‘%2 - yT =1.

Déterminer une équation de l’ellipse ayant pour foyers
les sommets de (¥) et pour excentricité %

7 Soit (@) 1a parabole d’équation :
Y2 —4x+2y+9=0.
1. Déterminer les éléments caractéristiques de (%) et
tracer (P).
2. Déterminer une équation de 'image de () par cha-
cune des transformations suivantes :
El) la ﬁymétne orthogonale d’axe la droite de repére
0,Jj
b) la symétrie de centre O ;
c) la symétrie orthogonale par rapport & la droite
d’équation : y = x.

Exercices”

€ Soit (T) I'ensemble des pomts M( ) tels que :
¥t —9=9x% - 18x2%
Démontrer que (I) est la réunion de deux coniques dont
on déierminera la nature et les éléments caractéris-
tiques. Tracer (T).

9 Dans chacun des cas suivants, déterminer et
tracer I'ensemble (I) des points M(;) tels que:

b) 25x|x| +16y% =64

a] &=+ gyl =g
| 4x2 — 16x|.

c) axixlsaoylyl=144 &) 9=

Représentations |
paramétriques d’'une conique

10 Démontrer que le systéme

x=cos(d+ 3
{ 3 6eR)

y = 2cos(0 - —63
est une représentation paramétrique d'une conique dont
on précisera la nature et les éléments caractéristiques.

= cosgﬁ @ER)

est une représentation paramétnque d’une partie de
parabole que I’on précisera.

11 Démontrer que le systéme { :

12 Démontrer que le systéme

- _1 -1
cos20 T g 5
be[o; —
uy=2+ tanze{ [ 4}
P

est une représentation paramétrique d’une partie d’hy-
perbole que I’on précisera.

13 Soit (I 'ensemble des points M dont les coor-
données (x ; y) vérifient :
x=2el+e?
g Dete -t (t €R).
Démontrer que (I') est une partie d’hyperbole que I'on
précisera. Tracer (I').

D éfinition bifocale
des coniques a centre

14 Soit F et F’ deux points tels que : FF’ = 3,
Déterminer, dans un repére convenablement choisi, une
équation réduite de I’ensemble des points M tels que :
a) MF+MF =5 b) |MF-MF|=

15 Soit les points F(_22) et F’(g).

Déterminer une équation de l’ensemble des points M
tels que :

a) MF +MF =10 b) |MF-MF|=a4.

(On pourra au préalable déterminer I'équation réduite
dans un repére convenablement choisi.)
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16 Soit les points F( 11) F’('.ll). ;
Lz-7ret v=1@+7)

N V2

1. Déterminer dans le repére (O, . T) une équation de
’ensemble des points M tels que

a) MF +MF =4 IMF—MP| = 2.

2. En dedulre une équatlon de ces ensembles dans le
repére (O, , 7 )-

On pose : U=

Coniques
et lieux géométriques

17 Soit (4) un cercle de centr O et de rayon R,
(A) une droite non sécanie & (€L
Démontrer que le lieu des poinis M. centres des cercles
() tangents & (A) et & (€). est une par=bole de foyer O
dont on précisera la direcizice.
On distinguera deux cas :
— (T') et (6) sont tangents exiérienrement ;
— (@) est inlérieur 4 (l")

18 Soit (€) un cercle de centre O et de ravon R, F
un point intérieur & (%) et distinct de O.
Démontrer que le lieu des points M, centres des cercles
passant par F et tangents a (%), est une ellipse dont on
précisera les foyers.

19 Soit (€) un cercle de centre O et de rayon R, F
un point extérieur a (€).
Démontrer que le lieu des points M, centres des cercles
(I) passant par F et tangents & (), est une hyperbole.
On distinguera deux cas :
— (T') et (€) sont tangents extérieurement ;
— (@) est intérieur a (T).

20 soit (€) et (4’) deux cercles de rayons dis-
tincts, tels que (€’) est intérieur a (6).
Déterminer le lieu des points M, centres des cercles tan-
gents a (6) et (4').

21 Soit (@) et (4’) deux cercles extérieurs I'un par
rapport 4 autre, de rayons R et R’ tels que : R > R’.
Déterminer le lieu des points M, centres des cercles
tangents 3 (€) et (€’) .

On distinguera quatre cas :

— (T} extérieur a (6} et (€°) ;

— (@) et (€’) intérieurs a (T') ;

— (@) intérieur a (T'), {€’) extérieur a (T) ;
— {@’) intérieur & (1), (@) extérieur a (T).

22 Soit (@) une droite et A un point n’apparte-
nant pas a (). On considére les paraboles passant par
A et de directrice ().

1. Démontrer que le lieu des foyers de ces paraboles est
un cercle (privé d’un point) que I’'on précisera.
2. En déduire le lieu des sommets de ces paraboles.

Coniques
et transformations

23 1. Démontrer que I'image d'une conique par
une isométrie plane est une conique de méme équation
réduite.

168 Coniques -

2. Démontrer que I'image d*une conique par une simili-
tude plane est une conique de méme nature et de méme
excentricité.

248 Soit () I'ellipse d’équation 4x? + y* =36 et les
poinis A(g) et B(g).
Soit M un point de (€) et M’ I'isobarycentre des points
A, BetM.
1. Démontrer que M’ est 'image de M par une transfor-
mation que l'on précisera.
2. En déduire une équation de I’ensemble (€’) des points

M’ lorsque M décrit (¥).
Tracer (8) et (€’) sur un méme graphique.

25 Soit f la transformation du plan qui & tout
- ot s Pl
point M(;) associe le point M (y) el que

X’ =x+,3y
{ y=-— Br+y.
1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f.
2. Sgit (%) I'ellipse d’équation : 4x? + y* = 4.
Déterminer une équation de (¥’), image de (%) par f.
3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de (€’).
Tracer (%) et (€’) sur un méme graphique.

26 soit (%) 'hyperbole d’équation : x? — 3y = 3.
1. Déterminer une équation de (9¢’), image de (¥) par la
rotation de centre O et d’angle —’6‘:—
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques
de (3¢).
Tracer (¥) et (%¢’) sur deux graphiques distincts.

Coniques
et nombres complexes

Dans cette rubrique, le pIan complexe est muni du
repére orthonormé direct (O, e, & 32}

27 1. Déterminer la nature et les éléments carac-

téristiques de la courbe (3‘6] d’équation :
32—y +2x+1=0.

2. a) Démontrer que les points A, M et M” d’affixes res-
pectives 1, z et z* sont alignés si et seulement si
1+ z + 2% + z° est un nombre réel.
b) En déduire que l'ensemble de tels points M est la
réunion de (%) et d'une droite que l’on précisera.

28 On désigne par z I’affixe d*un point M.
%z - %E 1.
Dans chacun des cas suivants, déterminer et construire

I'ensemble des points M tels que :
al |z’ =
b) la partie réelle de 22 est égale 2 1 ;

Soit le nombre complexe z’ =

c) a partie imaginaire de z? est égale & 1.

o, omy

29 Soit 0. un nombre réel tel que : ¢ € - )

1. Résoudre dans C 1’équation (E) :

z*cos?0 — z8in2¢ + 2 — cos?o = 0.
2. Soit M I'image dans le plan complexe de la solution
de (E) dont la partie imaginaire est positive.



a) Démontrer que M appartient & une hyperbole (%)
dont on donnera une équation.

b} Tracer (%) et déterminer la partie de (%) décrite par
M lorsque ¢ décrit I'intervalle ]—- -%»; %—[

30 1. Soit (%) 'ensemble des points M du plan

cornplexe dont 'affixe z vérifie : 102z + 3(z> + z%) = 4
Démontrer que (&) est une ellipse dont on précisera les
éléments caractéristiques.
2. Déterminer une équation de (¥’), image de (€) par la
similitude directe de centre O, de rapport 2 et d’angle —2—.
3. Déterminer la nature de (€’), ses axes et ses sommets.
Tracer (%) et (€’) sur un méme graphique.

31 Soit M le point d’affixe z.
1. a¢) Démontrer que I'ensemble.des points M tels que
Z + Z + 4 = 0 est une droite (@).
b) Démontrer que pour tout point M, la distance de M a
@ est: 3 [z+2+4].
. Démontrer que I'ensemble des points M tels que
z—-1-1

2 & - -
= = — est une ellipse dont on précisera un
Z+z+4 4

foyer, une directrice et 'excentricité.

32 A tout point M d’affixe z non nulle du plan
complexe, on associe le point M’ d’affixe z” telle que :
2= A (z + %-].

1. Déterminer I’ensemble des points M tels que z’ soit
un nombre réel.

2. On suppose que M décrit le cercle de centre O et de
rayon 2.

a) Vérifier que : z =20 (0 €R).

bj Démontrer que M’ décrit une conique dont on déter-
minera les éléments caractéristiques.

[=amilles de coniques

33 Déterminer, suivant les valeurs du nombre

réel m, la nature et les éléments caractéristiques de la

courbe (I',,) d’équation : x? + my® — 2mx = 0.

34 Déterminer, suivant les valeurs du nombre
réel m, 'ensemble des points M(;) tels que :

P+ay-m-2)x+m-1=0.

35 1. Déterminer, suivant les valeurs du nombre
réel m, la nature de ’ensemble (I',) des points M(;)
tels que : 2mux? + 8mx— (m - 1)y? + 7Tm - 2 = 0.
2. Déterminer m pour que (I",) soit :
a} un cercle ;

b} une hyperbole équilatére.

3. Tracer (I',,) pour m = % et m=2.

/APPROFONDISSEMENT

36 Le probléme de I'échelle
Sur la figure ci-aprés, 1’échelle AB a une longueur
constante I et le point M est tel que : AB = 3 AM.
Déterminer le lieu des points M lorsque A décrit (D) et
B décrit (@).

(D)

] (3"
O B

{On pourra poser : mes OBA = . )

37 Lespace est muni du repére orthonormé
—»
direct (0. T.J. k)

"y e 0 ‘
Seit les points A(O), B( 0 ) et F(S)
0 0 0
1. gf Déterminer I'ensemble des points M du plan de
— —_—r —r
repére (0.7 k) tels que : [|MA A MBI| = || MF|

b) Retrouver ce résultat en interprétant || ﬁ;’; A ﬁﬁ ||
comme une aire. '

2. Mémes guestions en remplagant le plan de repére
{O.J.k} per le plan de repére (0,7, i, J 7).

38 Soit k un nombre réel strictement positif, (@)
et (2] deux droites sécantes.
1. Déterminer le lieu des points M dont la somme des
carrés des distances 2 (9) et (9°) est égale A k.
(On pourra utiliser un repére dont les axes sont les bis-
sectrices de I'angle des deux droites.)
2. Déterminer le lieu des points M dont la différence
des carrés des distances a (9) et (') est égale a I.
3. Application numérique
Déterminer et construire les lieux précédents lorsque

k = 3, [Qb) et (@) ont pour coefficients directeurs

respectlfs L gl

BB

39 Soitla fonction f: x — x*+3 et (I') sa cour-

be représentative. x3
1. Btudier f et tracer (I).
20npose u= B37T-F etv_z+J_J

a) Déterminer une équation de (') dans le repére (0, &, 7).
b) En déduire que (T') est une hyperbole et détermmer
les coordonnées de ses foyers dans le repére (O, T, 1 ).

B0 Le repere orthonormé (O, T, 7 est direct.
Soit (I') 'ensemble des points M du plan dont les coor-
données vérifient I’ equation

x% + 1132 —10ryj§+16 0.

1. Soit ® un nombre réel et (O U, -’] le repére orthonor-
mé image du repére (O, 7, 7 ) par la rotation de centre O
et d’angle 6. On désigne par (X ; Y) les coordonnées de
M dans ce repére.
Déterminer 6 pour que I’équation de [I‘) dans le repére
(O, i, v) soit de la forme : X2 + Y2 =
2. En déduire la nature de (T) et ses elements caracté-
ristiques. Tracer (I).

1 1. Résoudre dans R P’équation différentielle
y” + 4y = 0 et déterminer les solutions particuliéres fet
g vérifiant f(0) =3 et f(0) =0, g(0) = 0 et g'(0) =
2. Soit (I') la courbe de représentation paramétrique :

x = f(8)

{ y =g(6) LER).
Déterminer la nature de (T) et ses éléments caractéris-
tiques. Tracer (T).
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B2 Soit (@) un cercle de diamstre [AB], M un
point de (€) et M’ le symétrique de M par rapport a (AB).
Soit P le point défini par :

e Pl=(AM) N (BM),siM=M’;
*P=M,siM=M.

Déterminer et tracer le lieu de P lorsque M décrit ().
(On pourra utiliser une méthode analytique.]

&3 Soit (#) 1a parabole de foyer F et de directrice
(%), M un point de () et (T,,) la tangente en M a (P).
Déterminer le lieu du projeté orthogonal de F sur (T,,)
lorsque M décrit ().

B4 Soit (9) un cercle de centre O et de rayon R, O’
un point intérieur a (4] et distinct de O.
A tout point P de (6), on associe M, point d’intersection
de (OP) et de la médiatrice de [O’P].
1. Démontrer que le lieu de M lorsque P décrit () est
une ellipse (¢) dont on donnera la définition bifocale.
2. Démontrer que la tangente en tout point M de (€) est
la médiatrice de [O’P].

45 soit () un cercle de centre O et derayon R. O°
un point extérieur a (€), T, et T, les points de contact
des tangentes a (€) passant par O
A tout point P de (€), distinct de T, et T,, on associe M,
point d’'intersection de (OP) et de la médiatrice de [OP).
1. Démontrer que le lieu de M lorsque P décrit (€) est une
hyperbole {#) dont on donnera la définition bifocale.

2. Démontrer que la tangente en tout point M de (%) est
la médiatrice-de [O'PL.

3. Démontrer que les médiatrices de [OT,] et de [OT,)]
sont les asymptotes de (¥€). -~

£6 1. Démontrer que la tangente en tout point M
d’une ellipse de foyers F et F * est la bissectrice exté-
neure de l'angle FMF’.

‘2. Démontrer que la tangente en tout point M d’une
hyperbole de foyers F et F © est la bissectrice de FMF".

£7 Soit (8) une ellipse, F et F’ ses foyers, A et A’
les sommets de (%) situés sur 1’axe focal.
Soit M un point de (8), (T) la tangente en M & (8), H et
H’ les projetés orthogonaux de F et F” sur (T).
La perpendiculaire & (T) en M coupe (AA’) en P
Démontrer que les droites (HF’) et (H'F) se coupent au
milien de [MP].

170 Ceniques

(On pourra utiliser les résultats démontrés dans I'exer-
cice 44.)

88 Soit F et F* deux points distincts, @ un nombre

réel tel que 2a > FF et (€) I'ellipse définie par :
MF + MF’ = 2a.

Soit M un point de (), (T) la tangente en M a (€), H et
H’ les projetés orthogonaux de F et F’ sur (T).
1. Démontrer que le svmétrique de F par rapport a H
appartient au cercle de centre F ‘ et de rayon 2a.
2. En déduire que le lisu des points H et H’, lorsque M
décrit (€), est le cercle principal de (€).

B9 Soit (3) 1a passhole d’équation : y? = 2px (p > 0).
Etant donné un point A de (?), soit M et N deux points
de (P) tels que : (AM]) L (AN).

On désigne par a. m =t n les ordonnées respectives des
points A, M et N.
1. a) Démonirer que les droites (AM) et (AN) sont per-
pendiculaires si et seulement si :

2p* +a®>+ alm+n) + mn=0.
b] Déterminer une équation de la droite (MN) et utiliser
la relation précédente pour démontrer que ces droites
passent par un point fixe 1.
2. Déterminer le lieu de I lorsque A décrit (%).

50 soit le point F(g) et la droite (@) : y = 1.
1. Déterminer une équation et tracer I’hyperbole () de
foyer F, de directrice (%) et d’excentricité 2.
On désigne par B et B’ les sommets de (%), B étant le
sommet relatif au foyer F.
2. Soit w un point de (&) et (6) le cercle de centre ® et
passant par F.
On se propose de démontrer que (%) coupe (%) en B’ et
en trois autres points formant un triangle équilatéral.
Sait M un point du plan On désigne par Z et o les
affixes dans le repre (o, e,, €,) des points M et F.
a) Démontrer que les points de (4) et (%) vérifient res-
pectivement les relations :
(@):ZZ=au;
#):(Z-a)Z-®) +(Z-Z) =0.
b} Démontrer que (6) N (¥) est ensemble des points
du plan dont les affixes Z vérifient : (Z —@)(Z°® - k) =
ol k est un nombre complexe dont on donnera le
module et un argument en fonction du module r et d'un
argument 0 de o.
¢} Conclure.
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Analyse combinatoire =~

..1.1. Formule du bindme

Introduction

* Soit n un entier naturel non nul. '

On désigne par factorielle n le produit de tous les entiers naturels de 1 4 n et on note :
nl=nxn-1)xn-2)x..x2x1.

Par convention, ona: 0! = 1.

 Soit n et p deux entiers naturels tels que : p<n.
On a vu en classe de premiére que le nombre de combinaisons (ou parties) de p éléments d’un ensemble

1
a n éléments est : C) = —T—-ll——l
p!(n—p)!
Exemples ,
0 1
] Cn=C:=1 ; C,=n.
' 20000 2000x1999x1 998!
b B = =1 999 000.
1 998! 2! 1 998! 2!

‘emz=zssm Le triongle de Pascal’

Smt netp deux entiers naturels tels quep<n. Ona:
P oD % e ;

g si de plus 0 <p <n,alors: Cf:_*: + Ci-1 — Cﬁ_‘-

- Pémonstration
! .
«Cl= __!__n_'____' et C 7= ke ; donc:C P =CF
plin—p)! (n-p) ln—(n-plt’
-1)! 5Bl
e C+C, = n + Sl _] \N[12 3 45678 ..
p-1)! (n-p) pln-p-1)! S
. Jgo=1  ln~plin-1) 111
p!'(n-p) p! (n-p)! 2|12 1
; 313 3 1
L P
pl ln—p) s[1 510105 1
Les résultats précédents permettent de cal- c + C2, 611615215 6 1.
culer les nombres C? de proche en proche, 7117 21353521 7 1
- en formant le tna.ugle de Pascal & I'aide du 8|18 98567056988 1
schéma suivant : I SR

=22 La formule du binéme de Newion?

Smt a et b deux nombres complexes et n un entier naturel non nul.
-Ona: {a+b“—p§uC"Pa“PbP

', Cette égalité est appelée formule du binéme de Newton.

1 Blaise Pascal, mathématicien, physicien et philosophe francais — 1623 - 1662 |
2 Isaac Newton, mathématicien, physicien et astronome anglais - 1642 - 1727
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Démonstration

Faisons un raisonnement par récurrence.
e ['égalité est vraie pour n = 1.

k
* Supposons 1’égalité vraie pour un entier naturel non nul k, c’est-d-dire : (a + b)* = Pgocﬁ a-rpe ;-

ona: (@a+ bk =(a+ I:»](Cga’c + (31&""11:»1 + Cia""zb2 + ...+ GakPbr + ... + CibY)
= Coak*l + Ciakh? + Cia*1b? + ... + Ca*#*1b% + .. + Clab*
+ Cpakb! + Ciak-1b? + Coa2b3 + ... + Ga* b1 + ... + Cipk+

Il

CRak*1 + (Cp + Cl)akb! + (Cp + Cra*-3b® + .
+(Ch+CP* Yqlpppit 4

= (CZ + Q)ak-rH1pp
o+ (G + CabF = c,ﬁbk-'
+ Clpe

1

0 k+1 1 kpi P kpeifm .
G @+ G o + ... + C ,a" P +

il 14 k-d-l\ -p
= ECen? br;

donc, ’égalité est vraie pour k + 1.
Elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul n.

Remarque

Cette formule explique le nom de coefficients binomiaux donné aux nombres CF .

Exemples
*(1+i) =1+4i+6+4P+i*=1+4i-6-4i+1=-4.
< (1-2p 2)° + 50 y2)* + (J2)°

1+5(=/2)+ 10[—J1§)Z+ 10(-
1-5/2 + 20 — 20/2 + 20 — 4,2
41 - 292,

ll Conséquence”

Soit E un ensemble a n éléments.
Le nombre de parties de E est égal a 27,

Démonstration
2"=(1+1"=C+Ci+Cl+... +CF+Cl

n

_1.2. Outils de dénombrement
sz Modéles de base

Soit n et p deux entiers naturels.

Les tirages de p boules, dans une urne qui en contient n, modélisent de nombreux problemes de dénom-
brement

;'if'

Ll

Modélisation Les p éléments Les p éléments Outil Nombre de tirages
sont ordonnés sont distincts

Tirages successifs

a%ec rathise oui non p-upletde E nP
Tirages successifs ; 5 Arrangement de p p_ n!

sans remise o8 e éléments de E A, = (n—p)!
Tirages simultanés non oui Combinaisondep | p___ nl _

éléments de E n pln-p)
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Exemples

« En informatique, on appelle octet une suite de 8 chiffres pris dans I’ ensemble {0; 1}

(Exemples d’octets : 10010110 ; 01110011 ; 00000111)
Combien y a-t-il d’octets posmbles ?

Les tirages successifs avec remise de 8 éléments dans ’ensemble {0 ; 1} modélisent ce probleme ; donc
le nombre d’octets possibles est égal a : 28 = 256.

« Dix coureurs s’affrontent pour 3 médailles (or. argent et bronze). Quel est le nombre de podiums pos-
sibles, si I’on suppose qu’il ne peut pas y avoir d'ex aequo ?
Un podium est un arrangement de 3 éléments d'un ensemble en contenant 10 ;

donc le nombre de podiums possibles est égal 2: A, = 12, = 720.

« 8 projecteurs sont disponibles pour éclairer un amphithéatre.
De combien de fagons peut-on I’éclairer avec exactement 5 projecteurs ?
1 s’agit de trouver le nombre de parties de 5 €léments d'un ensemble en contenant 8 ;

- 5
c’est-a-dire : Cy= ===

Proprlete | _ _
Si un ensemble fini E se decumpose en un produit cartésien d’ensembles E,, E,, E,, ...; p, et
. alorsona: Card(E) = Card(E,) x Card(E,) X Card(E,) X ... X Card(Ep]

Exemples

»-Combien de nombres de quatre chiffres, tous pairs, peut-on écrire ?

Les chiffres de ces nombres sont choisis dans 'ensemble {0;2;4 ;6 ; 8}.

Pour le chiffre des milliers, qui doit &tre non nul, quatre c:hcux sont possibles ; pour chac:un des *rois
autres chiffres, cing choix sont possibles.

Donc il y a 4 x 53, ¢’est-a-dire 500 nombres de quatre chiffres, tous pairs.

e Une classe de terminale SM comprend 8 filles et 12 garcons. Combien d’équipes, composées de 3 filles
et 2 gargons, peut-or former ? '
Une équipe n’est autre quun élément du produit cartésien de deux ensemhles I'un constitué de 3 filles,

prises parmi 8, et 'autre constitue de 2 garcons, pris parmi 12.

Doncilya Cg X Ciz, c’est-a-dire 3 696 équipes composées de 3 filles et 2 gargons.

Principe additif

51 E E,, E;, ..., E, forment une parl:ltmn d’lm ensemble fini E,

alorsona:  Card(E) = Card(E,) + Card(E,) + Card(E;) + .. + ..+ Card(E,).

Exemple

On veut choisir deux personnes de nationalités différentes parmi 5 Camerounais, 10 Malgaches et &
~ Sénégalais. Combien y a-t-il de choix possibles ?

Les deux personnes peuvent &tre choisies :

— I’'une Camerounaise et 'autre Malgache ; le nombre de choix est alors égal 4 : G X C.10 ;

— J’une Camerounaise et I’autre Sénégalaise ; le nombre de choix est alors égal a : 85 X Ce -

— I'une Malgache et I’autre Sénégalaise ; le nombre de choix est alors égal a: GrxCh

Donc le nombre de choix possibles est égal & : Ci x Cj, + Ci x Cj + Gy X Gy ; Cest-a-dire : 140.
Les propnétés suivantes decou]ent de la pmprjete precedente -

Soit A et B deux parties d’'un ensemble ﬁm E On 85 5 S : Ye

- Card(A) + Card(R) = Gard(®); e e

« Card(A U B) = Card (A) + Card(B) - Card(A N B) | 5 - el
Dans cette propriété, A désigne le complémentaire de A dans E
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Exemple

On effectue une enquéte auprés des lecteurs de trois revues a, b st c.

Sur 100 personnes interrogées :

Sur le diagramme ci-contre, E représente I’ensemble des 100 per-
sonnes interrogées, A, B et C les sous-ensembles de ces personnes,

55 lisent la revue a, 44 larevue b, 33 larevue c :

20 lisent les revues a et b, 15 les revues b et c, 17 les revues a et 0
10 lisent les revues a, b et c.

Déterminer le nombre de personnes :

* qui ne lisent que aetb, quebetc, queaetc;
® qui ne lisent que a, que b, que c;

e qui ne lisent aucune des trois revues.

lecteurs respectifs des revues a, b et c.

* Le nombre de personnes qui ne lisent que a et b est égal a:

20-10=10;
le nombre de personnes qui ne lisent que b et ¢ est égal a :
15-10=5;
le nombre de personnes qui ne lisent que a et c est égal 4 :
17 -10=7. -

* Le nombre de personnes qui ne lisent que a est égal a : 55 — (10 + 10+ 7) = 28 ;
(10 +10 +5) =
B+10+7)=

~ ® Le nombre de personnes qui ne lisent aucune des revues est égal a :
10 =10.

le nombre de personnes qui ne lisent que b est égal 4 : 44 —
Le nombre de personnes qui ne lisent que ¢ est égal a : 33 —

100— (28 +19+11)-(10+ 5+ 7) —

la

1.b

| BY

1.d

»';;;E xercices -

Simplifier les expressions suivantes.

21! gl— 71 7! 51 1 42
dim YT dgm ds- 7
nl (n—2)° (2n—1)!
o) n 7 (n+1)! g (2n+1)!
(n—1)! n!
A= = (n+ 1)

En utilisant la notation factorielle, donner une
autre écriture des nombres suivants.

a) 5X6X7X8%9 b) n(n?-1)

o) gg%%zj d) (n+ 3)(n + 2)(n + 1).

Démontrer que pour tous entiers ng:lmrels aet

L
b non nuls, on a : Ca+b =Cpp1 + Coipr

Résoudre dans N les équations suivantes.
a) G2 =36 b) C H—m
g =l d) . =17C%.

le

1.f

Développer :

(B+2x)* 5 (2—34)7 ; (8-x3° ; (242 + 7y)&
A Taide des chiffres 0, 1, 2, ... 9 on forme des
numéros de téléphone a six chiffres.

1. Déterminer le nombre de numéros que 'on
peut former.

2. Déterminer le nombre de numéros :

a) formés de deux 1, trois 2 et un 7 ;

b} formés avec deux chiffres distincts et deux
seulement ;

¢J comportant exactement trois fois le chiffre 1.

On lance cing fois de suite un dé dont les faces
sont numérotées de 1 a 6. Déterminer le
nombre de résultats :

aj ot tous les chiffres sont inférieurs ou égaux
az;

b ol tous les chiffres sont pairs ;

c) ot ne figure pas le chiffre 1 ;

d) ou figure au moins une fois le chiffre 1 ;

e] ou figure au plus une fois le chiffre 1 ;

f) ot le chiffre 6 figure exactement trais fois
consécutives.
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mzmmm= Expérience aléatoire .

* On lance un dé et on observe le numéro tiré ; six résuliats sont possibles : 1, 2, 3, 4, 5 et 6.

On dit qu’on a réalisé une expérience aléatoire (ou épreuve) comportant six éventualités et que 'uni-
vers associé a cette expérience aléatoire est : Q ={1:2:3:4:5; 6}

e On lance un dé et on observe la parité du numéro tiré : deux résultats sont possibles : P (le numéro est
pair) et I (le numéro est impair).

On a cette fois réalisé une expérience aléatoire comportant deux éventualités ; I'univers associé a cette
épreuve est : Q = [P ; I}

e Une urne contient des boules blanches, rouges et noires. On tire une boule dans cette urne et on note
la couleur obtenue ; trois résultats sont possibles : B (la boule est blanche), R (la boule est rouge) et N (la
boule est noire).

On a maintenant réalisé une expérience aléatoire comportant trois éventualités ; I'univers associe a cette
épreuve est : Q = {B; R; N} ’

Dans ce chapitre, les univers considérés sont des ensembles finis non vides.

Soit Q I'univers associé a une expérience aléatoire.

» On appelle événement toute partie de Q.. SN

* On appelle événement élémentaire tout singleton de Q.
Exemples '

On lance un dé et on observe le numéro tiré.
e « Obtenir un nombre pair » est ’'événement {2 ; 4 ; 6}. _
* « Obtenir un nombre premier pair » est 'événement élémentaire {2}.

Dans une épreuve, un événement est réalisé s'il contient le résultat de Pexpérience.
Par exemple, si on obtient 4 lors du lancer d’un dé, 'événement « Obtenir un nombre pair » est réalisé.

Le tableau suivant indique la signification des diverses expressions utilisées dans le langage des événe-
ments.

Vocabulaire des événements Signification ensembliste Notation
Univers Ensemble Q Q
Eventualité Elément de Q (o€ Q)
Evénement Partie de Q AACQ)
Evénement élémentaire Singleton o} (@ € Q)
Evénement certain Partie pleine ®)
Evénement impossible Partie vide %,
Evénement « A ou B » Réunion des parties A et B AUB
Evénement « A et B » Intersection des parties A et B ANB
Evénements A et B incompatibles Parties A et B disjointes ANB=0g
Evénement contraire de A Complémentaire de A dans Q A

Exemples

On lance un dé et on observe le numeéro tiré.

On considére les événements A : « Obtenir un nombre pair »,
B : « Obtenir un nombre premier »,
C : « Obtenir 6 ».

176 Probabilités




*Ona: AUB=1{2;3;4;5;6}; AU B est I'événement « Obtenir un nombre pair ou premier ».
*Ona: ANB={2}; AN B est’événement « Obtenir un nombre pair et premier ».

* Les événements B et C sont incompatibles.

*Ona: A={1;3;5}; A est I'événement « Obtenir un nombre impair ».

-...2.2. Probabilité d’'un événement
mzmzre= |ntroduction

On lance un dé bien équilibré et on note le numéro tiré ; I'univers associé a cette épreuve’ est :
Q={1;2;3;4;5;6}
La chance d’apparition est la méme pour chaque face.

* L'événement {2} a une chance sur six d'étre réalisé ; on dit que la probabilité de cet événement est %

* L'événement {1 ; 5} a deux chances sur six d’étre réalisé ; on dit que la probabilité de cet événement
1

est ER

L

¢ « Obtenir un nombre pair » est I’événement {2 ; 4 ; 6}, dont la probabilité est >

* L'événement certain a six chances sur six d’étre réalisé ; sa probabilité est 1.

* L'événement impossible n’a aucune chance d’étre réalisé ; sa probabilité est 0.

Soit Q I'univers associé A une expérience aléatoire.
Une probabilité sur I'univers Q est une application P de #(Q) vers [0 ; 1], qui i toute partie A de Q asso-
cie le nombre réel P(A) appelé probabilité de 'événement A et qui vérifie les conditions suivantes :

* la probabilité d’un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui le
constituent ; ; ‘

* la probabilité de 'événement certain est 1 ;

* la probabhilité de I'événement impossible est 0.

Remarques

* La probabilité de I'événement élémentaire {w,} est notée Plw). g ®, o. o
* Une probabilité P est parfaitement déterminée par la donnée ) : &
des probabilités des événements élémentaires. @ Py = | By v | Pa

Exemples

On lance un dé pipé, dont les faces sont numérotées de 1 a 6, et on note le numéro tiré.
- La probabilité d’apparition d’un nombre pair est le double de la probabilité d’apparition d’un nombre
impair et les probabilités d’apparition de deux nombres de méme parité sont égales.

* Calculer la probabilité d’apparition de chaque face du ds.

L'universest: Q=1{1;2;3;4:5;6}.

Soit p la probabilité d’apparition d’un nombre pair et g celle d’un nombre impair.
Ona:p=2q

Or: P(Q)=1;donc:3p+3g=1.
On en déduit que : g = % et p= %

Le tableau ci-contre donne la probabilité d'apparition w |l x| 2] ) 4| 5|68
de chaque face du dé. P@| L | 2| L 2| 1|2
* Quelle est la probabilité d’apparition d’un nombre L_ 9 9 9 9 9 9

inférieur ou égal 4 4 ?
La probabilité cherchée est celle de I’événement : A={1;2; 3 ; 4}.

Ona: P(A) = P(1) + P(2) + P(3) + P(4) = ~§_
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*si AN B=0,alors P(AUB)=PA)+P(B):
« P(A) + P[A] o [ ‘

Ces propriéités sont des conséquences immédiates de la deﬁmtzon

Smt P une prnbablhte deﬁme sur un univers Q, A et B deux événements. On a :

Smt P une probablhte deﬁme sur un univers O, A et B deux événements.

Ona:P(A UB) =P(A) + P(B)-P(A N B).

B émonstration

Notons : A’ le complémentaire de A N B dans A,

B’ le complémentaire de A N B dans B.

Ona:A=(ANB)UA,avec (ANB)NA=0;

donc : P(A) = P(A N B) + P(A).

Ona:B=(ANB)UB.avec (ANB)NB =0;

donc : P(B) = P(A N B) + P(B7).

En additionnant membre & membre, on obtient :
P(A) + P(B) = 2P(A N B) +P(A) + P(B")

o

e

=2P(A N B) +P(A’ U B’) (puisque A’ N B’= Q)

=P(ANB)+P(ANB)+PA UB)

=P(A N B) + P(A U B).
Donc : P(A U B) = P(A) + P(B) — P(A N B).

Exemples

Une urne contient 15 boules, numérotées de 1 4 15. On tire au hasard une boule et on note son numéro

N. Les boules ont la méme probabilité d’étre tirées.

On désigne respectivement par A et B les événements « N est pair » et « N est multiple de trois ».

* Calculer la probabilité des événements A, B et A N B.

OnaQ{1234567891[}1112131415]

De plus: Vo€ Q, Plw) =

donc: P(A) =P[{2;4;6;8;10;12;14}]=

P(B)  =P(3;6;9;12;15) =3;
P(A N B) =P(6 ; 12)) = % .

» Calculer la probablhte des evenements A,Bet AUB.

Ona: PA) =1-P(A)= 15,

P(A UB) = P(A) + P(B) ~P(A N B) = 7 +

Soit P une prnbablllte définie sur un univers Q.

Deux événements A et B sont mdépendants lorsque PA n B) P[A] X P(B).

2 _ 2

18 3

Ainsi, tout événement est indépendant de P’événement impossible.
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Exemples.

* Dans une classe de 60 éléves, on aimerait savoir
si les éléves littéraires sont meilleurs en sport que
les éleves non littéraires. Un éléve est déclaré lit- Sportifs 24 16 40

téraire lorsqu,}l a obtenu la moyenne en frang:z.us, Non sportifs 12 8 20
sportif lorsqu’il a obtenu la moyenne en éducation

Littéraires | Non littéraires | Total

physique et sportive. Le tableau ci-contre récapi- Total 36 24 60
tule les observations faites dans cette classe.
On choisit au hasard un éléve et on considre les événements suivants.

S : « I’éleve est sportif » ;

L : « I’élave est littéraire ».

. —40_ 2 -36_3 24 _ 2 ) :

Ona.P[S]—BO_ 3 ’P[L]_BO'_ = et P(SﬂL]-BO_ =
Donc: P(SNL)=P(S)x P(Li ; les événements S et L sont indépendants.
Si on choisit un littéraire au hasard, la probabilité pour qu'il soit sportif est : %‘é g :
Si on choisit un non littéraire au hasard, la probabilité pour qu’il soit sportif est encore : %—% = %

Dans cette classe, les liftéraires ne sont ni plus ni moins sportifs que les non littéraires.

* Une classe comprend 9 filles et 36 gargons. Fi.lleé Garcons | Total
A une demande de volontaires pour former une - :
équipe de football mixte, on a obtenu les réponses Volontaires 3 30 33
ci-contre. ; :

! -— Non volontaires 6 6 12
On choisit un (ou une) éléve au hasard dans la =
classe et on considére les événements suivants. * Total 9 36 | 45

F : « I’élave est une fille » ;
V : « I’6leve est volontaire ».

Ona:PF)=4=+PV)=2=Tl et PFNV)= 2L

Donc: P(F N V) = P(F) x P(V) ; les événements F et V ne sont pas indépendants.
Si on choisit une fille au hasard, la probabilité pour qu’elle soit volontaire est :

c'fmwln—\

Si on choisit un gargon au hasard, la probabilité pour qu’il soit volontaire est :
Dans cette classe les gargons sont plus volontaires que les filles pour jouer au football.

Nous admettons la propnete sawa;ute
e

Sl n expenences aléatoires sont mdependantes alors, pour tous événements A , A,, .,A,, de cha-
cun des univers associés a ces épreuves, on a : PA,NA,N...NA } P[A ) x P(Az) X-oe X P(A ).

Exemple 3
On lance deux fois un dé bien équilibre cette expérience S5 o
aléatoire est constituée de deux épreuves, ou le résultat de =i s
’'une n’affecte pas celui de I’autre ; ces deux 6 épreuves sont 1 1 9 1 1 1
indépendantes. 3 | 3 |36 |36 |3 | 3%
Le tableau ci-contre, qui décrit 'univers associé et donne A B 1 G 1 |
la probabilité des événements élémentaires, permet de cal- 36 [ 36| 36 |36 ] 36 | 36
culer la probabilité de chaque événement. SO I T I N O R
* Ainsi 36 36 36 36 36
— I’événement A : « Obtenir 2 au second lancer » (ligne FLER e e I O N I
— p— 1 36 | 36 | 36 | 36 | 36 | 36

coloriée) a pour probabilité : 36 5 " ” : .
—I’événement B : « Obtenir un nombre pair au premier 36 | 36|36 |36 |36 |3
lancer » (colonnes coloriées) a pour probabilité : 1 3 ] 1 1

1 1 S ] b

e - 36 36 36 36 36 36
IX6X 3= 9
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— A N B est I'événement : « Obtenir un nombre pair au premier lancer et 2 au second lancer », dont la
1 1

probabilité est (intersection de la ligne et des colonnes coloriées) : 3 x % =335

On constate que : P(A N B) = P(A) x P(B).

* De méme, si C et D sont les événements « Obtenir un multiple de 3 au premier lancer » et « Obtenir
un nombre inférieur ou égal a 3 au second lancer », on a :
P(Cr‘;D]_P((:]><P[D}_[2><5><%}x(sxesx.gé):F

Remarque

On utilise I'indépendance dans les deux situations suivantes :
* soit I'indépendance est a rechercher : on vérifie si P(A N B) = P(A) x P(B) et on conclut.
* soit I'indépendance est acquise ou admise ; on peut alors utiliser la formule P(A N B) = P(A} % P(B). :

Equiprobabilité

* Lorsque les événements élémentaires d’une expérience ont la méme probablhte, on dit qu il y y a équi-
probabilité.

* Les situations d’ equlprobablhté sont généralement suggérées par des expressions comme : « dé parfait »,

« dé non pipé », « pidce parfaite %, « boules indiscernables au toucher », « cartes bien battues », « tirage au
hasard » .

Soit P une probabilité définie sur un univers Q.

: Card[A]
Dans I’hypothése d’équiprobabilité, pour tout événement A on a: P(A) = Card(©)’
Démonstration
Les événements élémentaires ont tous la méme probabilité p.
Ona:P[Q):l;donc:pCard(Q]:l;d’aﬁ:p:-(m. i
On en déduit que pour tout événement A, on a : P(A) = pCard(A) = % :

Remarque

Les éventualités de A sont appelées cas favorables et celles de Q cas possibles.

' s
G Scrit soiivant SP0A)= nombre de ca favorf!bles
nombre de cas possibles

Exemples

* On lance deux dés non pipés et on note la somme des nombres obtenus.
Quelle est la probabilité d’obtenir 10 ?

L'univers Q est 'ensemble des couples d’élémentsde {1;2;3;4;5;6}.
On a : Card(Q) = 36.

« Obtenir 10 » est I’événement ({4 ; B~} {5:5):(6:4).

On est dans une situation d’ équlprobablhte donc la probabilité cherchée est éi- = L

12
¢ On tire 31mu1tanément et au hasard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes.

Quelle est la probabilité de tirer le roi de cosur ?
On est dans une situation d’équiprobabilité.

Le nombre de cas possibles est C.,.

Le nombre de cas favorables est C;
31 x30x29x28

~ . C,, . 4Xx3x2x1 5
Donc la probabilité cherchée est: —— = : =35 -
v 32X 31 X 30 X 29 X 28

bx4x3x2x1
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2.3, Schéma de Bernoulli?

Introduction

Le cauri est un coquillage présentant deux faces, l'une
bombée (ou dos) et I'autre fendue (ou fente). Pour que
le cauri puisse tenir en équilibre aussi bien sur le dos
que sur la fente, on rogne artificiellement le dos pour
I’aplatir.

D’aprés une étude statistique (Les jeux de cauris de
S. Doumbia et J.C. Pil) lorsqu’'on lance un cauri, la

probabilité d’obtenir le dos est : —g—

* Si on lance deux fois le cauri, le résultat de la premiére épreuve n'affecie pas celui de la seconde.
Dong, le lancer de cauri est répété denx fois de facon indépendante.

* Au lieu de deux, on peut répéter n fois cette épreuve.

Définitions

« Une épreuve de Bernoulli est une expenence aléatoire 3 deux éventualités. A
~* Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire gui consiste 4 répéter n fois, de fagon mde- )
pendante, une épreuve de Bernoulli. a5

L'une des éventualités est appelée succés et I'auire échec.

i Propriété
Revenons au lancer de cauri, épreuve de Bernoulli oi : 3

— I'apparition du dos, appelée succes et notée S, a pour probabilité : =3

— lapparition de la fente, appelée échec et notée S, a pour probabilité : -%

~ Répétons cette épreuve n fois, de fagon indépendante, et intéressons-nous au nombre de succes obtenus.
* ]l est immédiat que dans ce schéma de Bernoulli :

— toute éventualité est un n-uplet de I’ensemble {S ; S} ;

— que le nombre d’éventualités, constituées de k succes (0 < k < n) et de (n — k) échecs, est égal & C

* Les n épreuves étant mdependantes, la probabilité de tout événement élémentaire est égale au prodmt
des probabilités des succes et échecs qui le constituent.

Dong la probabilité d’obtenir k succes (0 < k < n) est égale a : C: P —p),

m‘.a..a‘_'z: I

On en déduit la propriété suivante.

Soit un schéma de Bernoulli & n epreuves, ol pour chaque epreuve la probabilité du succés est p
(celle de I’échec est 1 — p).
La probablhte d’obtenir exactement k succés [0 < k < n) au cours de ces n épreuves est

pP.=C P k- P)"’k

Remarque
n
Ona:p,+p,+..+p, = k);.gC:pk(I -p)lr=[p+(1-p)n=1.
Exemple )

En 1654, le chevalier de Méré, philosophe et écrivain de la cour de Louis XIV demanda a Pascal :
« Qu’est-ce qui est plus probable : sortir au moins un 6 en langant 4 fois un dé ou sortir au moins un
double 6 en langant 24 fois deux dés ? »

3 Bernoulli Jacques P, mathématicien suisse — 1654 - 1705

Probabilités 181



Lancer d’un dé 1 Lancer de deux dés
Si on lance un dé parfait, la probabilité d’obtenir 6 ' Si on lance deux dés parfaits, la probabilité d’obte-

est:%. nir[B;S]est:Slﬁ
Si on lance 4 fois le dé, la probabilité d’obienir k | Si on lance 24 fois les deux dés, la probabilité
2 C__ kf1\kf 5\ak 35\24-k
fois 6 est : pks- C:;%) (ﬁ) . d’obtenir k fois (6 ; 6) est : p, = C24(36) (36) :
4 35\24
Ona:pu=(ﬁ). Ona.pi):(-gg) .
Donc la probabilité d’obtenir au moins u=e f2is 6 | Donc la probabilité d’obtenir au moins une fois
. S\ 35
est:1-(5) = 0518, (6:6) est: 1~ (33)" ~ 0,491,

Il y a donc plus de chance de sortir au moins un 6 en lancant 4 fois un dé, que de sortir au moins un
double 6 en lancant 24 fois deux dés.

2.4, Travaux dirigés

zzm=s=z 1. Probléme de Gadlilée

Le prince de Toscane demanda un jour a Galilée : « Pourquoi, lorsqu’on lance simultanément trois dés,
on obtient plus souvent la somme 10 que la somme 9, alors que chacune de ces sommes est obtenue de
six fagons différentes ? »

Ce probléme fut a I’époque I'objet de nombreuses controverses. Nous en proposons ici une solution.

On lance simultanément trois dés parfaits et on note la somme des nombres obtenus.
a) Calculer la probabilité d’obtenir 10.
b) Calculer la probabilité d’obtenir 9.

Solution

Le nombre de cas possibles est : 6°.
ajOna:10=1+3+6=1+4+5=2+2+6=2+3+5=24+4+4=3+3+4.

Les sommes constituées de trois nombres différents sont obtenues chacune de 6 fagons (nombre de per-
mutations de ces trois nombres).

Les sommes constituées de trois nombres, dont deux égaux, sont obtenues chacune de 3 fagons (par
exemple :2+2+6=2+6+2=6+2+ 2).

Le nombre de cas favorables estdonc : 6 + 6 +6 +3 + 3 + 3 = 27.

La probabilité d’obtenir 10 est donc : % = l =0,125.

b)Ona:9=1+2+6=1+3+5= 1+4+4 2+2+5= 2+3+4—3+3+3
Le nombre de cas favorablesestdonc: 6 + 6+ 6 +3 +3 + 1 =25,

La probabilité d’obtenir 9 est donc : 221—6 =~ 0,116.

En jetant simultanément trois dés, on a effectivement plus de chance d’obtenir une somme égale a 10
qu'une somme égale & 9.

= 2. Probléeme de damier

On dlspose d’un damier a 16 cases, sur lequel on répartit au hasard 4 pions
indiscernables a raison d’un pion au plus par case. Calculer la probabilité
d’obtenir :

a) exactemnent un pion par ligne et par colonne ;

b) exactement une colonne sans pion ;

¢) au moins une colonne sans pion.

Solution
Le nombre de cas possibles est : Cj, = 1 820,

a) On obtient exactement un pion par ligne et par colonne en choisissant successivement :
— dans la premiére colonne, 1 case parmi 4 ; 4 choix sont possibles ;

— dans la deuxiéme colonne, 1 case parmi les 3 restantes ; 3 choix sont possibles ;

— dans la troisiéme colonne, 1 case parmi les 2 restantes ; 2 choix sont possibles ;

— dans la derniére colonne, 1 case parmi la case restante ; 1 choix est possible.
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Le nombre de cas favorables est dongc : 4!.

On en déduit la probabilité cherchée : 1. .

6

455°
Cls

b) On obtient exactement une colonne sans pion en choisissant successivement :

— 1 colonne parmi 4, celle sans pmn 4 choix sont possibles :

— 1 colonne parmi les 3 restantes, oll 2 pions sont répartis dans 4 cases ; 3 X C choix sont possibles ;
— 1 case dans chacune des 2 colonnes restantes, pour v placer 1 pion; 4 x4 chouc sont possibles.

Le nombre de cas favorables est donc : 4 x (3 x C4] X (4 x4).

On en déduit la probabilité cherchée :

4 x(3 XCi]x(alxé}

4
GIS

¢) « Obtenir au moins une colonne sans pion » est le con
Or, une répartition avec un pion par colonne est obienue en choisissant 1 case dans chacune des 4
colonnes ; 4 X 4 x 4 x 4 choix sont possibles.
La probabilité de I’événement « Obtenir au moins une colonne sans pion » est :

44 64 _ 391
1= - 1-755 =155
_E xercices ==

2.b

2d

Une urne contient des boules blanches, rouges
et noires (au moins 3 de chaque couleur).

On tire simultanément 3 boules de cette urne,
on note les couleurs obtenues et on considére
les événements A : « Obtenir un tirage unico-
lore » et B : « Obtenir un tirage tricolore ».

a) Citer les événements élémentaires qui

constituent A et B.

b) A et B sont-ils des événements incompa-
tibles ? contraires ?

c) Décrire par une phrase les événements A, B
et A N B. Que dire de I’événement A U B 7

On lance un dé pipé, dont les faces sont numé-
rotées de 1 4 6, et on note le numéro tiré.

La probabilité d’apparition de 6 est le triple de
celle de 1 et les numéros 1, 2, 3, 4, 5 ont la
méme probabilité d’apparition.

a) Calculer la probabilité d’apparition de
chaque numéro.

b) Calculer la probabilité de 1’événement
« Obtenir un numéro pair ».

¢) Calculer la probabilité de I'événement
« Obtenir 2 ou 4 ».

Dans un jeu de 32 cartes, on tire simultané-
ment et au hasard 5 cartes. Calculer la probabi-
lité des événements suivants.

a)} « Tirer exactement 3 cartes de couleur noire »,
b) « Tirer 3 cartes de couleur noire, 2 cosurs et
exactement un as ».

(On rappelle que le tréfle et le pique sont noirs,
le carreau et le ceeur sont rouges.)

Dans une classe de 40 éléves, 28 apprennent
I’anglais, 16 I’allemand et 8 les deux langues.
On choisit au hasard un élave dans cette clas-
se et on considére les événements A : « L'éleve
choisi apprend 1'anglais » et B : « L'éléve choi-
si apprend I’allemand ».

2.e

2.f

2.h

ire de « Obtenir un pion par colonne ».

Calculer les probabilités des événements sui-
vants: A, B,ANB,AUBet AUB.

Soient A et B deux é\rénements indépendants
tels que P(A)=0,4 et P(B) =
Calculer P(A N B) et P(A U B).

Dans un jeu de 32 cartes, on tire au hasard une
carte. Les événements « Obtenir un roi » et
« Obtenir un tréfle » sont-ils indépendants ?

On lance un dé non pipé, dont les faces sont
numérotées de 1 a 6.

1. Calculer la probabilité des événements sui-
vants.

A : « Obtenir un nombre supérieur ou égal 4 5 »
B : « Obtenir un nombre inférieur ou égal 4 5 »
C : « Obtenir un nombre pair ».

2. Etudier I'indépendance des événements A et
B;AetC;BetC.

Une urne contient 2 boules blanches et 3
boules noires, indiscernables au toucher.

On tire successivement 3 boules, en remettant
chaque fois la boule tirée dans 1'urne.
Calculer les probabilités des événements sui-
vants,

a) « Obtenir une boule blanche pour la pre-
miére fois au troisiéme tirage » ;

b} « Ne pas obtenir consécutivement 2 boules
de la méme couleur » ;

¢) « Ne pas obtenir 3 boules de la méme cou-
leur ».

On lance trois fois une piece bien équilibrée.

Quelle est la probabilité d’obtenir au moins
une fois face ? deux fois face ?
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/ariable aléatoire™

—-3:1.. Notion de variable aléatoire

Introduction

Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules bleues. On tire deux boules simultanément et au hasard.
On gagne 100 F par boule rouge tirée.

Déterminer les gains possibles et leurs probabilités respectives.
On peut tirer 0, 1 ou 2 boules rouges et donc gagner 0, 100 oz 200 F.
Désignons par X la somme gagnée en francs.
— L'univers Q est 'ensemble des combinaisons de 2 boules prises parmi les 7 boules de 1'urne.
— La probabilité pour que X soit égale a 0 est notée P(X = 0) ;
c’est la probabilité de I’événement « Tirer deux boules bleues » ;
CZ
donc:P(X=0)= — =§—= 2
2 1
7

— P(X = 100) est la probabilité de « Tirer une boule bleue et une boule rouge » ;

EBEE

: Gl o
donc : P(X = 100) = ——= = 12 i.
2 21

/

— P(X = 200) est la probabilité de « Tirer deux boules rouges » ;
2

&
donc : P(X = 200) =—— = -

@ w7 x; o | 100 | 200

Les résultats sont présentés dans le tableau ci-contre. 7 iy 1
g e : PX=x) = | = | =

Ce tableau définit une probabilité sur Iunivers {0 ; 100 ; 200). 7 7 7

On appelle variable aléatoire X sur un univers Q toute application de Q vers R.

Notations et vocabulaire

X(Q) = {x; 5 x, ; ... ; x,} est appelé univers image de Q par X.
(X = x,) désigne I’événement « X prend la valeur x;, ».
(X < a) désigne I’événement « X prend une valeur strictement inférieure a o ».

Soit P une pmhablhte définie sur un univers Q.
La loi de probabilité d’'une variable aléatoire X sur Q est l’apphcatmn qui a toute valeur x, prise par

X assacie P(X = x;).

Il est commode de représenter une loi de probabilité par un X e O e B R
tableau. PX=x)| p, Py | | By
Remarque

Lorsqu on vient de déterminer la loi de probabilité d’une variable aléatoire, il est prudent de vérifier

que : X}P: =1.
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Soit X une variable aléatoire définie sur un univers Q muni d’une probabilité P.
La fonction de répa_rti_t_ion de X est I'application F de R vers [0 ; 1] déﬁn‘ie'pjar v F(x) = P(X < a.

Exemple 1 TR
Reprenons ’exemple introductt. %-- e———O

Fix)=0 .six<0

F(J:]=—§~,si[}£x<100 9
F est définie par : 6 ~¢——>0 J

F(x) = = si 100 < x < 200

~ | 1
Fx)=1 ,si200<x o 100 200

Remarques

 F est une fonction croissante, en escalier.
* La représentation graphique de F correspond, en statistiques, a la courbe des fréquences cumulées
croissantes.

mumsszm Espérance mathématique
Revenons a I’exemple introductif.

Un joueur avisé accepterait-il de miser 100 F par partie ?
Désignons par Y le gain en francs lors d’une partie.
Y est une variable aléatoire dont ’'univers image est : {— 100 ; 0 ; 100}.

En effet: (Y =—100) est’événement « Tirer 0 boule rouge » (le joueur a perdu sa mise) ;

(Y=0) est ’événement « Tirer 1 boule rouge » (le joueur a récupéré sa mise) ;
(Y = 100) est I'événement « Tirer 2 boules rouges » (le joueur a gagné 100 F).
La loi de probabilité de Y est donnée par le tableau ci-contre. y; |-100] o | 100
Sur un grand nombre de parties, par exemple 700, on peut espérer obtenir : .P[X -y 2 2 X
200 fois ’événement (Y = — 100), : l 7 7 7

400 fois I’événement (Y = 0),

100 fois I’événement (Y = 100).

Le gain moyen par partie est alors : %0(— 100 x 200 + 0 x 400 + 100 x 100) = — 1%
On peut donc perdre en moyenne environ 14 F par partie.

Un joueur avisé n’accepterait pas de miser 100 F par partie.

On remarque que : — 1070 =—100 x P(Y =—100) + 0 xP(Y = @) + 100 x P(Y = 100).

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x;, ... , x, avec les probabilités reépecti__vgs Pysevivs Do

On appelle espérance mat_hémat_iquél de X le nombre réel, noté E(X), tel que : E(X) = iﬁ p‘.'_= AR

Remarque

L'espérance mathématique correspond, en statistiques, a la moyenne.
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sswmmmm Variance, écart type

L'espérance mathématique donne la « valeur moyenne » d'une x; 4 5 6
variable aléatoire, mais ne dit pas comment sont dispersées les

valeurs de la variable aléatoire autour de 1’espérance mathéma- PX=x) 01| 08| 01
tque.

Soit X et Y les variables aléatoires dont les lois de probabilités |  ¥; 0 1 9 10
sont données par les tableaux ci-contre. _

On a : E(X) = E(Y) = 5 ; mais on constate que les valeurs de Y sont P(Y=y) 04| 01| 01| 04

plus éloignées de 5 que celles de X.

Comme en statistiques, pour rendre compte de telles considérations, on introduit la variance et ’écart
type d’une varlable aléatou'e

4\‘\ ‘\WM ﬁl_ ‘_‘ b

Soit X une vanable aleato:re prenant les valeurs X, ... » X, avec les probablhtes respectives p,, ... , p,-
* On appelle variance de X le nombre réel, noté V(X), tel que : V(X) = (x E(X]) y

* On appelle écart type de X le_ nombre réel, noté o(X), tel que : o(X) = J (X).

Exemple

L X; 4 5 6 Total
Calculons, a I’aide du tableau ci-contre, la variance
et I'écart type de la variable aléatoire X précédente. Pi 01] 08| 01 1
On obtient : V(X) = 0,2 et o(X) = 0,447. x; P; 04| 4 | 06 | EX)=
(xi— E{X])zpi 01| 0 | 0,1 |V(X)=0,2

Propriété
Soit X une variable aléatoire. On a : V(X) = E(X?) - [E(X)]>.

Cette propriété est connue sous le nom de « formule de Kénig* ».

D émonstration

Ona:V(X) = £ (x-EX)p,= Ex2p,— 26X Lxp;+ EXEZp,
Or: iglixip,- = E(X), é‘llpi =1 et ;}31’“':'21’1' = E(X?).

Donc : V(X) = E(X?) — 2E(X) x E(X) + [E(X)]? = E(X?) - [E(X)]%

Exemple Y; o| 1| 9|10 Total
Calculons, a l'aide du tableau ci-contre, la

variance et I’écart type de la variable aléatoire Y P; 0410101 )04 1
précédente. Y:P; 0 |01]09]| 4 E(Y) =
On obtient : V(Y) = E(Y?) — [E(Y)]? = 23,2 ;

donc : oY) = 4,816. yip; 0 |01]|81][ 40 |E(Y?)=48,2

smzemms Loi Binomiale

Soit un schéma de Bernoulli & n épreuves, ol pour chaque épreuve la probabilité du succes est p (celle
de I’échec est 1 — p). On lui associe la variable aléatoire, notée X, désignant le nombre de succes.
L'univers image de X est: {0 ; ... ; n}.

L’application k +> Cﬁ pH(1—p)**de{0; ... ; n} vers [0 ; 1] définit la loi de probabilité de X.
Cette loi de probablhte est appelee Im bmormale de pammétres n et p

Propriété : === e T E R R S T
Soit X une variable aléatoire dnnt Ia loi de pmhahlhté est la 101 bmmma]e de paramétres netp.
Ona: EX)= np et V(X) = np(1 - p). 2 .

4 Kénig Julian, mathématicien Dannois — 1849 - 1913
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Démonstration

n h n
Ona: E(X)= X kChipig™* et V(X)= X k2Cpkq™* - [E(X)2
Pour n = 1, le résultat est immédiat.
On suppose désormais que : n.> 1.
Posons q = 1 — p et considérons la fonction f: £ — (pt + @)™

. Oﬁ a: VteR, flt)= éDC:pktkq“‘k = (pt + g~
donc : VtER, f(t) = élk(}ip"tk"iq"’k =np(pt + g)" L.
En particulier, pour ¢ = 1, on obtient : E(X) = np.

*Ona: VUER, tf{t)= I kCipktg™™ =npt(pt + @) *:
donc : VtER, fl(O)+1f"(t)= élkZCﬁ prtk-1gn* = np(pt + gI=* + apt(n — 1p(pt + q)* 2.
En particulier, pour ¢ = 1, on obtient : élkz(]ﬁpkq“‘k =np + npr{n—1).

Or: élkz(:ﬁpkqn—k - V(XJ + [E[X]}Z = V[X) + (np]2 ;

donc : V(X) = np — np? = np(1 — p).

E xercices:

3.0 Une variable aléatoire X a pour univers image : 3.c  Soit X une variable aléatoire dont l'univers
{1;2;3;4;5; 6} image est X(Q)={1;2;3;4;5;6}ettelle que,
1. Déterminer la loi de probabilité de X sachant pour tout & élément de X(Q), P(X = k) est pro-

y B portionnelle a k.
we: P <X)== ;
1 ( ) 12 1. Déterminer la loi de probabilité de X.
P(X = 2) = ZP:S({X_: 6) o 2PX=2) ; 2. Définir la fonction de répartition de X et tra-
P(X=1)=P(X=5) ; cer sa courbe repésentative.
TR ] = 1.3(4 4. ; 3. Calculer I'espérance mathématique et 1'écart
2. Définir la fonction de répartition de X et tra-
p . type de X.
cer sa courbe repésentative.
3. Calculer ’'espérance mathématique et 1'écart
type de X. 3.d On amesuré la taille des individus d’un grou-
pe et on a obtenu le tableau ci-dessous.

3b Soit Xla variable a}éatmre d..ont la fonction de Taille | 155 159 | 167 | 170 175] 177 | 193

répartition est représentée ci-dessous.
Effectif| 1 1 3 1 1 2 1
Tl o——
E On choisit au hasard un individu et on désigne
: par X sa taille en centimatres.
0557 mmnmmmmmien — 1. Déterminer la loi de probabilité de X.
o [ — b 2. Définir la fonction de répartition de X et tra-
05 ! : ; cer sa courbe représentative.
== ! ‘ 3. Calculer I’espérance mathématique et 1’écart
) i i : type de X.
Fon Sy T S B
v v i : : 3.e  Onlance dix fois une pigce de monnaie parfai-
i | ' : l i . tement équilibrée et on désigne par X la
. 4 ' ' ' L variable aléatoire, qui associe & ces dix lancers
= -2 -1 0 2 40 le nombre de piles obtenu.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.
2. Calculer l’espérance mathématique, la
variance et I’écart type de X.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.
2. Calculer l'espérance mathématique et la
variance de X.
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nalyse combinatoire

1 Soit n un entier naturel non nul.
Démontrer que : .

1__ 1 I
(rn-1)! n! (n+1)! (@m+1)1°
2 Démontrer que pour tous entiers naturels n, p
etk,telsque0<p<n,ona:

k P _ Ptk ke
G X G =G X Cp e

T

3 Résoudre dans N les équations suivantes.
2
a) C, =190

b) 2C2+6C =9n
1 2 3 7
) Co+CL+Ch="2n
d) Gy, +C: +C =387n
8} CRH 2n-10

n+10 T “n+10 ¢
& Résoudre dans N x N le systdme :
-
acl =scr
5 Démontrer, par récurrence sur n, que :

VneN*, 2 pph=(nr1) -1

& Ecrire sous la forme a + b3, oty @ et b sont des
nombres entiers, les nombres suivants.

a 3-{3F B @+2BF o (2/3-5p

7 Développer et simplifier les expressions sui-
vantes. 2x
a) (1-1i) b) (1 + 2i)° c] (1+2j)% ouj=e?.

€ Démontrer que pour tous entiiers naturels netp
telsque 1<p<n,ona: pC=nCl_.
En déduire que pour tout entier naturel n non nul on a :

5 cF n-1
p{;‘-lp , = 2,

9 Soit n un entier naturel.

1. Démontrer, par récurrence sur k, que :
n n n n+1
YhEN, G +6 ) . 36 5=C
2. En déduire la somme des 10 premiers termes non
nuls de la_colonne du triangle de Pascal, formée des

nombres Cff' n=10).

10 1. Développer (1 +x)* (n € N*).
2. En déduire la valeur des sommes suivantes :
a) Co+Ch+..+CP+ .. +C"

b) Co—Cp+.ot(=1PCE + ...+ (- 1)°C"

¢) GCp+2C,+...+2°CE + ... +2nCP,
3. On suppose que : n = 2k.
Calculer : Cgk + Cgk Foiie Cz: !
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4. On suppose que : n = 2k + 1.
Calculer : Cgkﬂ s i C;’;l :

11 On tire simultanément 8 cartes dans un jeu de
32 cartes. Déterminer le nombre de tirages contenant :
a) exactement 3 piques ;
b] au moins 6 piques ;
¢) exactement 3 piques, dont le roi ;
d} 3 pigues, 2 tréfles et 3 coeurs.

12 Combien y a-t-il de nombres entiers de quatre
chiffres, dans lesquels 5 apparait au moins deux fois ?
Combien y a-t-il de nombres entiers ayant quatre
chiffres au plus et divisibles par 5 ?

13 Une compagnie aérienne veut organiser un -
circuit touristique ABIDJAN — ABIDJAN, via les villes
de COTONOU, DAKAR, LIBREVILLE, NIAMEY et
YAOUNDE. '

1. Combien y a-t-il d’itinéraires possibles ?

2. Combien de ces itinéraires ont-ils pour troisiéme
étape la ville de NIAMEY ?

3. Pour combien de ces itinéraires I'étape de DAKAR
précede-t-elle celle de YAOUNDE ?

14 On dispose de 4 cou-

leurs pour colorier les 5 bandes
du drapeau ci-contre.
Combien de drapeaux différents
peut-on obtenir, si deux bandes
voisines ne peuvent avoir la
méme couleur ?

15 Soit n et p deux entiers naturels tels que
0 <p <n, E un ensemble & n éléments, x, un élément
de E.
1. a) Quel est le nombre de parties de p éléments de F. ?
b) Quel est le nombre de parties de p éléments de E
contenant x,, ¥ ne contenant pas x; ?
c¢] Quel résultat, démontré dans le cours, a-t-on ainsi
retrouvé 7
2. a) En g'inspirant de la méthode utilisée dans la ques-
tion précédente, calculer de deux manitres le nombre
d’arrangements de p éléments de E. 5
b) En déduire que : A? = A 4+ pAT".
16 Soit n un entier naturel.
En calculant de deux maniéres le nombre de tirages de
n boules que l'on peut effectuer dans une urne qui
contient n boules rouges et n boules blanches, démon-
trer que : no .
pEo(Cn]z = C?.n'

Calculs de probabilités

17 On lance deux fois de suite un dé non pipé,
dont les faces sont numérotées de 1 a 6. On gagne lors-
qu’on fait apparaitre au moins un 6.

Calculer la probabilité de gagner.



18 Dans une classe, on a noté que pendant le pre-
mier trimestre :
* 25 % des éleves ont été absents au moins un jour ;
* 12 % des éleves ont été absents au moins deux jours ;
* 8 % des éleves ont été absents au moins irois jours ;
* 6 % des éleves ont été absents au moins quatre jours ;
* 5 % des éléves ont été absents au moins cing jours.

On choisit au hasard un éleve de ceite classe. Calculer
la probabilité de chacun des événements suivants.

« I’éléve n’a jamais été absent » ;

« L'éléve a été absent au moins un jour » ;

« L’8léve a été absent exactement deux jours » |

« L'éléve a été absent moins de quatre jours ».

19 Dans un jeu de 32 cartes, on tire simultané-
ment et au hasard 4 cartes. Calculer la probabilité de
chacun des événements suivants.

« Obtenir une carte de chaque couleur » ;

« Obtenir exactement un as » 3

% Obtenir aucun as » ;

« Obtenir au moins un as » ;

« Obtenir deux ceeurs et deux piques » ;

« Obtenir deux cceurs et un as exactement ».

20 Une urne contient 36 boules indiscernables au
toucher, dont une est blanche, une est rouge et les
autres sont vertes. On tire au hasard et simultanément
trois boules de I'urne.

1. Quelle est la probabilité de tirer une boule de chaque
couleur ?
2. Quelle est la probabilité de tirer trois boules vertes ?

21 1. On marque n points sur un cercle (n = 3).
On en choisit 2 au hasard. Quelle est la probabilité pour
qu’ils soient consécutifs ?
2. Méme question lorsque les n points sont sur une droite.

22 Soient A et B deux événements indépendants.
a) Démontrer que : P(A) =P(A N B) + P(A) x P(B).
b} En déduire que A et B sont des événements indépen-
dants.
c) Démontrer que A et B sont aussi des événements
indépendants.

23 Saient A et B deux événements indépendants
tels que P(A N B) = 0,1 et P(B) = 0,5
Calculer P(A) et P{A U B).

24 1. Dans le lancer d’un dé non pipé, les événe-

ments « Obtenir un nombre pair » et « Obtenir un mul-"

tiple de 3 » sont-ils indépendants 7

2. Dans le lancer simultané de deux dés non pipés, les

événements « Obtenir une somme égale & un multiple

de 3 » et « Obtenir une somme divisible par 4 » sont-ils
*indépendants ?

25 Six couples, dont le couple Traoré, dinent

ensemble. A la fin du Tepas, on tire au sort 4 personnes .

pour faire la vaisselle. On considére les événements :
A : « aucun hooune n'est désigné » ;
B : « Monsieur Traoré est désigné » ;
C: « deux couples sont désignés ».
a) Les événements A et B sont-ils incompatibles ? indé-
pendants ?
b} Les événements A et C sont-ils incompatibles ? indé-
pendants ?

S 26 Une urne contient 10 boules, dont 3 sont
rouges et les autres bleues.

1. Quelle est la probabilité pour quune boule prise au
hasard soit rouge ?

2. On prend successivement et avec remise 3 boules au
hasard. Quelle est la probabihte pour que les 3 boules
soient rouges ?

3. On prend simultanément 3 boules au hasard. Quelle
est la probabilité pour que les 3 boules soient rouges ?

® 97 Un atelier est constitué de trois machines A,B
et C utilisées pour la méme production. Le taux de
panne de chacune d’elles, ramené en journées entiéres
d’indisponibilité, est

* 5 jours d’arrét sur 200 jours ouvrables pour la machi-
ne A ;

* 3 jours d’arrét sur 200 jours ouvrables pour la machi-
neB;

e 10 jours d’arrét sur 200 jours ouvrables pour la
machine C.

Pour un un jour ouvrable donné, calculer 1a probabilité
de chacun des événemenis suivants.

« La machine A est en état de marche » ;

« La machine A est en panne » ;

« La machine B ou la machine C sont en panne » ;

« Aucune machine n’est en panne ».

A 28 A la kermesse du lycée, un jeu consiste 2 tirer
2 enveloppes parmi 5 dont une contient un billet de
1 000 F, 2 contiennent chacune un billet de 500 F et les
2 autres contiennent chacune une feuille sans valeur.
Les enveloppes sont identiques et non transparentes.
1. Quelle est la probabilité de ne rien gagner ?

2. Quelle est la probabilité de gagner exactement 500 F ?
3. Quelle est la probabilité de gagner exactement
1000F?

% 29 Un lot de vaccin contre le choléra est efficace
a 55 %, c’est-2-dire que sur 100 personnes vaccinées, 55
seulement sont stires d’étre protégées contre la maladie.
On vaccine 10 personnes avec ce produit. Quelle est la
probabilité pour que :

a] aucune des personnes ne soit protégée ?

b) la moitié des personnes soient protégée ?

c¢) les 10 personnes soient protégées ?

30 On suppose que dans un pays il naft en
moyenne 52 garcons pour 50 filles.
1. Un enfant va naitre. Quelle est la probabilité :
a) pour que cet enfant soit un gargon ?
b) pour que cet enfant soit une fille ?
2. Dans une famille de 5 enfants, quelle est la probabi-
lité -
a) pour qu’il y ait 3 filles et 2 gargons ?
b) pour qu’il y ait 5 filles 7

v, 31 Dans une ville, il y a trois médecins. Quatre
habitants de cette ville, malades le méme jour, appel-
lent au hasard 1'un de ces trois médecins. .

1. Quelle est la probabilité pour qu'un seul médecin
soit appelé ?

2. Quelle est la probabilité pour que les trois médecins
soient appelés ?

32 On répartit au hasard 7 pions sur le damier ci-
apres, a raison d'un pion au plus par case.
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1. Calculer la probabilité de chacun
des événements suivants. _

A : « 4 pions sont placés sur une
méme rangée horizontale » ;

B : « Aucune rangée horizontale ne
contient trois pions » ;

C : « Une rangée horizontale et une seule contient exac-
ternent trois pions » ;

D : « Deux rangées horizontales contiennent exacte-
ment trois pions ».

2. Vérifier que : P(A) + P(B) + P(C} + P(D) = 1.

33 Un étudiant doit subir un examen dont le pro-
gramme comporte 15 questions.
Il n’en a apprises que 10.
Sachant que I’examinateur lui posera 3 questions, quel-
le est la probabilité pour que le candidat ait appris ces
questions ?
Combien aurait-il d, au minimum, apprendre de ques-
tions pour que cette probabilité soit au moins égale a
057

34 Deux personnes crient en méme temps un
chiffre compris entre 0 et 9.
1. Quelle est la probabilité pour que les deux personnes
crient au moins une fois le méme chiffre au cours de
cinq expériences ?
2. Combien de fois faut-il répéter 'expérience pour que
les deux personnes crient au moins une fois le méme
chiffre avec une probabilité supérieure a 0,5 ?

Variable aléatoire

35 On lance deux dés non pipés, dont les faces
sont numérotées de 1 a 6, et on désigne par X la variable
aléatoire qui, & chaque lancer associe la valeur absolue
de la différence des nombres obtenus.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Définir la fonction de répartition de X et tracer sa
courbe représentative.

3. Calculer I'espérance mathématique et I'écart type de X.

36 On lance huit fois un dé non pipé, dont les
faces sont numérotées de 1 i 6, et on désigne par X la
variable aléatoire, qui associe a ces huit lancers le
nombre de multiples de 3 obtenus.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

- 2. Calculer I'espérance mathématique et I’écart type de X.

37 Une urne contient 3 boules vertes, 4 boules
rouges et 5 boules bleues. On tire au hasard et simulta-
nément deux boules de 1'urne.

1. a) Quelle est la probabilité de tirer deux boules vertes ?
b) Quelle est la probabilité de tirer deux boules de cou-
leurs différentes ?

2. Lorsqu’on tire une boule bleue, on marque un point ;
lorsqu’on tire une boule rouge, on perd un point ; lors-
qu’on tire une boule verte, on marque zéro point. On
désigne par X le nombre de points marqués.

a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa-
toire X.

b) Calculer I'espérance mathématique et la variance de
la variable aléatoire X.
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38 Une loterie consiste & lacher une bille dans un
appareil qui comporte six portes de sortie, numérotées
de 1 a 6. Soit X la variable aléatoire égale au numéro de
la porte de sortie franchie par la bille. Sa loi de proba-
bilité est donnée par le tableau suivant :

x, 1 2 3 4 5 6
ol L5 B |05 L
PX=x)| 25 | 35 | 33 | 32 | 33 | 32

La régle du jeu est la suivante : un joueur mise 100 F ;
il regoit 600 F si la bille franchit les portes 1 ou 6, 200 F
si elle franchit les portes 3 ou 4. Les portes 2 et 5 ne rap-
portent rien. i
Le gain d’un joueur est la différence entre ce qu’il regoit
a I'issue de la partie et sa mise.

Soit Y la variable aléatoire représentant le gain d’un
joueur dans une partie.

1. Quelles sont les valeurs possibles de Y ?

2. Déterminer la loi de probabilité de Y.

3. Le jeu est-il équitable ?

(Un jeu est équitable si I'espérance mathématique du
gain est nulle.)

39 On lance deux dés non pipés et on considére
la variable aléatoire X, qui & chaque lancer associe la
somme des deux nombres obtenus.

1. a) Déterminer la loi de probabilité de X.

b) Quelle est la probabilité de 'événement (X > 2) ?

2. On appelle succés la réalisation de 1’événement
(X > 2) et on répete I'épreuve 6 fois de suite.

a} Quelle est la probabilité d’obtenir exactement deux
succes ?

b} Quelle est la probabilité d’obtenir au plus deux suc-
cés ?

B0 Une urne U contient une boule portant le
numéro 1 et deux boules portant le numéro 2. Une urne
V contient une boule portant le numéro 4 et n boules
portant le numéro 3. On tire au hasard une boule de U,
une boule de V et on désigne par X la variable aléatoi-
re qui a chaque tirage associe la somme des numéros
portés par les deux boules.

1. Déterminer en fonction de r la loi de probabilité de X.
2. Calculer en fonction de n 'espérance mathématique
E(X).

3. Déterminer n pour que : E(X) = ?—%

4. Déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle
E(X) < 4,8.

81 Un tireur vise une cible. La probabilité pour
qu’il touche la cible est 0,7. 1l tire 3 fois de suite. On
note X le nombre de fois oh il a atteint la cible.
Déterminer la loi de probabilité de X. :

B2 Une urne contient n — 1 boules blanches et
une boule noire. On tire au hasard, successivement et
sans remise toutes les boules. On considére la variable
aléatoire X qui vaut k (1 < k < n) lorsque la boule noire
est obtenue au k-iéme tirage.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.
2. Calculer I’espérance mathématique et 1'écart type de X.

43 Combien de fois faut-il jeter un dé non pipé
pour étre stir d’obtenir au moins une fois 6 a8 50% 7 a
90% ?a99% ?



44 Une premigre urne contient contient huit
boules vertes, dont une porte le chiffre 1. trois le chiffre
2 et quatre le chiffre 4. Une deuxiéme urne contient six
boules rouges, dont une porte le chiffre 3, deux le
chiffre 5 et trois le chiffre 6.

1. On tire au hasard une boule de chaque urne. On
désigne par X le chiffre porté par la boule verte et par Y
le chiffre porté par la boule rouge.

a) Calculer la probabilité de I'événement {X = 2 et Y = 6}.
b) Démontrer gue la probabilité de 1'événement

(X +Y 28} est égalea 23 .

2. On note A I'événement {X + Y 2 8). On effectue dix
fois de suite le tirage décrit en 1., en remettant chaque
fois les boules tirées dans leurs urnes respectives. Les
tirages sont indépendants. On appelle Z la variable
aléatoire qui prend pour valeur le nombre de réalisa-
tions de I’événement A au cours de ces dix épreuves.
Calculer la probabilité de I’événement (Z = 5) et I’espé-
rance mathématiques de Z.

"APPROFONDISSEMENT

&5 rour tout entier naturel n, on désigne par R, le
polynéme défini par : R (x) = (x + 1)~
1. Soit n, p et g trois entiers naturels telsque : n<p + q.
En s’aidant de la formule du binéme, déterminer le
coefficient de x* dans le développement de chacun des
membres de 'égalité : R , = RR,
2. En déduire que pour tout triplet (n ; p ; q) d’entiers
naturels telsquen<p+gq,ona:
n L k ~n-k
Coa= & G -
&6 Soit P le polyndme défini par : P(x) = (x + 1)2",
1. Quel est le coefficient a, du terme de degré n de P 7
2. En appliquant la formule du binéme a 1'égalité
P(x) = (x + 1)*(x + 1)", trouver une autre expression de
a,- " n k n -2
3. En déduire que : V n € N¥, Eok[Cn]z = -Q-CZR.

&7 Démontrer que:
¥ n € N*, E kCK = nln + 1)202,

(On pourra s’inspirer de la démonstration des formules
de I'espérance mathématique et de la variance d’une
variable aléatoire dont la loi de probabilité est une loi
binomiale.)

A8 ABCDEF est un hexagone
convexe régulier. B
1. On choisit simultanément et au
hasard deux sommets de I’hexagone.
Quelle est la probabilité pour qu’ils
soient consécutifs ? . ¥
2. On choisit simultanément et au hasard trois sommets
de I'hexagone.
a) Quelle est la probabilité pour qu’ils forment un tri-
angle équilatéral 7
b) Quelle est la probabilité pour qu’ils forment un tri-
angle rectangle ?
c¢) Quelle est la probabilité pour qu’ils forment un tri-
angle isocele non équilatéral ?

£9 Dans une urne contenant douze boules nums-
rotées de 1 & 12, on tire simultanément et au hasad
trois boules. On désigne par a, b et ¢ les numéros des
trois boules tirées (a < b < ¢).
Quelles sont les probabilités pour que :
a) a, b et ¢ soient trois termes consécutifs d’une suite
arithmétique ?
b) a, b et ¢ soient trois termes consécutifs d’une suite
géométrique ?

50 0n dispose d’un disque en bois pour jouer aux
fléchettes. Sur ce disque sont tracés n cercles concen-
triques (sur la figure 5 cercles ont été représentés) dont
les rayons sonl respectivement 1, 2, 3, ..., n.

Entre deux cercles (€,) et (€,,,) se trouve une couronne
T., il y a donc nn couronnes circulaires I, T, ..., T,
On suppose qu’au cours d'un lancer de fléchette :

— la probabilité d’atteindre T, est proportionnelle a I'ai-
re de I ;

—le probabilité d’atteindre le bord des couronnes ou de
sortir du disque en bois est nulle.

1. a) Calculer, pour tout k élément de {1;2; ... ;nl, la
probabilité p, qu’au cours d’un lancer une fléchette ait
son point d'impact dans T;.

b)En posant Q= {I'; ; T, ; ...; [}, peut-on dire que I'on
soit dans une situation d’équiprobabilité ?

2. On veut modifier la construction du disque en bois,
pour obtenir sur Q une situation d’équiprobabilité.
Quels doivent étre les rayons des cercles (4,) pour qu’il
en soit ainsi ?

(On supposera toujours la probabilité d’atteindre T,
proportionnelle a I'aire de T, celle d’atteindre le bord
des couronnes ou de sortir du disque en bois nulle, le
rayon de (4,) égal a 1.)

51 1. On répartit n boules numérotées dans fe
tiroirs numérotés. Combien y a-t-il de répartitions pos-
sibles 7
2. On répartit n boules identiques dans Ik tiroirs numé-
rotés. Combien y a-t-il de répartitions possibles ?
Application
L'espace ¢ étant muni du repére (O, ?,\j: E], combien y
a-t-il de points du plan d’équation, x +y +z—-20=02
coordonnées positives ou nulles ?

52 Soit une population constituée 2 10 % de gau-
chers et a 90 % de drojtiers.
1. Calculer la probabilité pour qu'un groupe de huit
personnes de cette population soit constitué :
a) d’un seul gaucher,
b} d’au moins un gaucher,
c¢) d’exactement trois gauchers. )
2. Un atelier de couture est équipé de sept paires de
ciseaux pour droitiers et de trois pour gauchers.
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Quelle est la probabilité pour que les huit membres du
personnel trouvent chacun une paire de ciseaux lui
convenant ?

3. On appelle X la variable aléatoire prenant comme
valeur le nombre de personnes ayant trouvé une paire
de ciseaux a sa convenance.

On note G le nombre de gauchers parmi les huit
membres du personnel de-l’atelier. Dresser un tzbleau
donnant les valeurs de X en fonction de G. Calculer
alors les probabilités pour les différentes valsurs trou-
vées de X.

53 1. Déterminer I’ensemble Q des nombres a
trois chiffres, formés a 1'aide des chiffres 1 et 2.
2. On désigne par S(x) la somme des chifires de tout
élément x de Q. Soit P 1'application de #(Q) dans R
définie par :
P(A) =z JlaSkx) + Bl (a: b) € R

A quelle condition portant sur a et b, P est-elle une pro-
babilité sur Q ?

3. Soit B la partie de Q formée des nombres commen-
cant par 1, C la partie de Q formée des nombres dont les
chiffres des dizaines et des centaines sont 2.
Déterminer a et b pour que : P(B) = P(C).

B4 1. Etudier les variations de la fonction
f: x> 36x%— 2x* surl'intervalle [0 ; 18] et déterminer
la valeur de x pour laquelle fatteint, sur cet intervalle,
son. maximum.
2. On considére une urne contenant 36 boules indiscer-
nables au toucher, dont n sont blanches, n sont rouges
et toutes les autres sont vertes (1 < n<17).
On tire au hasard et simultanément 3 boules de 1'urne.
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a) Démontrer que le nombre de tirages donnant une
boule de chaque couleur est égal A f(n).

bj Soit P(n) la probabilité de tirer une boule de chaque
couleur. Exprimer P(n) & Vaide de f(n) et en déduire la
valeur n pour laquelle P(n) est maximum.

55 Considérons le triangle de Pascal (figure ci-
dessous). Trouver 4 lignes telles que sur chacune d’elles
on trouve trois termes consécutifs formant une suite
arithmétique.

o

n
de ligne
0 1
1 1 1 i
2 1 2 1
3 1 3 3 1
a 1 4 6 4 1

Olympiades nationales de mathématiques

. Burkina Faso 1994.

56 Deux amis se sont donnés rendez-vous entre

12 et 13 heures, mais ont décidé qu’ils ne s'attendraient

pas plus de dix minutes.
Quelle est la probabilité pour qu’ils se rencontrent ?

57 On répete une épreuve de Bernoulli dont la
probabilité de succes est p (p € 10 ; 1[). On définit la
variable aléatoire X par le nombre d’itérations néces-
saires pour obtenir le succes pour la premiére fois.

1. Déterminer la loi de probabilité de X.

2. Vérifier que : lim (}'5’ P(X = k}) w
n— + co\k=1
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la continuité d'une fonction
sur un infervalle. '
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques a variable réelle et le plan est
muni du repeére (O, 1, ]).

_1.1. Notions de base

. Limites de référence

Les resultats suivants seront couramment utilisés dans les calculs de limites de fonctions.

elim x*=0 (n€EN¥
xr—0

elim [x=0

x—0

elim —=+0o0
X0 x2n

1
* ,Icu—]}o xzﬂl

(n € N¥)

; lim L
x>0 x2n-l

= 4+ oo

.h_m SlIl_x=1
x—0 X

Remarque

(n € N*)

elim 1=+ (neEN¥

X— =+

elim " [r=+o

X—3+e

elim 1F=+o0 ;lim x*l=—-0 (neEN¥).
X——= X ——oo

elim +=0;lim +=0 (n€&N¥

X — +o x" xX——oe

e lim M=O

x—0

Les fonctions sinus et cosinus n’ont pas de limite en Uinfini.

Limites et operahons sur les fonctions

Nous regroupons dans des tableaux les résultats essentiels concernant les limites de la somme, du pro-
duit ou du quotient de deux fonctions. Dans ces tableaux x,, I et I’ désignent des nombres réels.
Ces résultats restent valables pour les limites en + « ou en — oo,

« Limite de la somme de deux fonctions

lxlﬁx f[x 1 + oo - o0 + oo — oo + oo
lim g(x) U r r + oo — oo i
xXx, )

}g'r—l}xn (f+ g)x) l+1 + oo — o0 + oo - ©)
* Limite du produit de deux fonctions

}tlil;xaﬁx) l + oo — oo + o0 OU — o0 + oo '_/{Jm + o
lim g(x) - U Ul’#0) I'{’#0) 0 T R (S
.I'-').t‘n

' : +oo,810">0 —oo,5il’>.0

}flgrn(f‘g)(x] H {—m,sil’<0 {+oo,sil’<0 ® Lt B el R

* Limite du quotient de deux fonctions.

lim [fx)] - l U+ 0) 0 l s -
I-—).l'o

lim |g(x)| I (#0) 0 0 + o0 r + o0
x—-).t‘o .

i i ..I.. oo co

L, |5 & T u @ ° * D

Une étude de signes permet ensuite de déterminer la limite de la fonction —éf-— ;
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Limites en l'infini d'une fonction polynéme et d'une fonction rationnell=

Les résultats suivants ont été énoncés en classe de premiére.

* La limite en l'mfim d'un polyndme est egale ala lmute en l'mﬁm de son monoéme de plus haut
degré.

¢ La limite en l'mﬁm d'une fraction rationnelle est égale a la limite en l'mﬁm du quonent des
monomes de plus haut degré du numérateur et du dénominateur. ' :

Exemples
* Calculer les limites en + < et en — = de la fonction polynéme f:x~ 5x% —x + 1.
Ona: 1i1_1;1+ flxy)=lim (5x%) =+ et ligl _ Jx) = _ltl‘{_l;l_ (5x%) =—co.

- . . 7x° — 4x% -1
e Calculer les limites en + o et en — o de la fonction rationnelle g: x'—>——;-~—6— .
xX2—x+
Ona: lim g=lim 72 =lim (7% =+ ot im g =lim 75 =lim (749 =—oo.
X+ oo X 4o x2 X = 400 X —3—oo X —o x2 X = —o0 .

smmezss Propriétés de comparaison
Les résultats suivants ont également été énoncés en classe de premiére.

Soit fune fonction.
* S'il existe une fonction g telle que f> g sur un intervalle ]A ; +oof et lun &)=
. alors hm f(x] -+ 00, &

« S'il exmte une fonction g telle que f'< g sur un intervalle JA ; + «[ et 11m+_ glx) = - o,
alors hm j‘ (x) = :

On a des propr:etes analogues lorsque x tend vers — o ou lorsque x tend vers x,,.
Exemple - :
Calculer les limites en + < et en — o de la fonction f:x+— 2x + 1 — 3sin x.

Ona: VxeER,-1<sinx<1; donc: Vx€ER, 2x—2<flx) < 2x + 4.
Or: Hm  (2x—2) =+ co; donc: lim flx) = +.
X — + oo X =+ oo
Deméme: lim (2x+4)=—-o; donc: lim flxj==c. -
X ——0o0

X——eo

Soit fune fonctmn
~* S'il existe deux fonctions g, h telles que g < f < h sur un intervalle JA ; + o[ et | g
lim  glx) = hm CRGY =10 e alors llm S = L St

X— + o0
« §'il existe un nnmbre reel l une fonchon getun mtervalle ]A + oo[ tels que :

lim g)=0 et v.-ce]A +oof, [fA)-1] < gl0), ~alors  lim f[x] L

On a des propriétés analogues lorsque x tend vers - - ou lorsque x tend vers x,,
Ces propriétés sont deux fonnufatwns du « théoréme des gendarmes ».

Exemple
Calculer la limite en 0 de la fonction g:x+— x E( ) ol E désigne la fonction partie entigre.
Ona: VxER, Ex)<x<Ex)+1; donc : VxeR*,l—lsE(l—)gg—.
x x x
On en déduitque: Vx€10;+0f, 1—x<gx)<1; donc : limﬂ glx) = 1.
X =
>
De méme, on a : Vx€l-0;0, 1<glx)s1-x; donc: lim0 gl =
f X — I
‘ : <
Ona: }:11_:)10 glx) = Jlr1§0 g[x)l =13 donc : }JEO glx) = 1.
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1= resuliat suivant a également été énoncé en classe de premiére.

Soit f et g deux fonctmns telles que f < g surun mtervalle ]A + oo[
Si lim flx)J=1 et lim gx)=0U, alors I<UI.
X—>+ .

=+

__1.2. Limite de la composée de deux fonctions

On a v en classe de premiére une propriété permettant de calculer la limite de la composée d'une fonc-
tion affine par une fonction f.

La propmete smvante, que nous admettons, généralise ce résultat.

Soit gof la composée de deux fonctmns et a un élément ou une borne d'un intervalle sur lequel gof
est définie.

Si lim f@) = R ;il_r}bg[y]=l, alog }ti]_J):lagof{,x_;)-_‘-L

xX—a

a, b et I sont des nombres réels ou + - ou — .

Exemples
e Déterminer la limite en + « de la fonction u:x+> -zrx +— 11 .
> = - [ = o i, zx_ 1 e /_ o @ s
Soit f'et g les fonctions définies par : f(x) = ~771 et 9l =Jx ;ona:u=gof
Or: lim flx)=2 et lim gly)=J2 ; donc: lim ul)=lim glfix)]l=/2.
X —+roo y—=2 X +o0 X —+eoo

e Déterminer la limite en + « de la fonction v : x> x sinl

Soit fet g les fonctions définies par: f(x) = % et glx) = ‘3’19-5 ;ona:uv=gof
Or: lim flx)= et lim gly)=1 ; donc: lim ox)=lm gfix)l=1
X+ y=0 2 X—>+oo X =400
On peut éoalement rédiger de la fagon suivante.
On pose : X = —. Lorsque x tend vers + <, X tend vers 0.
Ona: lim xsmi—hm SmX:l.
XS+ x X550 X

—-1.3. Limite d'une fonction monotone sur un intervalle ouvert

Nous admettons la propnete smvante

Seit f une fonction croissante sur un mtervalle M
ouvert la ; b[ [a < b). - s oy
* Si f est majorée sur la ; b, > Jr

alors f admet une limite finie a gauche en b.
* Si f est minorée sur la ; b, G ; m : :
alors f admet une limite finie a droite en a. O al b

R emargug

De maniére analogue, pour une fonction f décrois- :

sante sur un intervalle ocuvert Ja ; bf, on a : ) \_

e si f est majorée sur Ja ; b, %
alors f admet une limite finie @ droite en a ; ' ' m =

e si f est minorée sur Ja ; b, _ : 1 :
alors f admet une limite finie & gauche en b.
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Soit fune fonction croissante sur un intervalle ouvert ]a ; bl.

Si f n'est pas majorée, alors pour tout nombre réel M, il existe un élément x, de l'intervalle = - =
tel que : flx,) > M.

f étant croissante, on a: V.x € lx,: bl, flx) > M ; donc: .lrlglb flx) =

Cette étude justifie la propriété suivante que nous admettons.

Soit f une fonction croissante sur un intervalle
ouvert la ; bl (a < b).

T P
¢ Si f est non majorée sur la ; b, :
alors f a pour limite + - a gauche en b. :
* Si f est non minorée sur Ja ; bl, : O | a | b
alors f a pour limite — « a droite en a. ]

Remarque

De maniére analogue, pour une fonction f décroissante sur un intervalle ouvert Ja ; b[, on a :

e si f est non minorée sur Ja ; bl , alors f a pour limile —e a gauche en b ;

e si f est non majorée sur Ja ; b[ , alors fa pour limite + « @ droite en a.

Ces deux propriétés, qui peuvent étre énoncées en remp:'agant a par — < ou b par+ <, seront utilisées
ultérieurement.

—1.4. Travaux dirigés

=== Limite en l'infini d'une fonction contenant des radicaux
1°) Ca]culer les limites suivantes.

a) lim (5x-2-/x+1) ; Jlt_il_n;_m[‘fs-_x—,fl—i).

X+

b) lim ({1-x+2v) i lim (r-xz+ 1),
X —>—o0 X+
/J -2
2°) Calculer les limites en — <o et en + o de la fonction f définie par: f(x) = “CZT-'-}___ ;
-Xx

Solution
1°) a) ¢ La fonction x> /5x— 2 —/x+ 1 a pour ensemble de définition [i ; + oof.
Lorsque x tend vers + e, les propriétés sur les calculs de limites ne permettent pas de conclure.

Ona: Vx€[2;+of, Bx—2—/r+1 =J.1_~(\/5_ 2 J1+l);

x x

. : [ = ; 2 _ : 1_,.

or: lim Jx=+4o, lim -2 =/5 et lim 1+—=1;
X =+ o X— 4o X X+ X

donc: lim (/5x—2 — Jx+1)=+c.

X+

e La fonction x+> y5-x—¢1—x a pour ensemble de définition ]— o ; 1].

Lorsque .x tend vers — e, les propriétés sur les calculs de limites et le procédé precedemment utilisé ne
permettant pas de conclur On utilise l'expression conjuguée.

G-x)-(1-2x) 4
Ona: Vx€l-w;1], (b—x—-yl—-x = — — = :
Jg-—-x+\1—-x I_H +,}1 x
dong : lim_ ({5-x-J1-x)=0.
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b) Dans les deux cas, les propriétés sur les calculs de limites ne permettent pas de conclure. On utilise
I'un ou l'autre des procedes précédents.

*Ona: VxE]—w;O[, ,}1—x+2x=‘f:(vjl—%—2\/:t);donc: lim (J1 +2x)

x.—)_.oo

x2—[(x2+1 -1 |
*Ona: VxER, x—{x2+ 1= ( ) = : donc: lim (x—{x2+ 1 J
X+{x2+ 1 S LR

I

2
2+ 1—2 —J:(-:1+—2+—)
. y = =x ; donc: lim flx) = 1. .

2°)0Ona: VxE€l-;0[, 1= —1:(1—3) o
X

— el .2
y -2 I(,I?—g—
Ona: VxeE]l;:+e, X+l = \ o % ; donc: lim flx)=-1.

1—x —I(l—-}:—) X — foa

.:;ser lun des procedes suwants.

= o ‘Mettre en facteur le terme de plus haut degre

e Introduire lexpressmn conjuguee :

Eece Unhs.er consecutwement les déux procedes precedents

' -
- E xercices
1.a Calculer les limites suivantes. 1.d Démontrer que :
a) lim _(3x%—5x +4) VEE10;+esl, Nt 1 ~Jxls J;
X+ e
b) lim (-x2+x+1) En déduire la limite en + « de la fonction :

x—=Jxr+1 —J,/;.

) lim, (- 0x)

d) lim (- 7xd+at-1). l.e  Utiliser les fonctions composées pour calculer
' les limites suivantes.

1.b  cCalculer les limites en + o et en — o des fonc- a) lim sin(tanx) b} lim sinx
tions suivantes. x—0 tanx X9 R—X
Q) x> x*-2x+5 Blaes - +x+3 sin(x——’,;-) s
3xt+1 8x +2 c) ]im::,?.x— d) lilﬂn R
. - - x> - r— = e by
clx— _.'»CS_ dj x— MM s .3 2 X 2
—3x2+1 .2
* 1.F  Calculer les limites en + o et en —oo des fonc-
l.c  Utiliser les propriétés de comparaison pour Hensguayantes,
c?lculer-les limites en + « et en — « des fonc- o) x> @2 +x+1 B} x> =1 -
tions suivantes. e x+2
a)x— —4x + 3 — cosx b)xn—>x2+1 c)me 7 s 1— xz+1.
c) x> x2 + 2sinx d) x = 32 + cosx). X 1+ Jx2+1
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Dans cette legon, f désigne une fonction, D, son ensemble de définition et (6) sa courbe représentative.
On dit que (¢) admet une branche infinie éans les cas suivants ;

® en + o ou en — <=, f a une limite finie ou infinie ;

* en x;, fa une limite infinie.

2.1, Asymptotes

e bt Asymplote parallele a l'un des axes .

Définitions

Soit fune fonction et (‘¢) sa courbe représentative.

* Lorsque f'a une limite finie [ en + - ou en - <, on dit que la droite d'équation y = [ est asymptote a
la courbe (€).

* Lorsque fa une limite infinie d droite ou a gauche en x,, on dit que la droite d'équation x = x est
asymptote a la courbe (€).

Exemples
* Soit f la fonction définie par: flx) = —=

Olna: Vx€]0;+o,
donc: lim f(x)=

dm 0. . wﬂ ol %’)_4——
On en déduit que la droite (OI) est asymptote a (€) en + o,

On démontre de méme que cette droite est asymptote & (€) en — .

sin x 1 ; 1
= ls— et lim ?—0,

* Soit f la fonction définie par : flx) = 2x

=]-1;+ o[, Jx-t-l-

Ona: lim 2x=-2: (A)
x;)—l
.lri91 x+1 =0 e Vx€EJ]-1;+e[, Jx+1>0.
-

Donc : Ll?m_1f(x]=—oo. ¥ -1

On en déduit que la droite (A) d'équation x = — 1 est asymptote a (€).

Remarque

Une courbe et son asymptote peuvent se couper ; par exemple, la courbe d’équation y = _nx_ coupe son
asymptote (OI) aux points d’abscisses kn (k € Z).

ERETE] Asymptote non parqllele Qux axes

Définition i
Soit f une fonctlon et (6) sa cnurbe représentative.
Lorsque llm [f[x) (ax+ b)] =0 ou llm [f[x] (ax + b)] =

on dit que la dro:te d'équation y = ax + b est asymptote a la courbe (<€].

Exemple

—1)2
Soit fla fonction définie par: flx) = - 1) .

x2+1

On effectue la division euclidienne de (x® — 2x? + x) par (x? + 1).
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Onobtient: VXxER, 22-22+x=02+1)x-2)+2 ;

()

. . _ > 2 L ‘
donec : VxeR, flx)=x 2+x3+1 | Al
- = - _ 2 .
Ona: 1}1_1)1+m [fAx) — (x—2)] B = =0 ; 2 =
. 2 _
}c11_1)1_m [flx)-(x-2)1= hm - o = 0.
Dongc la droite (A) d'équation y = x — 2 est asymptote a (€)

en+ e eten—

Deplus: Vx€R, flx)—(x—2)>0;donc (@) est au-des- %
sus de (A). @)

_Solt f une foncﬁon rattonnelle telle que f = tI .'.'et.”' dd[P)“} do[Q_)._.

Smt f une fanctwn et [(8] sa courbe représentamre
La droite d'équation y = ax + b est asymptote a (%) si et seulement si, :
lorsque x tend vers +  (ou ~ ), ﬂTx] tend vers a et [f(x) — ax] tend vers b.

L}émonstration
On fait la démonstration dans le cas ol x tend vers + oo.

¢ On suppose que la droite d'équation y = ax + b est asymptote a (€) en + <.
On considére la fonction g x> fx) — (ax + b).

Ona: 1im g(x] =

VxED \ {0}, f{x] a+%+g[i];

X
Vx€E Df, flx) —ax—b + g(x).
s fx) . _
Donc : Llr_r)1+w? =a et chlli1+w[f'(x) —ax] =b.
)

* Réciproquement, si lim
X =t o

=a et lim [f(x)—ax]=hb,alors: lim [f(x)
X =+ oo X =¥+ oo
Dong, la droite d'équation y = ax + b est asymptote a (€) en + .

Exemple -
e Soit f'la fonction définie par : fl(x) = 2/x2— 1 —x.
Ona: D, =]-o0;—1] U [1;+e.

. S 1 s
lm ) =lim | x(2f1-5-1) = s
. Ax) . 1 A

lim = =lim (21-5-1)=1; E

11m [f'(x) x] = lim 4x? —1) - 4xt _ 0

(Ag)

(A)

—(ax + b)] = 0.

(€

xs+e gf2_ 14 2x ) o

Donc la droite (A,) d'équation y =x est asymptote & (€) en + .
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De plus : VxEDf, flx)—x=

—4
| 22— 1 +2x
donc : VxE[1;+e[, flx)—x<0 ;(®)estau-dessous de (4,) sur [1; + o[,

On démontre de mé&me que la droite (A,) d'équation y =—3r est asymptote a (€) en — o et que (€) est
au-dessous de (4,) sur }-eo;—1].

Remargue
Plus généralement, les courbes représentatives de deux fonc-
tions f et g sont asymptotes lorsque :

£1g1+ _ [fx)—glx)l=0 ou 'lrll;[}le [f(x) — g(x)] = 0. ) .
C’est le cas des représentations graphiques ci-conire des (€) Jb
fonctions f et g définies par : f(x) = x? et glx) =x% + % \O [

..... ..2.2. Direction asymptotique
Dans ce paragraphe on suppose que, lorsque x tend vers + = ou vers — =<, fx} 2 une limite infinie.

f)

On étudie alors la limite, lorsque x tend vers + o ou vers — o, de ——

On distingue trois cas : —f—[;—] a une limite infinie, f[?‘f) a une limite ﬁm’e et _flt‘j] n'a pas de limite.
ﬁ"x) - L] - - a

% —c a une limite infinie

On dit que (6) admet une branche parabolique dedirection celle de (OJ).

Exemple
Soit fla fonction définie par: Alx)=-— 16 Lso
Ona: lim flx)=—c et lim ﬂ—x)z—oo;
X =+ X—=+o0 X )
de méme : lim f[x] =+4+c et lim fix) =—o0
X—>—0 X JE
(6) admet en + oo et en — o= une branche parabolique .
de direction celle de (O]J). .
C I \

x) . DL
= —— aune limite finie a

1" cas:a=0 .
On dit que (€) admet une branche parabolique de direction celle de (OI).

Exemple
Soit fla fonction définie par : flx) = Jx.

Ona: lim Jx=+

X =3+ o
et im Mmoo
X400 X X = +oo /x
(4¢) admet en + o une branche parabolique de direction / .

celle de (QOI).
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2¢cas:a =0
On étudie alors la limite, lorsque x tend vers + « ou vers — ¢, de flx) —

On a trois possibilités.

* f(x) — ax a une limite finie b

On a vu dans le § 2.2. que la droite d'équation y = ax + b est asymptote a (€).

* f(x) — ax a une limite infinie

On dit que (€) admet une branche parebeligue de direction celle de la droite d'équation y = ax.

* f(x) — ax n’a pas de limite

(6) n'admet ni asymptote, ni branche paraboligue.
On dit que (6) admet une direction asymptotique. celle de la droite d'équation y = ax.

Exemples

* Soit f la fonction définie par: f(x)=x—,x.

Ona: lim

f[]

X—>+eo

(‘6) admet en + = une branche parabohque de direc-
tion celle de la droite d'équation y = x.

¢ Soit fla fonction définie phr : flx) = x + sin(2rx).
Ona: VxER, x-1<f(x)<x+1;

im0

donc : 1_i1_1{)1+mf(x] =+ oo

Or, la fonction x + sin(2mx) n'a pas de limite en + .
(6) n'admet ni asymptote, ni branche parabolique en + .
() admet en + oo une direction asymptotique, celle de la

droite d'équation y = x.

ﬂ )

= —— n'a pas

=1 et llm [f[).] =— oo,

o+ X

.

de limite

LY

(4) n'admet ni asymptote, ni branche parabolique, ni direction asymptotique.

Exemple

Soit fla fonction définie par: f{x) = x[1 + COSZ(ZT[I]]
Ona: Vx€eER,
VYx€E[0;+ oo,

donc: lim flx) =+ oo
X = +e2

Ona: Vx€ER* = =1 + cos?(2nx).
Cette expression n'a pas de limite en + o (ou.en — ). : [\/o |

fix)

= Tableau récapitulatif
Les résultats précédents sont résumeés dans le tableau ci-dessous.

1<1 + cos?(2nx) ; (€)

x<f);

fx)

a et b désignent respectivement les limites, lorsque x tend vers + « (ou — =), de — etde flx) - ax.

a=+cc0ua=—oco

Branche parabolique de direction celle de (OJ)

aceR

bER La droite d'équation y = ax + b est asymptote
ﬂ;;_w_ - Branche parabolique de du'ectmn celle de la droite d'équation y = ax

b n'existe pas

Direction asymptotique, celle de la droite d'équation y = ax

a n'existe pas

P -

9092 Limites et continuité

Ni asymptote, ni direction asymptotique, ni branche parabolique




‘EﬁﬁfféE X CICICOS Brr o s o s v A o

2.0  Dans chacun des cas suivants, déterminer les 2.c  Dans chacun des cas suivants, étudier les
asymptotes a la courbe représentative (€) de la branches infinies de la courbe représentative
fonction £ () de la fonction f.
al frx— :11 b) frx i’::i a) frxw— &::—;zczx+1ﬂ
c}f.x,_,z’fz—l O ool b) fixr>—x3 4 2x% - 3x

: 21 Z e c)f:xr—)Zx—BE
d) f:xr 2x+ 4 + cosx

2.b  Dans chacun des cas suivants, démontrer que :
la droite (A) est asymptote a la courbe repré- 2.d  Dans chacun des cas suivants, déterminer les
sentative (€) de la fonction f ; préciser dans asymptotes éventuelles a la courbe représenta-
chaque cas la position relative de () et de (A). tive (¢) de la fonction f.

1 x2+x-2

sy = =— 2 S 5 o S

a) flx)=x - 3+x2+1’ A):y=x-3 a] fl)=-x+x+2 b)flx) T W

3x*—2x+4 2_3x+1 ' x% - 4x

b) fly= =——=—"=, (A):y=3x+13 o BT S _ B S

4 x=5 Y : el = 5E 4 fW=53
c) flx) =J2x2+x+ 1, (A):y:,}?x+{1——2 3x+‘.l P4 +8c—4-
i e) flx)= flx) = Py

. Continuité d'unie fonction™

...3.1. Continuité sur un intervalle

EEsE Ty

e el IR T D

Définition e
Soit f une fonction et x, un nombre réel.
On sait que fest continue en x, si f est définie en x, et 11m ﬂx = fix,).

" Définition _
Soit K un intervalle de R. : M 33 5 g
On dit qu'une fonction f est continue sur K si elle est continue en tout élément de K.

Exemples

* Toute fonction mondme est continue sur R. L

e Les fonctions x+— sinx et x> cosx sont continues sur R.

e La fonction x~ |x| est continue sur R.

e La fonction x+> Jx est continue sur [0 ; + eo[. )

* La fonction partie entiére.n'est pas continue sur R. - ‘ X

Remarques

* Lorsqu’une fonction est continue sur un intervalle K, sa courbe représentative sur cet intervalle se trace
d’un trait continu. -

. Lorsqu une fonction est contmue en tout élément d un ensemble E, on dit qu’elle est continue sur E.
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Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés de la continuité en x, et de la définition de la conti-
nuité sur un intervalle.

Soit f et g deux fonctions continues sur un intervalle K.
* Les fonctions f+g, fg, kf (k € R) et |f|sont continues sur K.

f

_» Si g ne s'annule pas sur K, alors % et i sont confinues sur K.

» Si fest positive sur K, alors [/ est continue sur K.

Exemples

» Toute fonction polynéme est continue sur .
e Toute fonction rationnelle est continue sur son ensemble de définition.

» La fonction tangente est continue sur tout intervalle de la forme ]% +kr; % + (k+ 1)n[ (k € 2).

'Smt K et K' deux intervalles de R. e
‘Soit fune fonction continue sur K, telle que )‘{K] CK' et g une fonctlon contmue sur K'
_- .La fonction gof est continue sur K.

Bémonstration
Soit x, un élément de X. On a : lim  fx) = flxy).
X=Xy
g est continue en flx,) ; donc : EI_I)lﬁxb) aly) = glflx,)]
On en déduit que : }tn_z;lxo gof(x) = gofix,).
La fonction gof, continue en tout élément x, de K, est continue sur K.

Exemple
Démontrer que la fonction x tan("f‘:2

— 1) est continue sur R.
+1

2 _
La fonction f: x e

est continue sur Retona: fIR) C1-1;1[

La fonction ¢g: y+> tany astcontinuesur]—f, ﬂ-’[etona 1; 1 c1- 2 $ 2[

Dong, la fonction geof: x> tan(";zz:_i) est continue sur R.

Remarque

Plus généralement, la composée de deux fonctions continucs sur leur ensemble de définition est conti-
nue sur son ensemble de définition.

_..3.2. Image d'un intervalle par une fonction continue

"""'“Sl""‘?“ *

i

z=i Propriétés

e La courbe ci-contre est la représentation graphique de

la fonction sinus. _ J
¢
Déterminer graphiquement les images par la fonction \@) _ \
sinus des intervalles suivants : - \ O | :n:\
Fasol; bmsal s =555 05515 Fgs 5l -1
H r L] ’ 2 z ¥ 2 4 2 g
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* Soit f la fonction définie sur R par : f(x) = x%—2.

- Etudier la continuité de f sur R. -

- Justifier que fest minorée par — 2 sur R.

- Démontrer que tout élément y, de l'intervalle [- 2 : + =[ a au moins un antécédent x, par f.
-En dedun‘e I'image de R par f.

Nous admettons la propriété suivante.

Si f est une fonction continue sur un intervalle K, alors fiK) est un intervalle.

* Si f est une fonction constante, alors f(K) est réduit & un singleton.
* Si f n’est pas continue sur K, f(K) peut ne pas éire un intervalle.
Par exemple I'image de R par la fonction partie entiére est Z.

Si fest continue sur K, les intervalles K et f(K) ne sont pas nécessairement de méme nature (tous ouverts,
tous semi-ouverts ou tous fermés).
Par exemple, I'image de l'intervalle ]- 1 ; 1 [ par la fonction x = x2 est l'intervalle [0 ; 1[

Toutefois, pour les mtervalles fermés, nous admetions Iz propriété suivante.

Soit fune fonction définie sur un intervalle fermé [a ; b]. _
Si f est continue sur [a ; b], alors f([a ; b]) est un intervalle fermé [m ; M].

Remarques

*Ona: Vx€fa;b], m<flx)<M.

Donc, f est bornée sur [a ; b].

* m et M ont un antécédent dans [a ; b] par f.

On dit que f atteint ses bornes.

® Les valeurs de m et de M ne sont pas forcément celles de
fla) et de f(b) ; m et M sont respectivement le minimum et le
maximum de f sur [a ; b].

a

Théoréme des valeurs intermédiaires et conséquences

Nous ne savons pas toujours déterminer les solutions exactes d'une équation dans R.
Ainsi en est-il des équations: x+cosx=0 et x5+x+1=0.
Le théoréme suivant permet dans certains cas de démontrer l'existence de solution(s) d'une équation. -

Soit f une fanctlon continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. __
Tout nombre réel compris entre f(a) et f(b) a au moins un antécédent par f compris entre a et b.

Démonstration

On sait que f([a ; bl) est un intervalle K'.

Soit y, un nombre réel compris entre f(a)e 9}‘ (b).

Ona: f[a] €K' et f(b)EK ;donc: y, EK. _
Or : =f(la;bl) ; donc: y, € f(la; b).
On en déduit que y, a au moins un antécédent compris
entre a et b.
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Remarque

Si f n'est pas continue sur [a ; b], un nombre réel compris entre f(a) et f(b) peut ne pas avoir d'antécé-
dent par f dans I'intervalle [a ; b].

Ainsi, E désignant la fonction partie entiére, on a : E(2) < 2,5 < E(3) ; cependant 2,5 n’a pas d'antécé-
dent par E.

On déduit de ce théoréme la propriété suivante.

Soit fune fonction continue sur un intervalle K. =g e Ve
S'il existe deux éléments a et b (a < b) de K, tels que f{a) t f(b) sont de signes contraires, '
alors l'équation f(x) =0 admet au moins une solution dans l'intervalle [a ; b]. S A

Exemple

Démontrer que 1'équation cos T_r.i_r = x admet au moins une solution dans l'intervalle [0 ; 1].

Soit la fonction f:x+~> cos %x — x . Cette fonction est continue sur I'intervalle [0 ; 1]. ,
Ona:f(0) =1etf(1) =—1; donc : f(0).1) < 0. ' '
On en déduit que 'équation f(x) =0 admet au moins une solution dans l'intervalle [0 ; 1]. :

Soit f une fonction continue sur un intervalle K.
Si fne s'annule pas sur K, alors fgarde un signe constant sur K.

Cette propriété est la coniraposée de la propriété 1.

....3.3.. Fonction continue et monotone
Dans ce paragraphe, le repére (O, I, ]) est orthonormé.

s

=n Bijection réciproque d'une fonction continue et monotone
La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [~ % ‘ 1].

L'image de [- % : %] par cette fonction est I'intervalle [- 1 ; 11.
=151

X > sinx
» Démontrer que f est une bijection ;
on désigne par f* sa bijection réciproque.
e Démontrer que £~ est strictement croissante sur [- 1 ; 1].
(On pourra faire un raisonnement par I'absurde.)

Soit.I'application f: [- —g'— -

On désigne par (€,) et (6..) les courbes représentatives respec-
tives des fonctions fet 2.

On sait que (€) et (6,.) sont symétriques par rapport a la droite (A) d’équation y = x.

La courbe [‘Gf] se trace d'un trait continu : il en est de méme de la courbe [%f_,).

Ceci nous conduit a conjecturer que la fonction £~ est continue sur l'intervalle [-1; 1]

Plus généralement, nous admettons la propriété suivante.

Soit f une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K.
» fréalise une bijection de K vers f(K). ' . -
» La bijection réciproque, notée f~*, est continue sur I'intervalle f{X).

« f-1 est strictement monotone et a le méme sens de variation que f.
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mmmzmsm Image d'un intervalle par une fonction continue et monotone

Lorsqu'une fonction fest continue et strictement monotone sur K, f(K) est un intervalle de méme natu-
re que K et ses bornes sont les limites de faux bornes de K.

Le tableau ci-dessous précise f(K) suivant la nature de K et le sens de variation de f.

K
K f strictement croissante g f strictement décroissante
[a; ] [fla); r®)] | [F®); fla)]
[a; bl [f (@) ; }riglbﬂxi[ | ]}(irgbf[x] i f (a]] .
Ja; bl ]ygaaf(xl :lim, fle) Jfm, e yg:af(x)[
[a;+ ol [f@;lim__se] ]}rir_)u+mf{-r] @]
R Jim__ A s Jim, A im__ £

Fonction racine n-iéme

Soit n un entier naturel non nul et f, la fonction de R+ vers R+ définie par : f,(x) =
La fonction £, est continue et strictement croissante sur R+,

Ona: f(0)=0 et lim f(x]—+oo

Donc, f,, est une b1]ect10n de R+ vers R+ ; elle admet une bl]ectlon ré01proque de R+ vers IR+.
-Définition '
Soit n un entier naturel non nul.

La fonction racine n-iéme est la bijection réciproque de la fonction: R+ - R+
x>t

* L'image de tout nombre réel positif x par la fonction racine n-iéme
1

est notée ':f; ou x™.
x € R+ y € Ry
*Ona: {y=’:/; = {x:y"
eOna: Vx€Rs, (fx)=vxr=x
¢ La fonction x+— “J; est continue et strictement croissante sur R+,

* Pour tout entier naturel non nul n, on désigne respectivement par
(6,) et (6,) les courbes représentatives des fonctions :
£

Ri+—>R+ et R+i—>R+ J
X —> x" X — ':fx
Les courbes (€,) et (6,) sont symétriques par rapport a la droite (A)
d’équation y = x. ® 0

mzmzmzs Puissance d'exposant rationnel
SoitpeZ*,qeN*, ke Z*et xERE.

Ona: {2 = g et [(x)e] = ¢l yor =[x yaf = = [()] =[x )]
Donc : (klg) —( )p
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Ce calcul suggere la définition suivante.

SmtpEZ* q € N* et x € RY.

' - I
On appelle x a la puissance -g le nombre réel, noté x‘1 défini par : x9= (;q)p. '

'

U
=7x?

e Soit r et r’ deux nombres rationnels non nuls et x un élément de R% : ona & & =3,

oy

* L'égalité ci-dessus peut s'écrire : x

11 existe en effet des nombres p-p.qpEZ*,pEZ*, gEN*)telsque: r= -g etr’ =£q:.
o ag P P’
Ona: Wx")=(x) [f}@=(? xp) . (?f;p) = (ﬁq) . ( ‘xq) = xPxP’

.\
(") = ( P‘?) ( - q)P > TP = xPxP
On en déduit que : [(¥x )2 = (x+)9; donc : x'x” = x™".

* On étend de méme aux puissances d'exposants rationnels toutes les proprletes de calculs établies pour
les puissances d'exposants entiers.

_. 3.4, Travaux diriges

. Résolution approchée d'une équation

227 Un pemtre place deux échelles [AB] et |[CD], de longueurs res-
pectives 2 m et 3 m, entre les murs d'un couloir, comme indiqué
sur la figure ci-contre. Sachant qu'elles se croisent a une hauteur

de 1 m, on se propose de calculer la largeur x du couloir.

) ) Dé t 1,1
1°) a) Démontrer que : a0 * BC =7,

b) En déduire que x est solution de I'équation flx) = 1, ou f
désigne la fonction de R+ vers R définie par :

foy= 2 + L .
Ja-x2  Jo-
2°) a) Etudier la fonction f et en déduire que I'équation f(x) = 1
admet une selution unique dans R+. .
b) Déterminer une valeur approchée a 10-2 prés de cette solution.

Solution PH HC . PH AH PH PH AH+HC
o PH A+
¥aOna: gy =ac B - AC P AD *BCT T AC ¢
CPH =1 - P S
Or.PH—l,dc_mc._AD + BC =,
b)On a: AD? = CD? — AC? et BC? = AB?— AC?; on en déduit que : AD =9 — x2 et BC = /4 - x2.
' 1 1 :
Donc, x est solution de 1'équation : + = 1
= - J 4 — x2 J9— x2
2°) a) Soit la fonction f:x— L + : , * € Ra.
: J4 — X2 .fg — x2
» L'ensemble de définition de fest [0 ; 2. ,
* fest dérivable sur [0 ; 2[ et sa dérivée est la fonction flix— % + La :
) — 217 — 212
donc:Vxe|[0; 2[ f(x) > 0. _ (4 ‘Iz) (g xz)

*Ona:f(0)= ——et hg flx) = + oo,

& est gontinue et strictement croissante sur [0;2]. .
D'apres le théoréme des valeurs intermédiaires, I'équation flx) = 1 admet une solution unique o dans [0 ; 2[.
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b)On a: f(1) = 0,93 et f(1,5) = 1,14 ; f(1) < 1 < f(1,5), donc : & € [1 ; 1,5].
On obtient une valeur approchée de o avec la précision voulue en utilisant un des algorithmes suivants.

* Méthode par balayage _
On choisit un « pas » et on procéde a un balayage svstématique de l'intervalle [1 ; 1,5].
— Pour un pas de 0,1, on calcule £(1,1), f(1,2), ..., f(1.4).
On obtient : f(1,2) =0,98 et f(1,3) = 1,02 ; donc:a <= [1.2;1,3].
— Pour un pas de 0,01, on calcule f(1,11), f(1,12), ..., f{1.19).
. On obtient : f(1,23) = 0,999 et f(1,24) = 1,003 ; donc : a € [1,23 ; 1,24].

Donc, 1,23 et 1,24 sont des valeurs approchées, respeciivement par défaut et par exces, a 1072 pres de .

* Méthode par dichotomie

Ona: o€ [1;1,5]; on choisit le milieu. x, de cet intervalle ;
—si f(x,) > 1, alors o € [1;x,];

= sif[xD) <1,alors o € [x,; 1,5].

On recommence ce calcul en choisissant le milieu x, de I'intervalle obtenu, puis le milieu x,, ... et on
poursuit jusqu'a obtention de la précision voulue.

* A la n-iéme étape, pour un intervalle initial d'amplitude 0.5. I'incertitude est inférieure & gn‘l . On
obtient une valeur approchée a 1072 prés de o pour n tel que : g,f’l <1072 ; c'est-a-dire pour: n25.

Ona: x;=1,226 562 5 ; donc : x = 1,226 562 5 a 107> prés.

- Pour effectuer la résolution approchée d'une equa’aon du type flx) =k, on peut procéder de

la fagon suivante : =213 AT

» étudier les variations de la fonction f;

* en déduire et justifier l'existence des solutlons
- o Jocaliser chacune de ces solutlons oz

o utiliser un algonthme pour detem:uner une valeur approchee de chacune des solutmns ek
— balayage d'un mterva]le contenant la solutmn avec un pas correspondant a la prec:151on
désu'ée G

— dichotomie (a chaque étape l‘amphtude de l‘mtervalle contenant la solutlon est dwlsé
_paIZ)._-r_ L js : :

3.0 Déterminer l'eﬁsemble de définition des fonc- b} (E):cosx=ux, K=R

tions suivantes et justifier qu'elles sont conti- L x3—-3x—-1 _ o
nues sur cet ensemble : ————=m(mER) K=]1;+el.

2x | 2x+1 b 2x + 1
a) x> P o ) x> | =y 3.d Dans chacun des cas suivants, déterminer le
nombre de solutions de l'équation (E) et une

o) X E-x+1 2—x+1 4] x> [1+ tan valeur approchée & 107" prés de chacune de ces
r+de2—x+1 solutions :
. a)([E):x*-3x—-1=0 b)(E):x*-2x=1

3.b  Déterminer fIK) dans chacun des cas suivants : ¢) (E) : sinx = x — 1.

al frx—>xt+x-2, K=[-2;3]

b) fixw %*= 2 K =10 ; + oof 3.e Dans chacun des cas suivants, démontrer que

2 la fonction fadmet une fonction réciproque f-*
c) fix—2—x+2, K=R et tracer sur le méme graphique les courbes
. représentatives de fet f1:

3.c  Dans chacun des cas suivants, démontrer que a) fixe a8, K=R

I'équation (E) admet une solution unique dans T

l‘istervalleglz(:]: < b} frzrriStiwel, I,<=]1;+°°[

a] (B):x*-3x=1, ’ K=11;2[ c) f:x+> x—sinx, K=1]-3n ; 3xl.
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Le plan est muni du repére (O.L]).

Calculs de limites ,

1 Calculer les limites en + o et en — o des fonc-
tions suivantes.

x2+5x+4 3x—5
a) xe> = T2 b) xe ———
2x2— 8 x2—x+1
2
C} X & d)x:—)ﬁ
—2x+3 |- 2x + 3]

2 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi-
te de la fonction fen 0.

. 3
a) flx) = 32X b) flx)= 22T

Jx x2

tan2x sinx
c) flx) = d) flx) =

am:

x%us ¥ 1

&yl = sin%x 7 o= sm?.x_ 2tanx

3 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi-
te de la fonction fen 0.

_ sinx + tanx. _ sinx — tanx
a) flx) = ZEEL AN b) flx) = TEE 180X
sinx + tanx smx tanx
c) flo) = ———— d) flx) =———
A~ W=
& 1. Démontrer que : 1 x
V.\?E[l;+°°[,?5m<1.
Fe
En déduire; lim o et lim =

e ,/—(x+ 1)’

2. Démontrer que : V x € R, |cosx + sinx| < 2.
En déduire les limites en + o et enn — o de la fonction :
COSX + sinx

32

X =3+ 00 x+1

X >

5 Utiliser les propriétés de comparaison pour cal-
culer les limites suivantes.

a) lim x sin-L b) hm cos—l—
x—=0 X
. cosx 1
¢l £1§+“ x2+1 & .lrlgl+mx+smx
¢) lim X + cosx f) lim X + cosx

x>+ 3 + COSK r—o-= 3+ COSX

6 1. Démontrer que : lim 1-woex 1
x—0

x* 2
2. En déduire les limites suivantes.
x3 sin?x
a) im ———— b) im —
¥>0 1 —cosx *=0 cosx—1
cosix —1 J1— cosx
¢) im ——— d) lim ———.
x—=0 x tanx x—=0 sinx
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7 Calculer les limites suivantes. -

x+1

ﬂ] x—-1 xz-—‘j_
f
. vez2+1-1
c) Jl'__m:l -
x+1-2
e) lim -
x—3 2Z—x—6

b} 1. \?J.'t‘.'+2—\.‘3x—2
xlEEz x—-2
J3+x—-y5—x
d) lim
Sl SR e T i
X+ 2
fl lim _

xXe=3 =2

vz +x -2

8 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi-
te de la fonction fen + oo,

a) flx)=x+J1-=x

c) flr)=V2x+1-Jx+ 1

b) flx) =2+ Jx-1
d) flx) =Jx—1—-Jx+ 1.

9 Dans chacun des cas suivants, calculer les
limites de la fonction fen + c et en — co.

a) flx)=J2x2 —x+3

c) fR)=x-Jx2-4

x_v]xl
3x+2

e} f(x) =

10 1. Démontrer que : lim
x—=0

2. En déduire les limites suivantes.

1+3x -1
a) im —m8 —
x— x
1+ sinx—1
c) lim —————
x=0 sin2x

b) flx) =2x+x2 + 1
d) fld) = .‘_____‘xz‘*xl_i
X X
f flx) =- - )
Jxe+2]  {x+1]
1+x—1_ 1
e T
b) lim J1+x2-1
= 2x2
c) lim llm .
x=0 X

11 Calculer les limites suivantes.

1— cos2x

a) lim
sin?2x

x—=0
COSX
1 — sinx

c) lim
x?%

" 1—cos3x
b) lim ———
x =0 I2
sinx — cosx
d) lim
X —r— 2x — _7_2‘:_

12 Calculer les limites suivantes.

a} lim
*=0 1 — sinx — cosx

c¢) lim
x—% 1 - sinx — cosx

1 + sinx — cosx

1 — sinx + cosx

b) .1+ tanx
,,-_,322 1 —tanx

. COosx
dl B, 8,
x —}% 1—sinx

13 Calculer les limites en + o et en — o des fonc-

tions suivantes.

a) x> Jx2 —-2x +x

c) xl—w\) 1&4_4:_1—1:2[ ‘

x—yx2—x+1

2x— J4x?2 + x

d)xl—) \J \,_t2+1 x

b) x—



