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Le cube possède 9 axes de ~-rn~=- : 

- les droites joignant les œ::__::s i:.2 ~ ~ ~ ~ •.•. ze 5.,. ëU no=ilire de 3 ; 

- les droites joignant ~es -;--·• B:T 2 L"'"=X - ë~ opposées (5gure 6), au nombre de 6. 

2°) Déterminer les p lans et axes de symétrie d'un tétraèdre régulier ABCD de centre O. 

Solution 
0 est l'isobarycentre du tétraèdre (figure 1) ; donc O est sa propre image par toute transformation lais­
sant globalement invariant le tétraèdre. 

On en déduit que tout plan ou axe de symétrie du tétraèdre passe par O. 

Recherche des plans de symétrie du tétraèdre régulier 
Soit (Il) un plan de sym~trie du tétraèdre .• 
Au moins un des sommets du tétraèdre n'appartient pas à (Il) et a pour image par s0 un autre sommet. 
Donc tout plan de symétrie du tétraèdre est nécessairement le plan médiateur d'une paire de sommets. 
On sait que dans un tétraèdre régulier, deux arêtes opposées sont orthogonales ; donc, tout plan média­
teur d'une arête contient les deux autres sommets. 
On désigne par I, J, K, L, Met N les milieux respectifs des arêtes [AB], [CD], [AC], [BD], [AD) et [BC]. 

On obtient 6 plans distincts : (ICD) (figure 2), (JAB), (KBD), (LAC), (MBC) et (NAD) qui sont tops plans 
de symétrie du tétraèdre. 

A A 

M 

K 
--• 

B , .. -::............ ~~~Cc... D 

C C 

figure 1 figure 2 

Recherche des axes de symétrie du tétraèdre régulier 
Les plans de symétrie se répartissent en trois paires de plans perpendiculaires : 

A 

C 

figure 3 

- les plans médiateurs de [AB] et [CD], perpendiculaires et sécants suivant la droite (IJ) (figure 3) ; 

- les plans médiateurs de ·[AC] et [BD], perpendiculaires et sécants suivant la droite (KL) ; 
- les plans médiateurs de [AD] et [BC], perpendiculaires et sécants suivant la droite (MN). 
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Or, la composée de deux réflexions de plans p erpendiculaires est le demi-tour ayant pour axe la droite 
d'intersection de ces plans. 

Ces réflexions laissent invariant le tétraèdre : donc. le demi-tour laisse également invariant le tétraèdre 
et en est un axe de symétrie. 

Il y a donc au moins 3 axes de symétrie : '!l]. K:_) et (MN). 

Nous admettons que ce sont les seuls a""œS c!e symétrie du tétraèdre. 

L'espace est m uni du repère orthonormé 
(0 ..,.. ..,., _.k ) 

' i , J, . 

3.a Soit ABCDEFGH un cube de centre O et les 
réflexions sl = S OEHJ' S2 = s(OFG)' 
1. Déterminer les images des sommets du cube 
par les transformations s1 , s2 et s2 °s1 . 

2. Conjecturer la nature de s2os1 • Démontrer 
cette conjecture. ' 

3.b Soit ABCDEFGH un cube. 
1. Construire l'image de ce cube par la trans­
formation f = s(!\EJ0 s1ADJ0 s1ABl' 
2. Conjecturer la nature de f. Démontrer cette 
conjecture. 

3.c Soit OABC un tétraèdre tel que les triangles 
OAB, OBC, OCA sont rectangles et isocèles en O. 
On désigne par I, J et K les milieux respectifs 
de [BC], [CA] et [AB]. 
1. Démontrer que les plans (OIA), (OJB) et 
(OKC) sont des plans de symétrie du tétraèdre. 
2. Déterminer les transformations s(OIAJ 0 sroacJ• 
s(OJB) 0 S(OCA) et s(OKC) 0 s(OAB)' 
3. Le tétraèdre OABC admet-il un axe de symé­
trie? 

3.d Soit ABCD un tétraèdre tel que les triangles 
CAD et CBD sont rectangles et isocèles respec­
tivement en A et B, les plans (CAD) et (CBD) 
sont perpendiculaires. 

Déterminer les plans et axes de symétrie de ce 
tétraèdre. 

3.e Soit les points A(g) , B(i), c(g) et G le centre 

de gravité du triangle ABC. 
1. Déterminer les coordonnées de G et démon­
trer que la droite (OG) est orthogonale au plan 
(ABC). 
2. Déterminer les coordonnées de l'image de 0 
par la réflexion s(ABCJ· 
3. Déterminer les coordonnées des images de 
0, A, B et C par le demi-tour scoci· 

3.f Soit (0'>) le plan d 'équation 2x - y + z = 3 et A 
le point de coordonnées (3 ; 2 ; 2). 
1. Déterminer les coordonnées des images res­
pectives O' et A' des points O et A par la 
réflexion de plan (0'>). 
2. Démontrer que les droites (OA) et (O' A') sont 
sécantes en un point de (0'>) dont on précisera 
les coordonnées. 

3.g Soit (~ ) la droite de représentation paramétri-

{

x = - 2 + A 
que y = 2 - A (A E IR) et A le point de coor-

z = 1 - 2Â 

données (2 ; 2 ; - 1). 
Déterminer les coordonnées des images res­
pectives O' et A' des points O et A par le demi­
tour d'axe (~). 

Applications de l'espace 143 



I Exercices~ 
Sauf indication contraire, l'espace est muni du repère 

orthonormé direct (0, T;J:kJ. 

P rojec~ions de l'espace 

1 Soit ABCDEFGH un pavé. 
Construire l'image du parallélogramme EFGH ?ê=" ~ p::o­
jection sur le plan (ABC) parallèlement à la d'.:'One (DF). 

1 ABCD est un tétraèdre, G est son isoba.,œntre 
et A' est le centre de gravité du triangle BCD. · 
Soit p la projection sur le plan (BCD) parallèlement à la 
droite (AA'). 
1. Utiliser la propriété de conserrntion du barycentre 
d'une projection pour démontrer que : G E (AA'). 
2. En déduire que les droites joignant chaque sommet 
d'un tétraèdre au centre de gravité de la face opposée sont 
concourantes en un point, isobarycentre de ce tétraèdre. 

3 Soit ABCD un losange et (!!J>) un plan non per­
J?endiculaire au plan (ABC). 
A quelle condition le projeté orthogonal de ABCD sur 
(!!J>) est-il un losange ? 

4 Soit ABC un triangle équilatéral et (!!J>) un plan 
non perpendiculaire au plan (ABC). 
Préciser la condition pour que le projeté orthogonal de 
ABC sur (!!J>) soit : 
a) un triangle isocèle ; 
b) un triangle équilatéral. 

5 Soit ABC un triangle équilatéral et (!!J>) un plan 
tel que le projeté orthogonal A'B'C' de ABC sur (!!J>) soit 
un triangle rectangle et isocèle en A. 
1. Démontrer que la droite (BC) est parallèle à (!!J>). 
2. Soit I le milieu de [BC] et I' le projeté o~onal de 

- -► I sur (!!J>). Calculer une mesure de l'angle (l'A', IA). 

6 Soit ABC un triangle rectangle isocèle en A et 
(!!J>) un plan non perpendiculaire au plan (ABC). 
Préciser la condition pour que le projeté orthogonal 
A'B'C' de ABC sur (!!J>) soit: 
aJ un triangle rectangle en A' ; 
b) un triangle rectangle et isocèle en A' ; 
c) un triangle isocèle en A' et non rectangle. 

7 Soit le plan (!!J>) d 'équation x - 2y + z = l et la 
droite(®) de représentation paramétrique: 

{ 
; : : ; ~ 2À (À E IR) et le point A(-\). 
z=2+À 1 

1 . Démontrer que (21J) est orthogonale à (!!J>) en un point 
I dont on précisera les coordonnées. 
2. Déterminer les images respectives A1 et A2 de A par 
les projections orthogonales sur (!!J>) et (2ll). 
3. Vérifier que AA1IA2 est un rectangle. 
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8 Soit le plan (!!J>) d'équation : x +y+ z = 3. 
Déterminer l 'expression analytique de la projection 
orthogonale sur (QP). 

9 La droite (2b) a pour système d'équations : 
sx=y. 
ly = z 

Déterminer l 'expression analytique de la projection 
orthogonale sur (2ll). 

T ranslations, homothéties 

10 Soit les plans (ÇJ>) et (!lJ>') d'équations respec­
tiYes : 2x + 3y + z + 2 = 0 et 2x + 3y + z - 2 = O. 
1. Vérifier que ces deux plans sont parallèles. 
2 . En déduire qu'il existe une translation, dont on 
déterminera le vecteur, qui transforme (~ ) en (!!J> '). 

11 Soit ABCDEFGH un cube. 
On désigne par Ile milieu du segment [BC) et J le centre 
de la face BCGF. 
Déterminer les coordonnées dans le repère (A, B, D, E)·. 
des images des sommets du cube par la translation t de -vecteur IJ. 

11 Soit ABCDEFGH un cube et f l'application 
qui, à tout point M de <t;, associe le point M' tel que: 

~ -+ --+ --+ -+ 
MM' = MA + MH - MB - ME. 

Démontrer que f est une translation. 

13 Soit ABCD un tétraèdre et I, J, K les milieux 
respectifs de [AB), [AC]. [AD). 
1. Calculer l'aire du triangle IJK en fonction de celle du 
triangle BCD. 
2. Calculer le volume du tétraèdre ABCD en fonction de 
celui du tétraèdre AIJK. 

14 Un tronc de cône 
de révolution est tel que 
l'aire de la grande base (03) 
est le double de celle de la 
petite base (~.l'). 

Démontrer qu'il existe deux homothéties, dont on préci­
sera les centres et les rapports, transformant (03) en (03'). 

15 Soit (9') une sphère et A un point de (9'). 
Déterminer le lieu des symétriques de A par rapport 
aux points de (9'). 

16 ABCD est un tétraèdre. 
Soit h 1 l 'homothétie. de centre A et de rapport 1 et h2 
l'homothétie de centre C et de rapport 2. 
1. Construire l 'image de ABCD par h2 oh1• 

2. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de 
h

2
oh

1
• 

17 Soit les points : 

A(-:2), Bc~l), A'(î)_, B'(=4i). 



1. Démontrer qu'il existe une homothétie h, dont on 
précisera le centre et le rapport, telle que : 
N. = htA) et B' = hŒ). 
2. Déterminer l'image du point O par h. 

§ ymétries orthogonales 

18 Soit ABCDEFGH un cube. 
---+ ---+ ---+ 

Le plan est muni du repère (A, AB, AD, AE). 
Dans chacun des cas suivants, déterminer l'expression 
analytique des réflexions de plans (0"). 

a) (0") = (EFG) b) (0") = (CDE) 
c) ((!]>) = (BCH) d) (0") = (EDF). 

19 1. Démontrer que la composée d'une réflexion 
de plan (TI) et d'une translation est une réflexion de 
plan parallèle à (TI). 
2. Démontrer que la composée d'un demi-tour d'axe (l'l) et 
d'une translation est un demi-tour d'axe parallèle à (N 

10 Soit SABCD une pyramide régulière dont la 
base ABCD est un carré de centre I. 
Déterminer les plans et axes de symétrie de cette pyra­
mide. 

11 Soit SABCD une pyramide régulière, dont la 
base ABCD est un carré de centre I de côté 1 et telle que 
les plans (SAB) et (SCD) sont perpendiculaires. 
1. Déterminer les coordonnées de S dans le repère 

➔ 

orthonormé direct (A, t;_,; k) tel que : • 
--)- ~ ---+ -=+ 
AB = i et AD = j. 

2. Déterminer les coordonnées des images de S, A, B, C 
et D par les transformations suivantes : 
a) réflexion de plan (SAB) 
b) demi-tour d'axe (SA) 
c} homothétie de centre Set de rapport - 2 . . 

Il Soit ABCD un tétraèdre dont la face BCD est 
un triangle équilatéral et les faces ABC, ACD, ADE sont 
des triangles rectangles et isocèles. 
1. Démontrer que la droite (AB) est orthogonale au plan 
(ACD). 
2. Déterminer les plans et axes de symétrie de ce 
tétraèdre. 
2. Préciser les images des points A, B, C et D par les 
transformations suivantes : 
a) réflexion de plan (BCD) 
b) réflexion de plan (ABC) 
c) demi-tour d'axe (AB) 
d) demi-tour d'axe (CD). 

13 ABCD est un tétraèdre régulier. On désigne 
par I, J, K, L, M et N les milieux respectifs des arêtes 
[AD] , [DC], [CB], [BA], [AC] ét [BD]. 
1. Démqntrer que IJKL est un carré et que la droite (MN) 
est orthogonale au plan (IJK). · 
2. Soit d1 et d2 les demi-tours d'axes respectifs (IK) et 
(JL), s la réflexion de plan (IJK). On pose: d = d2 odr 
a) Déterminer deux réflexions s1 et s2 telles que : 

d1 =sos1 et d2 =s2 os. 
b) En déduire que d est un demi-tour dont on précisera 
l'axe. 

•+i ~ ~•I•li•l%1 1J f.}i ~:, W:.it0 ;2~;:t ·--·3 
U (.'.?) est nn plan, (li) une droite sécante avec (0") 

en un point Q_ I c::i !)CI.ÏTit e.:\-térieur à (0") et à (l'l). · 
Soit p1 la p:ojedio::i_ s:::: (~ } paallèlement à (6.) et p

2 
la 

llrojection sur (..l. ::,::::;;"~~~ , (~)_ 
A tout point ~1 èz 'l_ o=.-:-s I i-c ~;; ~ ~½ et~ tels 
que : M1 = piM) et~ = __ ... ._ 
On se propose de déœ::::::::r:::i f:z=s=::::":l"' CO des points 
M de ~ tels que les poin_.s :::.. ....:. = _ !:.. 3œ::!. alignés. 
1. Démontrer que si I, M

1 
Et ;~ .,. - c~:fls- alors M 

appartient au plan (TI} conw;:;;:: a _:. 
2. On désigne par 11 et 1z les iu:~::es:~.::s::e.:faes de I par 
P1 et P2· 
a) Déterminer une équation de (E) ck::::s 3 wq_:è:-e (O.½- ~) 
de (TI). 
b) En déduire la nature de (E) . 

15 Soit ABCD un tétraèdre et M un jXlÏil! de l'es­
pace n'appartenant à aucune arête du tétrare_..-e e:: tel 
que: 
- le plan (ABM) et la droite (CD) sont sécants en un 
point P; 
- le plan (BCM) et la droite (DA) sont sécants en un 
point Q; 
- le plan (CDM) et la droite (AB) sont sécants en un 
point R; 
- le plan (DAM) et la droite (BC) sont sécants en un 
point S. 
On se propose de démontrer que les points P, Q, R et S 
sont coplanaires. 
1. Démontrer qu'il existe quatre nombres réels a , b, c et 
d tels que : ---+ ---+ ---+ ---+ 
a + b + c + d * O et aMA + bMB + cMC + dMD = Ô. 
2. a] En utilisant la projection sur la droite (CD) paral­
lèlement au plan (ABM), démontrer que : 

cPC + dPD = Ô. 
b) Démontrer de façon analogue que: 
bQB + cQC = Ô ; aRA. + bIIB = Ô ; aSA + dSD = Ô. 
3. Déduire des questions précédentes que : 

(a+ b)MR + (c + d)MP = â; 
(a+ d)MS + (b + c)MQ = â. 
4. Conclure. 

16 Soit ABCDEFGH un cube. 
Construire l'intersection de ce cube avec le plan média­
teur de [AG). 
Quelle est la nature du polygone obtenu ? 

17 Soit ABCDEFGH un cube de centre O. I le 
centre de gravité du triangle BCG. 
On se propose de déterminer et construire les points 
d'intersection de la droite (OI) avec les plans des faces 
du cube. 
1. Démontrer que le point d'intersection de la droite 
(OI) avec le plan (ADH) est le centre de gravité J du tri­
angle AEH, 
Placer le point J. ---+ ---+ 

t2. a) Démontrer que : DJ = 2CI. 
b) En déduire que les droites (CD) et (IJ) sont sécantes 
en un point K que l'on précisera. 
Placer le point K. 
c) Démontrer de même que les droites (EF) et (IJ) sont 
sécantes en un point L que l'on précisera. 
Placer le point L. 
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18 Soit ABCDEF un 
octaèdre régulier tel que 
BCDE soit un carré de centre 
0 et dont les faces sont des 
triangles équilatéraux. 
1. Dé-terminer les plans de 
symétrie de cet octaèdre. 
2. a) Démontrer que (AF) est 
un axe de symétrie de cet 
octaèdre. 

A 

B 

b) Démontrer que les axes de symétrie du carré BCDE 
sont des axes de symétrie de l'octaèdre. 
cJ Soit I et J les milieux respectifs de [AB} et [DF]. 
Démontrer que (IJ) est un axe de symétrie de l'octaèdre. 
Préciser les axes de symétrie analogues de l'octaèdre. -
3. Soit G et G' les centres de gravité respectifs des tri­
angles ABE et CDF. 
a) Démontrer que O est milieu de [GG'] et que la droite 
(GG') est orthogonale aux plans (ABE) et (CDF). 
b) La droite (GG') est-elle un axe de symétrie de l'oc­
taèdre? 

19 ABCDEFGH est un cube et I est le centre de la 
face EFGH. 

-----+ -► -► 

L'espace est muni du repère (A, AB, AD, AE). 
Soit s la réflexion de plan (ACE) et s' la réflexion de 
plan (CFH). 
1. Déterminer les expressions analytiques des et des'. 
2. a) Démontrer que les p lans (ACE) et (CFH) sont per­
pendiculaires. 
b) En déduire l'expression analytique du demi-tour 
d'axe (CI). 

30 Soit (Il) le plan d'équation Zx + y - z = 3 et (L-.) 
la droite orthogonale à (TI) passant par O. 
1. Déterminer l'expression analytique des transforma­
tions suivantes : 
a) réflexion sn 
b) demi-tour sil 
c) siloslT 
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de la transformation sil oslT 
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31 1. Démontrer que toute symétrie centrale de c,g 
est la composée de trois réflexions. 
2. Soit ABCDEFGH un cube de centre O. On désigne 
par s0 la symétrie de centre 0 , s!AOCJ la réflexion de 
plan (AOC) et s!AGJ le demi-tour d'axe (AG). 
Déterminer les transformations suivantes : 

a) So O s(AOC) et s(AOC) 0 So 

b) s0 os[AGJ et s!AGJos0 . 

31 Déterminer, en fonction de 11, le nombre de 
réflexions laissant invarian t une pyramide régulière 
dont la base est un polygone à n côtés. 

33 Soit (TI) un plan, 0 un point extérieur à (TI) et • 
H le projeté orthogonal de O sur (TI). 
On désigne par d le demi-tour d'axe (OH), r la réflexion 
de plan (TI), s la symétrie de cen tre O et t la translation 

-► de vecteur 2 OH . 
1. Comparer ras ef tod. 
2. Déterminer sor; y a-t-il commutativité? 

34 Soit ABCDEFGH un cube de ce~tre O. 
Les plans médiateurs des arêtes découpent ce cube en . 
huit cubes (KA) , (KB), ... , (KH) contenant respectivement 
les sommets A, B, ... , H. · 
On désigne par s1 , s2 et s3 les réflexions transformant A 
respectivement en B, D et E. 
1 . Déterminer les images de (KA) par s1 , s2 et s3 . 

2. Déterminer la. nature de s1 o s2 , s2 ° s3 et s3 o s1 , ainsi 
que les images de (KA) par chacune de ces transforma­
tions. 
3. a) Déterminer l'image de (KA) par s = s1os2 os3 . 

b) Déterminer les images de A, B, C et O pars. 
c) En déduire la n ature de s. 
4. On désigne par 0 1 et 0 2 les réflexions de plans res­
pectifs (AGH) et (GCF). 
a) Déterminer les images de OABC par 0 1 et 0 2. 

b) Déterminer là nature et les éléments caractéristiques 
de 0 2 001 ; déterminer l'image du tétraèdre OABC par 
02001. 



C oniques 

ln "'"oduction 

Définies comme in,~ d . ~ el d'un pion·, l'étude des coniques par les 
Grecs remonte a 11 Ive ·ècJe c-.-::n: J_ -C. ;.e problème de la duplication du cûbe 
(construction géomé.'rique de l'creœ cl'- ahe dooJ le volume est le double de celui 
d'un cube donné) ayant c~ .,'.snecf.:-,,,,_ ~~"e d'Eudoxe et contemporain de 
Platon, sur leur piste. 
Un peu plus tord, Euclide et Archimède se som égœemool intéressés à ces sections. 
Le grand maître fut cependant le géomètre grec Apollonius oe Perga {vers 262 - vers 
180 av. J.-C.) qui fut le premier à publier un ouvrage en huit volumes sur ces courbes. 
Dix-huit siècles plus tord, ces courbes ont été identifiées comme tro;ectoires de 
corps célestes. 
Le mathématiden Pierre Dandelin {1794-1847) fut le premier à utiliser des sphères 
en contact avec le cône et le plan de section pour mettre en évidence les éléments 
caractéristiques des sections coniques (foyers, directrices). 

Sections planes d'un cône : 
sphères de DANDELIN 

Ellipse Hyperbole 
MF + MF' = MP + MP' = PP' = k MF - MF' = MP - MP' = PP' = k 

1. Étude générale des coniques . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .. 148 
' . 

2. Étude de la parabole .. .. . .. . .. .. .. .. .. .. .. . .. .. .. . .. .. .. . .. . .. .. .. 154 

3. Étude de l'ellipse ................. ... .... .................. ..... ... .. 157 

4. Étude de l'hyperbole . .. .. . .. .. .. .. .. .. .. . .. . . .. .... . .. . ... .. .. .... 163 
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---1J"'1 ~ Cqnique définie par foyer et directrice 

Introduction 
Soit (0:l) une droite, Fun point n'apparte~ pes à ~:l) et e un nombre réel strictement positif. 
Si M est un point du plan, on désigne pa:: ~ sc.:1 FOjeœ orthogonal sur (0:l). 

On appelle (re) l'ensemble des points ~1 d:u pb ~!s çm : ~ = e. 

On désigne par K le projeté orthogonal~ : "- , ·~; ~ par (..i) la droite (FK). 
• Justifier que (il) est un axe de sym.é::èe è T ~ 

On se propose de construire (r J pou: :as dems sui\~ de e : 1, ~ et 2. 

1er cas: e = 1 
• Démontrer que le milieu S de (FK] est élément de (r 1) . 

• Démontrer que tout point de (r1) appartient au demi-plan 
contenant F, délimité par la droite (T) passant par S et paral­
lèle à (0:l). (On pourra démontrer que tout point M de (t'i) véri­
fie : MF~ MK.) 

Soit P un point de [SF), distinct de S, et ('2.Dp) la perpendicu­
laire à (il) en P. 
• Justifier qu'il existe deux points de ('2.Dp) appartenant à (r1). 

• En déduire une construction point par point d.e (f1). 

On obtient une parabole. 
(qn) (T) 

2e cas: e = ! 
• Construire le cercle (({;;) , ensemble des points M tels que : tJ: = ! . 
• Justifier qu'il existe deux points A et A' de (il), appartenant à (f314). 

Soit Mun point de (f314) , ~istinct de A et A'. 

D , t MF 3 d , d . M t . t ' . • emon rer que : MK < 4 ; en e une que es m eneur 
à (C€). 

Soit P un point de [AA'], distinct de A et A', et ('2.Dp) la per­
pendiculaire à (il) en P. 
• Construire les points M de ('2.Dp) appartenant à (r314). 

(On pourra remarquer que : FM= ! KP.) 

• En déduire une construction point par point de (r314). 

On obtient une ellipse. 

3e cas: e = 2 

cqn) 

• Construire le cercle (C€), ensemble des points M tels que : tJ: = 2. 

• Justifier qu'il existe deux points A et A' de (M, appartenant à (r2). 

Soit P un point de (il), distinct de A et A', et (0:lp) la perpendi­
culaire à (li) en P. 
On suppose que : P E [AA']. 

; • Démontrer que PF > 2 PK. 
: En déduire que : 't/ M E ('2.Dp), MF > 2 MH ; 
: ('2.Dp) n (r2) = 0. 

On suppose désormais que P est extérieur à [AA']. 
• Construire les points M de ('2.Dp) appartenant à (r 2). 

(On pourra remarquer que: FM= 2 KP.} 
• En déduire une construction point par point de (r2). 

On obtient une hyperbole. 
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Définitions et propriétés 

Soit (2ll) ~e droite, Fun point n'appartenant pas à (S') et e un nombre réel strictement positif. 
On appelle conique de foyer F, de directrice (çi) et d·exœntricité e l'ensemble (r) des points M du plan 

tels que ~ = e, où H désigne le projeté orthogonal rle ~1 snr (:2). 

• Si e = 1, Cn est une parabole. 

• Si O < e < 1, (r) est une ellipse. 

• Sie> 1, Cn est une hyperbole. 

La propriété su ivante a été démontrée dans l'introd111mo::; 

Soit (n une conique de foyer F et de directrice al-
. La droite (M passant par F et perpendiculaire à (î.) es! rn Zll! de s5 c.éttië èz (O. 

(A) est appelée axe focal de la conique (f). 

Soit Cn une conique d'excentricité e et d ·axe .focal (~). 
• Si e = 1, (r) coupe (Li) en un point S. 
• Sie* 1, 

1
(r) coupe (A) en deux points distincts A et A:. 

Le point S est appelé sommet de la parabole. 
Les points A et A' sont les sommets de la conique situés sur l'axe focal. 

D émonstration 

On désigne par K le projeté orthogonal du foyer F sur la directrice (2ll). 

Les points de (r) situés ·sur (t.) sont les points M de (Li) tels que : ~ = e. 

• Si e = 1, il existe un unique point de (r) situé sur (A) : le milieu S de [FK]. 

• Sie -:f:. 1, il existe deux points de (r) situés sur (Li) : A= bar{(F, 1) ; (K, e)}, 

A'= bar{(F, 1) ; (K, - e)}. 

Régionnement du plan par une conique 

Soit (r) une conique de foyer F, de directrice (2ll) et d'excentricité e . 
Pour tout point M du plan dont le projeté orthogonal sur (2ll) est H, on a: 
• M est intérieur à (r) si MF < e MH ; 
• M est extérieur à (r) si MF > e MH. 

Remar~u~s 
• Le.foyer F d'une conique est intérieur à cette conique. 
• Tout point de la directrice ((}J)j d'une conique est extérieur à cette conique. 

Toute conique (r) partage le plan en deux régions : l'intérieur et l'extérieur de (r). 
Sur les figures ci-dessous, on a colorié l'intérieur de chacune des-.coniques. 

en ___ __ 

F 

Ellipse 

• 
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= t -~-2~ Équation réduite d'une conique 

~~~ Équation réduite d'une parabole 
Soit (0>) la parabole de foyer F et de directrice(~ ). 
On désigne par K le projeté orthogonal de F sur (~) ; le milieu de [FK] est le sommet S de (0>). 

On munit le plan d'un repère orthonormé (S, r n tel que : f = SlF SF. 

On pose: KF = p; on a F(f) et (fl) : x = - t 
Soit M(;) un point du plan; H(-; ) est le projeté orthogonal de M sur(~). 

y 

On a : M E (QJ>) <:=> MF = ~lli 

<==> (x - ~r + y2 = (x + ~r 
<==> y2 = 2px. 

On en déduit la propriété suivante. 

Soit (0>) la parabole de foyer F, de directrice(~ ) et de sommet S. 

K 
--+ 
i 

Dans un repère orthonormé (S, T, ]J tel que T = 
5
1F SF, (0>) est la courbe d'équation y2 = 2p.~, où p est 

la distance de F à(~ ). · 

Cette équation est appelée équation réduite de la parabole. 
Le nombre réel_ strictement positif p est appelé paramètre de la parabole. 

Remar ~ 
• Un échange des axes de repères (8, f Jet (8, J) r:ond11it à ,;nA {!q,intinn 
réduite de la forme : x 2 = 2py. 

L'axe focal de la parabole est alors la droite de repère (S, f }, le foyer est 

F,~) _et la directrice (<.!JJ): y = - f. 

-► 
j 

-► 
i 

• Dans le repère orthonormé (O, t;JJ, la courbe d'équation y 2 = 2ax (a=t- 0) est une parabole (rzl>) de som­
met 0, d'axe focal la droite de repère {O, f J et de paramètre I a 1. . · 

Le foyer de (0>) est F( g) et sa directrice (<JJJ) : x = - ~. 

Exemples 
• La courbe d'équation y 2 + 4x = o est une parabole de sommet 0, d'axe focal la droite de repère (0, ·n 
et de paramètre 2. Son foyer est F(-a1) et sa directrice(~ ) : x = 1. · 

• La courbe d'équation x2 - By = 0 est une parabole de sommet 0 , d'axe focal la droite de repère (0, f ) 
et de paramètre 4. Son foyer est FŒ) et sa directrice (<JJJ) : y = - Z. 

~~::lr' · i Équation réduite d'une conique à centre (e -:t= 1) 
Soit (ï) la conique de foyer F, de directrice(~ ), d'excentricité e (e -:t:- 1) et d'axe focal (~). 

(r) admet deux sommets A et A: sur (~). 

On munit le plan d 'un repère ~rthonormé (O, t; f) tel que O ·est le milieu de [_A.A:] ·et f = iA OA. 

150 Coniques 



1er cas : 0 < e < 1 ze cas: e > 1 

(21)) 

➔ 

j 
M __ ---41H -➔ 

j M H~----

(,1) 

0 i F A K 0 i K A 

Ona: A = bar{(F, 1) ; (K, e)} -+ -+ -
⇒ OF+ eOK = (1 + eJO_.;.: 

'--+ -+ ----A: = bar{(F, 1) ; (K, - e)} ⇒ OF - eOK = (1 - e.,O_~--
-+ -+ -+ -+ 

On en déduit que : OF = eOA et OA = eOK 

On pose : a = OA et c = OF. a2-
0n a : OF = eOA et OA = eOK ; on en déduit que : e = ~ et OK = - -

a C 

De plus, F(g) et (2D) : x = a: . a
2 

Soit M{;) un point du plan; H( Z) est le projeté orthogonal de M sur(~). 

On a : M E (r) ~ MF = eMH 

⇒ 
c2 ( a2 )2 (x- c)2 + y2 = a2 x- c 

⇒ 

2 
(aZ - c2) ~ + y2 - (aZ - c2) = 0 az 

⇒ 
x2 yz _ 
2 + 2 2 - 1, a a -c 

On en déduit·la propriété suivante. 

Soit en une conique de foyer F, de directrice e~) et d'excentricité e ee * 1). 
On désigne par A et N les sommets de en situés sur son axe focal. 

F 

·Dans un repère orth~normé eo, tl) tel que O est le"milieu de [AN] et t= iA OA., en est ia coùrbe --

d'équation ~ + al- c2 = 1, où a= OA etc= OF. 

Cette équation est appelée équation réduite _de la conique. 

a~mar91;Je~ 

• Un échange des axes de repères (0, t) et {O, f J conduit à une équation· de la forme : b
2
X:, c

2 
+ i: .= 1. 

I:axe focal de la conique est alors la droite de repère (0, Tl, F(~) est un foyer, (CZ!J) : y=~ une directri-

ce, B{g) et B'(_0b) sont les sommets'de la conique situés sur l'axe focal. · 
. . 2 2 

• Dans le repère orthonormé (0, -Cf}, la courbe d 'équation x 2 + / 
2 

= 1 (a> 0, c > 0 et a* c) est la 
a a -c 

2 
conique de foyer F(g), de directrice (2D) : x = : et d 'excentricité e = ~. 

L'équation réduite d'une conique lorsque e * 1 permet de déduire des propriétés de symétrie. 

Soit Cn une conique d'excentricité e (e * 1) et d'axe focal eA). 
On désigne par A et A: les sommets de en situés sur (A). 
• La médiatrice de (AN] est un axe de symétrie de en. 
•' Le milieu O dé (AN] est centre de symétrie de en. · 

De tellf}s coniques sont appelées coniques à centre ; le centre de symétrie est appelé centre de la · 
conique. 
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RemargJJ§ 

• F' et (<ll; '), images respectives de F et [fl) par la symétrie de centre 0, sont également un foyer et une 
directrice de (r). (r) est parfaitement déterminée par la donnée de F', (<ll; ') et e. 
• On a : FF' = 2c ; FF' est appelée distance focale de la conique à centre. 

Le tableau suivant précise l'équation réduite de (ï) suivant la nature de cette conique. 
- - -

Ellipse Hyperbole 
·co < e < 1) (e > 1) 

On a: c <a; on pose: Ir = a 2 
- c2

• On a: c >a; on pose: b2 = c2 - a 2 . 

L'équation réduite de l'ellipse est : : : + fz = 1. L'équation réduite de l 'hyperbole est : ~: - fz = 1.: 
(2Ll') (2b) (2ll') 

A' F' 0 F A F 

Exemples · 
2 y2 

• Soit ("g) la courbe d 'équation : ~
5 

+ 9 = 1. On a : a= 5 et b = 3 ; donc : c = Ja2 - b2 = 4. 

(~ ) est l 'ellipse de centre 0, de foyers F(ci) et F'(-04), de sommets A(g) et A'(-
0
5) situés sur l 'axe focal, 

de directrices (<ll;) : x = 21 et (<ll;') : x = - 21, d'excentricité : . 

• Soit(~ ) la courb~ d'équation: ~
2 

- y 2 = 1. On a: a= 2 et b = 1 ; donc: c = Ja2 + b2 = /5. 
(~) est l'hyperbole _de centre 0, de foyers F( 1) et F'(-f ), de sommets Arn) et A'(-

0 
2) situés sur l'axe 

focal, de directrices (<flJ) : x = 2 et (<ll;') : x = - ~, d'excentricité 1-
v5 ~5 

~ t .t..3..t.. Courbes d'équations Ax2.+ By2 + 2Cx + 2Dy + E O 
Dans ce paragraphe, le plan est muni du repère orthonormé (0, t f ). 

On considère l'équation At:2 + By2 + 2Cl: + 2Dy + E = 0, où A et B sont non tous nuls. 
On se propose de déterminer, sur quelques exemples, la nature de l'ensemble (ï) des points M du plan 
dont les coordonnées (x; y) vérifient cette équation. 

1. Déterminer la nature de l'ensemble en d'équatioi,. : y2 - 4x + 2y + 9 = o. 
On a : M E (ï) <=> (y + 1)2 = 4(x - 2). 

Soit s(_2 
1) et (X ; Y ) les coordonnées de M dans le repère (S, -Cf). 

On a : M E (r) <=> Y2 = 4X. 

Donc, (r) est une parabole de sommet S, d'axe focal la droite de repère (S, f ) et de paramètre 2. 

2. Déterminer la nature de l'ensemble en d'équation: 4.l...z + y 2 + 16x + 7 = ~-
. (x + z)z yz -

On a . . M E (ï) <=> g + 9 - 1. 

4 
Soit o·(-02) et (X; Y) les coordonnées de M dans le repère (O', "Cf). 

x2 y2 
On a : M E (r) <=> -

9
- + 9 = 1. 

4 
Donc, (r) est une ellipse de centre O' et d'axe focal la droite de repère (O',f). 
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3. Déterminer la nature de l'ensemble Cn d 'équation : x2 - 3y2 + 12y - 3 = o. 

x2 r,y 2)2 
On a : M E (f) ~ - 9 + l:i ; = 1. 

Soit ü'(~) et (X ; Y) les coordonnées de M dans le repère {O', f J). 
X2 yz 

On a : M E (n ~ - 9 +3 = 1. 

Donc, (f) est une hyperbole de centre O' et d 'axe foeci !E. è:oite d e repère (0', J). 
4. Uéterminer, suivant les valeurs du nombre réel m.. la mmue de l'ensemble (f m) d'équation : 

(m + 2)x2 + m 2y 2 + 2(m + 2}r- ( - 2xm2 - 1) = o. 
• Si m = - 2, on a : M E (r_

2
) ~ y2 = o. Donc. T __ -:s.: :·c::œ des abscisses. 

•Sim= 0, on a: ME (r0) ~ (x + 1)2 = O. Ixmc. Cï. e:;;:_2è:ror.e d'équation: x = -1. 

. (x + 1)2 • 
• S1 m * - 2 et m -:t= 0, on a : M E (r m) ~ 

7 
+ --... =:. 

m- • --

- Sim< - 2, (r m) est une hyperbole de centre o-(-
0

1J 
- Sim> - 2, (r m) est une ellipse de centre o·(-/}: 
en particulier : (f_1) est le cercle d 'équatioz Lr- - 1 2 - ef = :. 

(fz) est le cercle d"éqnatio::3 (.r - lf - !I = 4. 

Le plan est muni du repère orthonormé (0, -C T ). 

1 .a Soit (.QP) la parabole de foyer F et de directrice 
(2ll) ; on désigne par d la distance de F à (2ll). 
Dans chacun des cas suivants, déterminer 
l'équation réduite de (21') dans un repère conve­
nablement choisi. 

a) d = 2 b)d = 5 c)d = 8 1 d)d = 2 . 

1 . b Soit (ï) la conique de foyer F, de directrice (2îl) 
et d'excentricité e; on désigne par d la distan· 
ce de F à (2îl). 
Dans chacun des cas suivants : 
• construire les sommets A et A' de (r) ; 
• déterminer l'équation réduite de (r) dans un 
repère convenablement choisi. 

a) d = 5 et e = 1._ b) d = 3 et e = 1-
3 2 

c) d = 3 et e = 2 dJ d = 4 et e = 3. 

1 .c Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
équation de la parabole de foyer F et de direc­
trice (2îl ). 

a] F(6) et (2îl) : x = 1 b) F(-/) et (2ll) : x = 1 

c) F(_01) et (21l): y = 3 d) F(i) et (2îl) : y= - 4. 

1 .d Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
équation de la conique de foyer F, de directrice 
(®) et d'excentricité e. 

a) F(5). (2îl) : x = 5 et e = ~ 

b) F(_\ ), (2ll) : y= 1 et e = 1 
c] F(i), (2ll) : x == - 1 et e = 2 
d] F(_\). (2ll): y= o et è = 3. 

1.e Dans chacun des cas suivants, déterminer le 
foyer et la directrice de la parabole (g>)_ 
a) (\'J>): y 2 = ·4x b) (\'J>): x 2 + 4x + 4y = .0 

c] (2P): 2y2 = 4x + 3 dJ (\'J>): y= 1-x2-x + 2. 
2 

1 .f Dans chacun des cas suivants, préciser la natu­
re et les éléments caractéristiques (centre, axe 
focal; sommets situés sur l 'axe focal, foyers, 
directrices et excentricité) de la conique (r). 

2 2 2 y2 
aJ (r) · .:!.... + !L = 1 bJ (ï) · .:!.... + .,__ = 1 . 4 2 . 9 12 

. x2 yz _ . . x2 yz _ 
c) (r) · 12 - a - 1 d] (ï) . - 4 + 12 - 1. 

1 .g Dans chacun des cas suivants, démontrer que 
(E) est une équation d'une conique à centre 
dont on précisera le centre, l'axe focal et les 
sommets situés sur cet axe focal. 
a) (E) : x2 + 2y2 - 2x - 3 = o 

b) (E) : 3x+ + y 2 + 6x - 4y + 4 = O 

c) (E) : 2x2 - y2 - 4y - 12 = o 
d) (E) : - x 2 + y 2 + 6x + 2y- 16 = O. 
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Étude de la p 
Dans cette leçon, le plan est muni du repè:::e o::honormé (0, --C ]' ). 

2.1. Étude analytique 

Tracé de la parabole 
La parabole (0>) d'équation réduite y2 = 'lpr p > 0 est la réunion des courbes représentatives (QI> 1) et (0> 2) 

des fonctions fi : x >-? Jzpx et fz : x ,_ - 2pr . 
(QI> 1) et (<?P 2) sont symétriques par rappoz,: È. 2 rl...--ohe de :repère (0, f ). 
Étudions la fonction fi : x >-? ,'zp; . 
On a : D;; = [O ; + oo[ ; 

V x E ]O ; + oo[, f{ (x) = p . 
2pr 

On en déduit le tableau de \·ariatioa de [. et la cou__-be '~). 
" 

X 0 - oo 

J ;(x ) 1 
-

fi(x ) 
0 

_______.+oo 

__. 
j 

Éléments caractéristiques de la parabole 
1 Équati:n- - - - :­

! Paramètre 

Sommet 

Axe focal 

Foyer 

1 Directrice 

a>O 

Courbe 
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y2 = Zax 

La droite de repère (0, t) 

.(®) 
\. 

-+ 
j 

a 
(2b): X = - 2 

0 1 F 

F 

-► 
j 

lal 

0 

x 2 = Zay 

La droite de repère (0, J') 

a 
(2b) : y = - 2 

-► 
j -i (®) 

7 



Équation de la tangente en un point de la parabole 

Soit (g')) la parabole d'équation y 2 = Zax (a* 0) et Mo(;;) un point de (Çif). 

• La tangente en 0, sommet de (g')), a pour équation : x = O. 

• Si y
0 

> 0, une équation de la tangente à (~ 1) en _ 1t, est : 

y-J2ax0 = a (x-x0) <=} YYr; - !i;; = a{x-x0 ) 

Jzaxo <:::} YYo = aµ .,.. .roJ. 
• Si y 0 < 0, une équation de la tangente à (~ J Œ! ~ est : 

y + /2ax0 = - r}!- (x - x 0 ) <=} Y!J-::, = <4c - .r.J. 
,12ax0 

Soit (g')) la parabole d'équation : y2 = 2ar (a = O).. 

La tangente en un point Mo(;:) de (~) a pour équation : yy0 = a(x + x0) . 

Lorsque (Çip J a pour équation .l.-2 = 2ay {a* 0), la tangente a pour équation : xx0 = a{y + y 0}. 

E)(emples 
• Soit (g')) la parabole d'équation: y 2 = - 4x. 

Le point M 0(-
2
1) appartient à (g')) ; la tangente en M 0 à(~ ) a p our équation : x + y - l = O. 

• Soit (g')) la parabole d'équation : x 2 - By = O. 

Le point M0(~) appartient à (g')) ; la tangente en M0 à (g')) a pour équation : x - y - 2 = O. 

Régionnement du plan par la parabole 
Soit (g')) la parabole d'équation : y2 = 2ax (a* 0). 

Le foyer de (g')) est F( ! ) et sa dire"Ctrice (%) : x = - ; . 

Pour tout point M du plan dont le projeté orthogonal sur (0;) est H, on a : 

• M est intérieur à (g')) ç:::} MF2 < MH2 
ç:::} ( x - ~ )2 + y 2 < (x + ~ )2 ç:::} y 2 < 2ax ; 

• M est extérieur à (g')) ç:::} MF2 > MH2 
ç:::} (x - ~ )2 + y 2 > (x + ~ )2 ç:::} y 2 > 2ax . 

.. ,,,.2~2+c Étude géométrique 
Soit(%) une droite du plan et Fun point n'appartenant pas à ('2b). 
On se propose de construire point par point la parabole (g')) de foyer F et de directrice ('2b), ainsi que la 
tangente en chacun de ces points. 
• Soit H un point de (%) et (L1H) la perpendiculaire à ('2b) en H. 
Un point M de (L1H) appartient à (g')) si et seulement si: MF = MH. 
Donc, le point d'intersection de (L1H) et de la m édiatrice de [FH] H' i--+-----------',-o✓ 
est l 'unique point de (L18) appartenant à .(Çif). 
Réciproquement, tout point M de (\lfl) qui se projette orthogona-
lement en H sur(%), est tel que MF= MH, c'est-à-dire appartient (.1.H) 
à la médiatrice de [FH]. (TM) 

• Démontrons que la médiatrice de [FH] est la tangente (TM) en ----+--+--'tf'.---------+----

M à (g')). . -------- (.1.) 
Soit M' un point de (TM), distinct de M, et H' le projeté orthogo­
nal de M' sur ('2b). 
On a: M'H = M'F et M'H > M'H' . (2ll) 
Donc : M'F > M'H' ; c'est-à-dire M' est extérieur à (Çif ). 

Tout point M' de (TM), distinct de M, est extérieur à (g')) ; donc (TM) est la tangente à (g')) en M. 
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Soit (<!J>) la parabole de foyer F et de directrice (0)). 

Pour construire un point de (<!J>) et sa tangente, on peut utiliser le procédé suivant : 

• par un point H de (0)), tracer la droite (ôH) perpendiculaire à (S,ill) ; 

• tracer la m édiatrice de -[FH]. 

Ces deux droites se coupent en un point M de (<!J>). 

La médiatrice de [FH] est la tangente en M à (<!J>). 

R ~m~_g_i& 
La parabole (<!J>) de foyer F et de directrice (<il} es: l'ensemble des centres des cercles passant par F et tan- • 
gents à (0)). 

-..-.;..2~3t.. Travaux dirigés 
Soit (<!J>) la parabole d'équation : y 2 = 2ax (a -t:- 0). 

1 °) a) m étant un nombre réel non nul, démontrer qu' il existe une unique tangente à (<!J>) de coefficient 
directeur m. 
b) Démontrer que cette tangente a pour équation : y = mx + z°'m . 
2°) Soit P(i) un point du p lan. Déterminer, suivant la position de P, le nombre de tangentes à (<!J>) pas-

sant par ce point. · 
3°) a) Déterminer l 'ensemble des points M du plan d 'où l'on peut mener deux tangentes perpendicu­
laires à (QJ'>). 
b) ·Démontrer que ·dans ce cas, si on désigne par M1 et M2 les points de contact de ces tangentes avec 
(<!J>), la droite (M1M2 ) passe par un point fixe. 

Sol ution 
1 °) a) La tangente en un poinl M 0(;i) de la parabole (<!J> ) d'équation y 2 = 2ax [a-:;= 0) a pour équation : 

yy0 = a(x + x 0 ) ; donc, si y 0 -t:- 0, elle a pour coefficient directeur : ..f!... 
Yo, 

On a: m = ..f!.. ç:::> y 0 = ..f!.. . 
Yo m 

Donc, si m -t:- 0, il existe une unique tangente à (<!J>) de coefficient directeur m. 
2 

b) Cette droite est la tangente à (<!J>) en M0(x0 ) tel que : y0 = .Q.. et x 0 = Y
2

o = 
2 

a 
2

• 
. Yo m a m 

Cette tangente a pour équation : y - ::i = m( x -
2

: 2) ; c'est-à-dire : y = mx + 2~ . 

2 °) Une tangente à (<!J>) , de coefficient directeur m: passe par le point P(i) si et seulement si : 

13 = ma + 2~ ; c'est-à-dire : 2am2 - 2l3m + a= O (1). 

Le discriminant réduit de l 'équation (1) est: d' = 132 - 2aa. 

On en déduit que : 
• si 132 - 2aa > 0, c'est-à-dire si P est extérieur à (<!J>), il existe deux tangentes à (<!J>) passant par P. 
• si j32 - 2aa. = 0, c'est-à-dire si P appartient à (<!J> ), il existe une tangente à (QJ'>) passant par P. 
• si 132 - 2aa. < 0, c'est-à-dire si P est intérieur à (<!J>), il n 'existe pas de tangente à (qJ>) passant par P. 

3°) a) Les tangentes à (<!J>) issues d 'un point M sont perpendiculaires si et seulement leurs coefficients 
directeurs m1 et m2 sont tels que : m1 m2 = - 1. 

Or : m1 m2 = 2~ ; donc : m1 m2 = - 1 ç::> a = - ~. 

Donc, l'ensemble des points M d 'où l'on peut mener deux tangentes perpendiculaires à (<!J>) est la droite 

d'équation x = - ~ , c 'est-à-dire la directrice ('2ll) de (<!J>). 
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b) Soit Mun point de (~ ), M1 et~ les points de contact 
des tangentes à (qJ>) issues de M, H

1 
et H

2 
les projetés 

orthogonaux resp ectifs de M, et M
2 

sur(®). On a: 

• (MM1) est la médiatrice de (FHJ ; 

donc, par symétrie : (MF) ..1 (FM
1

) ; 

• (MM2) est la médiatrice de [FH
2

] ; 

donc, par symétrie : (MF) ..1 (FM
2

) ; 

On en déduit que la droite (M1M2 ) passe par le point F. 

2.a Tracer la parabole (Qll) d'équation : y2 = 8x. 
Déterminer le point A de(~) où la tangente est 
parallèle à la droite d'équation : Zx + 3y - 3 = O. 
Déterminer une équation de cette tangente. 

2.b Tracer la parabole (9JI) d'équation: y 2 = 36x. 
Déterminer les tangentes à (Qll) passant par le 

point P(~) ainsi que les coordonnées des 
points de contact de ces tangentes avec (9JI). 

2.c Tracer la parabole (9JI) d'équation y2 + Zx = O et 
déterminer une équation de la tangente aux 
points de (9JI) d'abscisse - 1. 

2.d Soit (9JI) une parabole de sommet S et M un 
point de (9JI). La tangente (TM) en M à (9JI) coupe 
l'axe focal en un point T. 
Démontrer que le symétrique de T par rapport 
à S est le projeté orthogonal de M sur l'axe 
focal. 

2.e Soit (QP) une parabole, M un point de (9JI) e t 
(TM) la tangente en M à (9JI). La perpendiculai­
re en M à (TM) coupe l'axe focal en N. 
Démontrer que le symétrique de N par rapport 
au foyer F appartient à (TM). 

Dans cette leçon, le plan est muni du repère orthonormé {O, T,T ). 

3.1 .," Étude analytique 

Tracé de l'ellipse 
2 2 

Soit (~) l'ellipse d'équation : ~2 + t2 = 1 (a> 0, b > 0). 

('{g) est la •réunion des courbes représentatives (~1 ) et (<jgz) des fonctions J; x - ~ Ja2 - xz et 

fz : x ~ - ~ Jaz -xz. 

(~ 1) et (~2) sont symétriques par rapport à la droite de repère (O, f ). 

Étudions la f~nction J; : x - ~ Jaz - xz. 

On a : Dr, = [- a ; a] ; J; est une fonction paire, on peut réduire son étude à [O ; a]. 

\/ X E [0 ; a[, J;(x) = _ ]2._ X 
a Jaz - xz 

J;lx)-t;_(a) b Ja-x ~ 
1
. J;(x)-t;_(a) 

De plus, - ---- = - --- ~a + x ; donc : 1m --'----=-- = - °"'· 
x-a a x-a x ➔ a x-a 

(~1 ) admet une demi-tangente verticale au point A(~)-
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On en déduit le tableau de variation de fi et la courbe (cg), 

X 0 a 

J;(x) 0 - Il 

f,(x) b -----------. 0 

Éléments caractéristiques de 11 ellipse 

Équation 

Demi-distance focale 

Excentricité 

Sommets 

' Axes 

Foyers 

Directrices 

Cercles remarquables 

Courbe 

1 

1 
! 

1 cqii•) 

1 

1er vas: a > b 

c = , a2 - b 2 

e = s_ 
a 

axe focal : (AA') 
grand axe : [AA'] 
petit axe : [BB'] 

x2 y2 
? + 1..? = 1 
~ t.r 

aZ 
(9)') : X= -

C 

cercle principal : C€(O ; a) 
cercle secondaire : C€(O ; b) 

A' F' 

cg(Q ; a) désigne le cercle de centre O et de rayon a. 

a~argYJ:, 
Lorsque a = b, {&,) est le cercle <{i;(Q; a). 
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b 
---+ 

('&) 

j 

0 ---+ 
i 

-b 

ze eus: a< b 

c = Jb2 - a 2 

axe focal : (BB') 
grand axe: [BB'] 
petit axe : [AA'] 

a 

(9l) : y = bz et 
. C 

bZ 
(9l'): y= - c 

cercle principal: <{i; (O ; b) 
cercle secondaire : <{i;(O ; a) 

B b (<El) 

A' A 
-a 0 a 

B' -b (®') 

• 



•~ Équation de la tangente en un point de l'ellipse 
On démontre la propriété suivante de façon analogue à celle concernant la parabole. 

Soit('&) l'ellipse d 'équation : :: + r: = 1. 

La tangente en un point M0(x0 ) de ('&) a pour éqmciaa: LGi + 
. ~ ~ 

YYo 
b Z = 1. 

Exemples 
2 y2 

• Soit('~) l'ellipse d'équation : f5 + 9 = 1 . 

Le point M 0(1~) appartient à ('&) ; la tangente à ~ 1 ~ •'., ;=-?- ~on : 9x + 20y - 75 = O. 

• Soit('&) l'ellipse d'équation: 4x2 + y2 = 4. 

([3 ) -Le point M
0 

_2 
1 

appartient à (%) ; la tangente à OC ~ ~ ,;:. ~ ~~ : 2 3x - y - 4 = O. 

_ 3._2 .. Ellipse et cercle 

oori~ Représentation paramétrique de l'ellipse 
2 y 2 

Soit (%) l 'ellipse d 'équation : ; 2 + b2 = 1. 

Pour tout point M(;), on a : M E (%) ~ 

~ 

~ 

On en déduit la propriété suivante. 

3 0 E lR, ~ = cos0 et 1 = sin0 

3 0 E lR, x = acose et y = bsin0. 

L' lli d' , t ' .r yz , t ti' , • { X = a cos0 (0 Ill)) e pse equa 10n az + bz = 1 a pour represen a on parametnque : y = b sine E Il\\ • 

• 

(x - a.)2 
Plus généralement, l 'ellipse d 'équation - -­a2 

+ (y ;;z ~)2 
= 1 a pour représentation paramétrique : 

{ x = a c?s0 + a (O E lR). 
y= bsme + ~ 

Exemples 
L

, 11· d', . (x + 1)2 (y - 2)2 , . , . • e 1pse equat10n ...;___ ;_ + -=--- = 1 a pour representat10n parametnque : 
16 8 

{x = 4cos~ - 1 (0 E lR). 
y = z[zsrn0 + 2 

, . 

L , {x = cos0 + 3 (0 Ill)) t , . ' t . d l' 11· d ' , t· • e systeme 
2 

. 0 1 
E Il\\ es une representahon parame nque e e 1pse equa 10n : 

y= Slll -

(x - 3)2 + (y + l)2 = 1 ; c'est-à-dire : 4x2 + y 2 - 24x + 2y + 33 = O. 
4 
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m5~ Cercle principal et affinité 
Soit a et b deux nombres réels (a> b > 0) et ('i8) l'ellipse de représentation paramétrique: { x = ab c?s

0
e (0 E Ill). 

y= Sln 

On désigne par A et A' les sommets de ('"&) situés sur l'axe focal et par (qg) le cercle de diamètre [AA']. 

(qg) · , t . , t . { x = a case (e E Ill) a pour represen ation parame nque : y = a sin8 • 

Soit f l'affinité orùwgunale d'axe (AA') et de rapport ~ .· 

L'image d'un point M(x) par f est le point ~r(x~) tel que : 
. y y 

{X= a COS0 

{
x' = x 

' b . y =a:Y 

On a: ME (qg) <=> (8 E ? ) y= asin0 -a 

<=> { x' = acos8 
y'= bsin8 (0 E ? ) 

<=> M' E ('"&). 

Donc (~) est l 'image de (qg) pàr f. On en déduit la propriété suivante. 

Soit (i ) l'ellipse d'équation ;z + 1: = 1 (a> b > 0), de sommets A et A' situés sur l'axe focal. 

('i8) est l'image du cercle de diamètre [AA'J par l'affinité orthogonale d'axe (AA') et de rapport .l!.... 
a 

. R gJ]!é!!Ql;I~ 

• 

• La tangente en M' à {"&) est l'image de la tangente en M à (qgJ par l'affinité orthogonale ; donc, ces deux 
tangentes se coupent en un point de (AA'). 

• Si on désigne pdr B et B' les sommets de (&) non situés sur l'axe focal, ("gJ est l'image du cercle de dia­

mètre [BB'} par l'affinité orthogonale d'axe (BB') et de rapport i. 
De ce qui précède, on déduit une construction point par point de l'ellipse . 

. Soit(%) l'ellipse de représ~ntation paramétrique {; : i ~:: (8 E IR), tel que. : a> b >O. , 

. Pour construire un point de('"&), on peut utiliser le procédé suivant ; 

• tracer les cercles (qg1) _et (qg2) d~ centre O et de rayons 

respectifs a et b ; (qg
1

) 

• tracer un diamètre [AA'] de (<€1) ; 

• tracer une demi-droite d'origine O ; cette demi-droi­

te coupe (qg1J et (qg2) respectivement en P1 et P
2

; 

• tracer la perpendiculaire: à (AA') passant par P 
1 

et la 

parallèle à (AA') passant par P 2• 

Le point d'intersection M de ces deux droites est un 

point de ('"&). 

[AA'] est le grand axe de (%). " 

=-3♦3-11 Définition bifocale de l'ellipse 
...2 2 

Soit (~) l'ellipse d'équation : ; 2 + 1z = 1 (a> b > 0). 

2 

(~) a pour foyers F(g) et F'(~ c). où c = Jaz - b2 ; ses directrices sont (21)) : x = ~ et 

son excentricité est: e = _f__ a 

160 Coniques 

a2 
(21J') : X = - - ; 

C 



Soit M un point du plan, H et H' les projetés orthogonaux res­
pectifs de M sur (qJJ) et (qjJ'). 

• Si M E ('&), on a : MF = e MH et MF' = e MH'. 
Donc : MF + MF' = e HH' = ...f.. x Za

2 
= 2a. a C 

• Si M est intérieur à ('&), on a : MF < e MH et MF' < e MH'. 
Donc: MF+ MF'< eHH'; c'est-à-dire: MF+ MF'< 2a. 

• Si M est extérieur à ('&), on a : MF > e MH et MF' > e MH'. 
Donc : MF + MF' > e HH' ; c'est-à-dire : MF + MF' > 2a. 

On en déduit la propriété suivante. 

A' F' 

x2 yz 
Soit(~) l'ellipse d'équation réduite a2 + Ir= 1 (a> b > 0), de foyers F et F'. 

('&) est l'ensemble des points M du plan tels que: MF+ ~IF= 2a. 

C a 
0 F A 

B' -b 

Cette propriété, parfois donnée comme définition de l'ellipse, est appelée définition bifocale. 
Dans cette définition, on a FF' = 2c tel que : c < a . ., 

,Remar .ues 

• Les points M vérifiant MF+ MF'< 2a (respectivement MF+ MF'> 2a) sont intérieurs (respectivement 
extérieurs) à ('&). S M 
• Cette propriété permet une construction de l'ellipse par la « métho- ------,,--:=-----~1--
de du jardinier » : un fil, de longueur 2a, tendu entre deux points F F' F 
et F'. 
• Lorsque a= b, F = F' et (<fi,) est le cercle de centre F et de rayon a. 

Exemples 
2 xz y 

• Soit ('&) l'ellipse d'équation réduite : 8 + 4 = 1. 

On a: a= 2/2 et b = 2 ; donc : c = Ja2 - b2 = 2. 2 _ 2 
(<fi,) est l'ensemble des points M du plan tels que MF+ MF' = 4/z, où F( 

0
) et F'( ·

0 
). 

• Soit F et F' deux points tels que : FF' = 4. 
Déterminer l'équation réduite de l'ellipse (<fl,) définie par: MF+ MF'= 8. 

1 
_ 

On munit le plan d'un repère orthonormé (O, f J) tel que O est le milieu de [FF'] et y►= OF OF. 
On a : c = 2 et a = 4 ; donc : b = Ja2 - c2 = 2/i 

2 y2 
(%) a pour équation réduite : f6 + 12 = 1. 

De sa définition bifocale, on déduit une nouvelle construction point par point de l'ellipse. 

Sôit (i) l'ellipse définie par : MF + MF' ·= 2a (0 < FF' < 2a). 

Pour construire un point de (<fl,) et sa tangente, on peut uti­
liser le procédé suivant: 

• tracer le cercle (~} de centre F' et de rayon 2a ; 

• tracer un rayon [F'K] de (~); 

• tracer la médiatrice de [FKJ: 
Cette médiatrice coupe (F'K) en un point M de ('&Jet est 

, tangente en M à (%). , 

('f) 

Une justification de cette construction est proposée en fin de chapitre (cf. exercice n° 44). ""' 
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- .4., Travaux dirigés 
On appelle corde d'une ellipse tout segment joignant 
deux points de cette ellipse. 
Soit ('i1c;) une ellipse de centre O et P un point du plan, 
extérieur à ('i1c;). 
Déterminer le lieu des milieux des cordes de (~) pas­
sant par P. 

Solution 
Une droite (L1) passant par P coupe (%) en deux points 
M et N ; on désigne par I le milieu de [MN]. 

Soit f l'affinité orthogonale qui transforme (%) en son 
cercle principal (~). 

• p 

0 

• f transforme P en P' et [MN] en une corde [M'N'] de · 
(~ ) dont le milieu l' est l'image de I par f. 
Or, (OI') est la médiatrice de [M'N'] ; donc l' appartient 
au cercle (r') de diamètre [OP']. 
Réciproquement, tout point de (î'), intérieur à («s), est 
le milieu d'une corde de (~ ) passant par P '. 
Donc, le lieu de l'est l'ensemble des points de (ï ) inté­

rieurs à (~ ). 

• I est l 'antécédant del' par f; donc, le lieu de I est l'an­
técédant par f du lieu d e I' . 
L'antécédant de (î ') par f est une ellipse (r) dont le grand axe est l'antécédant du diamètre de (î') paral­
lèle à l 'axe de l 'affinité orthogonale. 
Le lieu de I est l'ensemble des points de (î) intérieurs à(~). 

Sur la figure ci-dessus, le rapport de l'affinité orthogonale est 1-

3.a Tracer l'ellipse ("0) d'équation : x 2 + 4y2 = 25. 
1 . Déterminer une équation des tangentes à("&) 
aux points de ("0) d'abscisse 4. 

2. Déterminer une équation des tangentes à ("0) 

ayant pour coefficient directeur ! . 
3.b Dans chacun des cas suivants, déterminer une 

représentation paramétrique de l'ellipse ("0). 
a] (°&) : x 2 + 2y2 + 4x - 4y = 10 
b) (<g) : 4x2 + y 2 - Bx + 6y - 3 = 0 
c) (cg) : 3x2 + y2 + 6x - 2y = O. 

3.c Dans chacun des cas suivants, déterminer une 
équation de l 'ellipse dont on donne une repré­
sentation paramétrique. 

1 

{

x = 2 cos0 - 1 (e E ~) 

a) y = ! sine + 2 

b) {X = 2c?s0 - 3 (0 E ~). 
y= 3sm8 + 1 
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3 .d Soit F et F' deux points du plan tels que : FF' = 6. 
Déterminer, dans un repère convenablement 
choisi, l'équation réduite de l'ellipse défin_ie 
par : MF + MF' = 8. 

3.e Dans chacun des cas suivants, donner la défi­
nition bifocale de l'ellipse ('~!;). 

< .x2 yz _ . xz y2 _ 
a) (~) . 4 + 2 - 1 b) (cg) . g + 25 - 1. 

3.f 1. Soit A(_: 1) et A'(-/). Déterminer une équa­

tion de l'ensemble (~ ) des points M du plan 
~ ~ 

tels que: MA. MA' = 1. 

2. Déterminer une équation de l 'image de {ct:) : 

aJ par l'affinité orthogonale d'axe la droite de 
repère (0, f) et de rapport ; ; 

b) par l'affinité orthogonale d 'axe la droite de 
repère (0, J) et de rapport 2. 



Dans cette leçon, le plan est muni du repère orthonormé (O, °C J ). 

~A♦-1~·~ Étude analytique 

mf;j'"iJ~rn Tracé dè l'hyperbole 
2 2 

Soit (X) l 'hyperbole d'équation : : 2 - fz = 1. 

(X) est la réunion des courbes représentatives (X1) et (X2 ) d~s fonctions fi : x - ~ Jx:2 - '1-
2 et 

fz: x - - ~ Jx2 - a2. 

(X
1

) et (7JC
2

) sont symétriques par rapport à la droite de repère (O, f ). 

Étudions la fonction fi : x - ~ Jx 2 - az. 
On a : Dr,_ = ]- 00 ; - a] U [a ; + oo[ ; fi est une_ fonction paire, on peut réduire son étude à [a ; + 00

[. 

V X E ]a ; + oo[, t;(x) = 12. X 
a Jx:2 _ az 

fi (x)-fi(a) b Ja- x ~ . fi(x)- fi(a) 
De plus, ----- = - --- .;a + x ; donc : hm - ---- = + oo. 

x-a a x-a x ➔ a x -a 

(X
1

) admet une demi-tangente verticale au point A(~)-
. On démontre également que la droite d'équation y = ~ x es~ asymptote à (X1) en + 00

• 

On en déduit _le tableau de variation de fi et la courbe (X). 

X a + 00 

J ;Cx) Il + 
J,(x) 

0 

______.+oo 

emargues 
,_. 2 2 2 2 

• L'hyperbole d'équation - : 2 + 12 = 1 est l'image de l 'hyperbole d'équation ~2 - !2 = 1 par la symé-

trie orthogonale d'axe la première bissectrice. 
x,-2 y 2 x:2 iJ2 

• La réunion des asymptotes de l'hyperbole d'équation ~2 - b2 = 1 a pour équation : a2 - b2 == O. 

• Si a = b, les asymptotes sont orlhogonales et e = [2 ; on dit que (';If) est une hyperbole équilatère. 
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Éléments caractéristiques de l'hyperbole 

Équation x 2 y2 
--+-=1 a2 b2 

Demi-distance focale 

Excentricité 

Sommets 

e = __f_ 
a 

A'(- a) 
,0 

c = Ja2 + b2 

Axe focal (AA') (BB') 

Foyers 

Directrices 

Asymptotes 

Courbe 

a2 
(~): x = c et 

a2 
(~'):X= -

C 

b2 
(~ ):y=- et 

C 

Équation de la tangente en un point de l'hyperbole 
On démontre la propriété suivante de façon analogue à celle concernant la parabole. 

Soit (~) l'hyperbole d'équation : X: - Yb: = 1. 
. a 

La tangente en un point M0(x0 ) de(~) a pour équation: .:crf 
Yo a 

YYo 
- bz = 1. 

b2 
(®'):y= - -

C 

Lorsque{~) a pour équation - ;: + i: = 1, la tangente a pour équation : - :i + YfJ = 1. 

Exemples "---
x2 . • Soit(~) l'hyperbole d'équation: 
4 

- y2 = 1. 

Le point M,,(1) appartient à (:If) : la tangente à (:If) en M,, a pour équation : 3x - 2{sy - 4 = o. 

• Soit (~) l 'hyperbole d'équation : - 2x2 + 3y2 = 1. 

Le point M0(_\) appartient à(~) ; la tangente à(~) en M0 a pour équation: 2x + 3: + 1 = O. 

Équation de l'hyperbole rapportée à ses asymptotes 
Nous avons rencontré dans les classes précédentes des hyperboles, courbes représentatives des fonctions 
homographiques. Démontrons que l'hyperbole définie maintenant est également la courbe représentati­
ve d'une fonction homographique. 
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Soit (1C) l'hyperbole d'équation réduite : ::- i: = 1. 

On se propose de déterminer l'équation de (1C) dans un repère dont les axes sont les asymptotes de (1C), 

par exemple le repère (0, Û, v) tel que : û(:) et ït(_a b). 
Soit M un po~t___.du plan, de coordonnées (x ; y) dans le repère (0 , t J) et de coordonnées (X ; Y) dans 
le repère (0, u , v ). 

--+ -;+ -;+ --+ ➔ 
On a : OM = xi + YJ = Xu + Yv 

= X(af + bf) + Y(af- bf) 

= a(X + Y)f + b(X- Y)J. 

{ 
x = a(X+ Y) 

Donc: y= b(X- Y)" 

On en déduit une équation de (1C) dans le repère (0, Û. c 1 : 

On obtient ainsi l'expression d'une fonction homograph:~a. 

Exemple 
2 y2 -

Soit ('JC) l'hyperbole d'équation~ -
12 

= 1 dans le repère 'O. T:jJ. 

On a: a= 2 et b = 2/3. Soit le repère (0 , Û, v) tel que: û(i ) et ë(_1
3). 

On en déduit les formules de changement de repère : {; : ~3ci--Yl 

Dans le repère (0, Û, v), (1C) a pour équation : 3(X + Y)2 - 3(X - Y)2 = 12 ; c 'est-à-dire : 

=-4!2.t. Définition bifocale de l'hyperbole 
. Soit (1C) l'hyperbole d'équation réduite : :: - p = 1 (a> o, b > 0). 

('Je) a pour foyers F(~) et F'(~ c), où c = Ja2 + b2 ; 

2 2 
ses directrices sont (0l) : x = ~ et (2n') : x = - ~ ; 

C C 

son excentricité est : e = ...f.._ 
a 

1 
Y = x· 

(1C) est la réunion de deux courbes (1i1) et ('Jf2) situées respectivement dans les demi-plans où les points 
ont des abscisses positives et négatives. 
Soit M un point du demi-plan défini par x 2 0, H et H' les pro- ('X2) 

jetés orthogonaux respectifs de M sur (2n) et (q)j '). 

• Si ME (1i1), on a: MF= eMH et MF'= eMH'. 
Donc : MF' - MF = e HH' = 2a. 

• Si M est intérieur à (1l:1), on désigne par N le point d'inter­
section de (MF') et (1i

1
). 

On a : MF < MN + NF et NF' - NF = 2a. 
Donc: MF' -MF > MF'-(MN + NF); 
c'est-à-dire : MF' - MF> NF' - NF ou MF' - MF> 2a. 

• Si M est extérieur à (1l:1 ), on démontre de même que: MF' - MF< 2a. 

On a un résultat analogue dans le demi-plan défini par x :<,; O. 

On en déduit la propriété suivante. 

F' 

Soit (1C) l'hyperbole d'équation réduite ::- ~ = 1 (a> O, b > 0), de foyers F et F'. 

(~) est l'ens~mble des points M du plan tels que :/ MF - MF' 1 = 2a. 

(2ll) 

Cette propriété, parfois donnée comme définition de l'hyperbole, est appelée définition bifocale. 
Dans cette définition, on a FF' = 2c tel que : c > a. 
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Remarg~ 
Les points M vérifiant I MF - MF' 1 > 2a (respectivement I MF - MF' 1 < 2a) sont intérieurs (respective­
ment extérieurs) à ['lfC). 

Exemples 
2 y2 

• Soit (';Jf,) l'hyperbole d'équation : t - 5 = 1. 

On a : a = 2 et b = [5 ; donc : c = Ja2 + b2 = 3. 
(';Jf,) est l'ensemble des points M du plan tels qrre 11IF - MF' 1 = 4, où F(~) et F'(-0

3 
)-

• Soit F et F' deux points tels que : FF' = ~- . 
Déterminer l'équation réduite de l'hyperbole 00 nminie par : 1 MF - MF' 1 = 2Ji 

. On munit le plan d'un repère orthonom:é (O. i..n ral que O est le milieu de [FF'] et f = iF OF. 
On a : c = 2 et a = [3 ; donc : b = , c2 - a2. = 1. 

('àf) a pour équation réduite : { - y2 = ~-

De la définition bifocale, on déduit lIIle construction point par point de l 'hyperbole. 

Soit (';Jf,) l'hyperbole définie par: 
IMF-MF' 1 = 2a (FF' > 2a > 0). 

Pour construire un point de (~ et sa tangente, on 

peut utiliser le procédé suivant : 

• tracer le-cercle («6) de centre F' et de rayon 2a ; 

• tracer un rayon [F'K] de («6) ; 

• tracer la médiatrice de [FI<']. 

Cette médiatrice coupe (F'K) en un point M de 

(~) et est tangente en M. à ('Je). 

F 

Une justification de cette construction est proposée en fin de chapitre (cf. exercice 45). 

Remar yg 
Si [FK) est tangente au cercle, la médiatrice de [FKJ est parallèle à (F'K); donc le point M n'existe pas et 
cette médiatrice est l'une des asymptotes de l'hyperbole. 

4.a Tracer l'hyperbole (~'e) d'équation: ..l...2 - 2y2 = 2. 
1. Déterminer une équation des tangentes à ('JC) 
aux points de (X) d'abscisse 2[2. 
2. Déterminer une équation des tangentes à (~) 
ayant pour coefficient directeur 1. 

4.b Soit F et F' deux points du plan tels que: FF' = 6. 
Déterminer, dans un repère convenablement 
choisi, l 'équation réduite de l'hyperbole défi­
nie par : 1 MF - MF' 1 = 4. 

4.c Dans chacun des cas suivants, donner la défi­
nition ·bifocale de l'hyperbole ('JC). 

. xz y2 xzy2 
a) ('JC) : 4 - 2 = 1 b) ('JC) : -!! + 2 = 1. 
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4.d Dàns chacun des cas suivants, déterminer une 
équation de l'hyperbole dans le repère (0, Û, v) 
tel que û(~) et J(_1

1). 

a) x 2 - y2 + 4 = 0 

b) x 2 - y 2 + 2x - 4y = o 

c) x2 - y 2 - 6x + 2y + 24 = O. 

4.e 1. Construire sur un même graphique les 
hyperboles (X) et ('Je') d'équations respectives 
x 2 - 3y2 - 1 = 0 et 3x2 

- y 2 + 1 = O. 
2. Démontrer que (jC') est l 'image de (X) par: 
a) la rotation r de centre O et d'angle l ; 
b) la symétrie orthogonale s d'axe la première 
bissectrice. 



Exercices-
Le plan est muni du repère orthonormé (0, -C T). 

C onstruction d'une conique 

1 Soit F un point et (~) une droite du plan telle 
que la distance de F à (2b) est égale à 4. 
Dans chacun des cas suivants, construire 10 points de la 
conique de foyer F, de,.directd.ce (~ ) et d'excentricité e. 

a) e = 1 b) e = 1 c) e = 3. 

t Déterminer le sommet, l'axe focal et le foyer, 
puis tracer les paraboles d'équations : 
a) 2y2 + 3x = O b} 3x2 - 4y + 4 = 0 

c) 2y2 - 4y = x - 3 d) x2 - 2x = - 3y - 1. 

3 Déterminer le centre, l 'axe focal et les sommets, 
puis tracer les ellipses d 'équations : 

a) X: + ~
2 

= 1 b) (x - 1)2 + 4(y + 2)2 = 4 

c) d) (x+ 1)2 (y - 2)2 · 
4 + 9 = 1. 

4 Déterminer le centre, l'axe focal et les sommets, 
puis tracer les hyperboles d 'équations : 

x2 y2 
a) 9 - 4 = 1 b) (x - 1)2 - 4(y + 2)2 = 4 

x2 y2 
c) 9 -

16 
= 1 d) 

(x- 1)2 (y + 2)2 = 1 
- 4 + 9 . 

., 
E quation d'une conique 

5 Soit(~ ) l 'ellipse d'équation : ~ + ~
2 

= 1. 

Déterminer une équation de l 'hyperbole ayant pour 
sommets les foyers de(~ ) et pour foyers les sommets de 
(<t;) situés sur l'axe focal. 

. 2 y 2 
6 Soit(~) l 'hyperbole d'équation: ~ - 4 = 1. 

Déterminer une équation de l 'ellipse ayant pour foyers 
les sommets de (~ ) et pour excentricité F3 . 

7 Soit [g>) la parabole d'équation : 
y2 

- 4x + 2y + 9 = o. 
1. Déterminer les éléments caractéristiques de [g>) et 
tracer (9P). 
2. Déterminer une équation de l 'image de (g>) par cha­
cune des transformations suivantes : 
a) la symétrie orthogonale d 'axe la droite de repère 
(O, ;►) ; 
b) la symétrie de centre O ; 
cJ la symétrie orthogonale par rapport à la droite 
d'équation : y = x. 

Soit fr) l'ensemble des points M(;) tels que: 
. y4 

- 9 = 9x4 
- 18x2

• 

Démo=::'e= que (r) est la réunion de deux coniques dont 
on &.e::~ la nature et les éléments caractéris­
füp!es. ~(r). 

9 ::l:::::s chacun des cas suivants, déterminer et 
tracer ~-,,,_x=hle (r) des points M(;) tels que : • 

a} ~ - g g = 9 b) zsxlxl +16y2 = 64 
c} -!r- z - 9y gl= 144 d) 9y2 = l4x2 -16x l. 

ep ré:sentations 
paramétriques d'une conique 

1 0 Démontrer que le système 

{ 
x = cos(8 + ~ 

3 (8 E R) 
y= 2cos(0 - ~ 

est une représentation paramétrique d 'une conique dont 
on précisera la nature et les éléments caractéristiques. 

11 · {x = cos20 Démontrer que le système . . 
0 

(0 E ~) 
y= sm 

est une représentation paramétrique d 'une partie de 
parabole que l 'on précisera. 

1 i Démontrer que le système 

{ 
x = co!21e - 1 [8 E [O ; = Il 
y = 2 + [z tan20 

est une représentation paramétrique d'une partie d'hy­
perbole que l'on précisera . 

13 Soit (r) l'ensemble des points M dont les coor­
données (x ; y) vérifient : 

{ 
x = 2et + e- t (t E IR). 
y= 2et - e- t 

Démontrer que (r) est une partie- d'hyperbole que l'on 
précisera. Tracer (r). 

D éfinition bifocale -
des. coniques à centre 

14 Soit F et F' deux points tels que : FF' = 3. 
Déterminer, dans un repère convenablement choisi, une 
équation réduite de l'ensemble des points M tels que : 
a) MF + MF' = 5 b) 1 MF - MF' J = 2. 

15 Soit les points F(-z2) et F'(~)-
Déterminer une équation de l 'ensemble des points M 
tels que: 
a) MF+ MF' = 10 b) IMF - MF' 1 = 4. 
{On pourra au préalable déterminer l'équation réduite 
dans un repère convenablement choisi.) 

.,. 
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16 Soit les points F(_\) et F'(-/ )- · 
0 -► 1 ----c> -+) ➔ 1 n> -n pose : u = - ( i - j et v = ---= l l + j ) . 

[z , 2 
1. Déterminer dans le repère (0, ïl. ri') une équation de 
l'ensemble des points M tels que: 
a) MF + MF' = 4 b) 1 MF - MF' 1 = 2. 
2. En déduire une équation de œs ensembles dans le 
repère (O, t J). 

C oniques 
et lieux géométriques 
17 Soit (<'.€) un cercle de Œ'"'~ 0 et de rayon R, 

(~) une droite non sécante à f { }. 
Démontrer que le lieu des poics _ !... ~ des cercles 
(ï) tangents à (~) et à (<€}. est u:rœ ~ c.00le de foyer 0 
dont on précisera la directrice. 
On distinguera deux cos : 
- (r) et(<'.€) sont tangents exœriec..""t;c;;;Je::r: : 
- (<{?,) est intérieur à (f). 

18 Soit (<(5) un œ 1de de centre O et de rarnn R, F 
un point intérieur à (({) et distinct de O. -
Démontrer que le lieu des points M, centres des cercles 
passant par F et tangents à ('f6), est une ellipse dont on 
précisera les foyers. 

19 Soit (<'.€) un cercle de centre O et de rayon R, F 
un point extérieur à (C{g). 
Démontrer que le lieu des points M, centres des cercles 
(ï) passant par F et tangents à(<'.€), est une hyperbole. 
On distinguera deux cas : 
- (f) et(<{?,) sont tangents extérieurement ; 
- (C{g) est intérieur à (f ). 

10 Soit (C(6) et (((6') deux cercles de rayons dis­
tincts, tels que (C{g') est intérieur à (C(6). 
Déterminer le lieu des points M, centres des cercles tan­
gents à (({?,) et (C{g '). 

11 Soit(({?,) et(<'.€') deux cercles extérieurs l'un par 
rapport à l'autre, de rayons R et R' tels que: R > R'. 
Déterminer le lieu des points M, centres des cercles 
tangents à (({?,) et (<'.€') . 
On distinguera quatre cas: 
- rr) extérieur à (C(6) et (Cf,') ; 
- (C{g) et N ') intérieurs à (f) ; 
- (C€) intérieur à {f ), (((6 ') extérieur à (r); 
- (C€ ') intérieur à (f ), (ce,) extérieur à (r). 

Il Soit (21l) une droite et A un point n'apparte­
nant pas à (21l). On considère les paraboles passant par 
A et de directrice (21l). 
1. Démontrer que le lieu des foyers de ces paraboles est 
un cercle· (privé d'un point) que l'on précisera. 
2. En déduire le lieu des sommets de ces paraboles. 

C oniques 
et transformations 
13 1. Démontrer que l'image d'une conique par 

une isométrie plane est une conique de même équation 
réduite. 
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2. Démontrer que l'image d'une conique par une simili­
tude plane est une conique de même nature et de même 
excentricité. 

14 Soit('&) l'ellipse d'équation 4.x2 + y2 = 36 et les 

points A(5) et B(g). 
Soit M un point de ('&) et M' l'isobarycentre des points 
A, B et M. 
1. Démontrer que M'est l 'image de M par une transfor­
mation que l'on précisera. 
2 . En déduire une équation de l'ensemble ('&') des points 
M' lorsque M décrit ('&). 
Tracer(~) et (i ') sur un même graphique. 

15 Soit f la transformation du plan qui à tout 

point M(~) associe le point M'(~:) tel que : 

{ 
x ' =X+ {3y 
y' = - ,'3x + y. 

1. Préciser la nature et les éléments caractéristiques de f. 
Z. Soit (f;) l' ellipse d 'équation : 4x2 + y2 = 4. 
Déterminer une équation de (~'), image de (%) par f. 
3. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de(%'). 
Tracer (%) et ('(!;') sur un même graphique. 

16 Soit (X) l 'hyperbole d'équation : x 2 
- 3y2 = 3. 

1. Déterminer une équation de (X'), image de (X) par la 
rotation de centre O et d'angle ~. 
2. Déterminer la nature et les éléments caractéristiques 
de (X'). 
Tracer ('à'e) et (X') sur deu~ graphiques distincts. 

C oniques 
et nombres complexes 

Dans cette rubrique, le plan complexe est muni du 
repère orthonormé direct (0, e;, ë;J. 

17 1. Déterminer la nature et les éléments carac­
téristiques de la courbe ('à'e) d'équation : 

3x2 - y 2 + 2x + 1 = O. 
2. a) Démontrer que les points A, M et M' d'affixes res­
pectives 1, z et z4 sont alignés si et seulement si 
1 + z + z2 + z3 est un nombre réel. 
b) En déduire que l'ensemble de tels points M est la 
réunion de (X) et d'une droite que l'on précisera. 

18 On désigne par z l'affixe d'un point M. 

Soit le nombre complexez'= ; z - 1 z - 1. 

Dans chacun des cas suivants, déterminer et construire 
l'ensemble des points M tels que : 
a) lz'I = 1; 
b) la partie réelle de z'2 est égale à 1 ; 
cJ la partie imaginaire de z'2 est égale à 1. 

19 Soit a un nombre réel tel que : a E ]- .K.; -½{-
1. Résoudre dans C l'équation (El : 

2 

z2cos2a - zsin2a + 2 - cos2a = O. 

2. Soit M l'image dans le plan complexe de la solution 
de (E) dont la partie imaginaire est p~sitive. 



a) Démontrer que M appartient à une hyperbole (~ ) 
dont on donnera une équation. 
b) Tracer (1C) et déterminer la partie de (~) décrite par 
M lorsque a décrit l'intervalle )- ~ ; 1{-

30 1. Soit (°&) l'ensemble des points M du plan 
complexe dont l 'affixe z vérifie : 10zz + 3(z2 + ?) = 4. 
Démontrer que (<&) est une ellipse dont on précisera les 
éléments caractéristiques. 
2. Déterminer une équation de (<&'), image de ('&) par la 
similitude directe de centre 0, de rapport 2 et d'angle ~ . 
3. Déterminer la nature de('&'), ses axes et ses sommets. 
Tracer ('&) et ('&') sur un même graphique. 

31 Soit M le point d'affixe z. 
1. a) Démontrer que l'ensemble des points M tels que 
z + z + 4 = 0 est une droite (91>). 
b) Démontrer que pour tout point M, la distance de M à 
(91>) est : ~ [z + z + 4). 

Î
. Démontrer que l'ensemble des points M tels que 
z-1-i 12 _ = ~ est une ellipse dont on précisera un 
z+z+4 4 

foyer, une directrice et l'excentricité. 

3! À tout point M d'affixe z non nulle du plan 
complexe, on associe le point M' d 'affixe z ' telle que: 

z' = 1.. (z + 1..). 
2 z 

1. Déterminer l'ensemble des points M tels que z ' soit 
un nombre réel. 
2. On suppose que M décrit le cercle de centre O et de 
rayon 2. 
a) Vérifier que :" z = zei0 (0 E IR). 
b) Démontrer que M' décrit une conique dont on déter­
minera les éléments caractéristiques. 

amilles de coniques 

33 Déterminer, suivant les valeurs du nombre 
réel m, la nature et les éléments caractéristiques de la· 
courbe (r m) d'équation : x2 + my2 - 2mx = o. 

34 Déterminer, suivant les valeurs du nombre 
réel m, l'ensemble des points M(;) tels que : 

y 2 + 4y - (m - 2)x + m - 1 = O. 

35 1. Déterminer, suivant les valeurs du nombre 
réel m, la nature de l'ensemble (f'm) des points M(;) 
tels que : 2mx2 + Bmx - (m - i)y2 + 7m - 2 = O. 
2. Déterminer m pour que (f' m) soit : 
a] un cercle ; 
b) une hyperbole équilatère. 
3. Tracer (f m) pour m = ~ et m = 2. 

rt;., ~ ~;t•J i•J%J•]f-}1~Z, 3;11§ 1 
36 Le problème de l'échelle 

Sur la figure ci-après, l'échelle AB a une longueur 
constante l et le point M est tel que : AB = 3 AM. 
Déterminer le lieu des points M lorsque A décrit (0l) et 
B décrit (91>'). 

0 B 

((b pourm poser : mes OBA = a.) 

31 L"espace est muni du repère orthonormé 

di:ect (O. t;.tk\ 
~il~ ~ints A(g), B(g 1) et FŒ). 

L o. ::Jére;:;:niuer l'ensemble des points M du plan de 

repèœ ~0-Tk)tels que : IIMÀ" MB Il = Il MF Il 
b) Re~ocrn;: œ résultat en interprétant II MÀ" MB Il 
œ= ---;? r:::::e aL.-e. 
2- 2'!.ë::i:es qn.estions en remplaçant le plan de repère 
(O.fkl p.:=- le plan de repère (0, f J). 

38 ~it k un nombre réel strictement positif, (91>) 
et (:l") deu..x droites sécantes. 
1. Déterminer le lieu des points M dont la somme des 
carrés des distances à (~ ) et (~ ') est égale à k. 
(On pourra utiliser un repère dont les axes sont les bis­
sectrices de l 'angle des deux droites.) 
2. Déterminer le lieu des p oints M dont la différence 
des carrés des distances à (91>) et (91>') est égale à le. 
3. Application numérique 
Déterminer et construire les lieux précédents lorsque 
k = 3, (91>) et (0l') ont pÔur coefficients directeurs 

respectifs 1.. et - 1.. . 
[3 [3 2 

39 Soit la fonction f: x ,_ x +r;; 3 et (r) sa cour-
be représentative. x _, 3 
1. Étudier f et tracer (r). 
2 0 --> r;::3.,. .+ __. .,. r;:;3.+ . npose: u= 40 i -J et v= i + -1-'J. 
a) Déterminer une équation de (r) dans le repère (0, Û, v). 
b] En déduire que (r) est une hyperbole et déterminer 
les coordonnées de ses foyers dans le repère (0, t J'). 

40 Le repère orthonormé (0, t J) est direct. 
Soit (r) l'ensemble des points M du plan dont les coor­
données vérifient l'équation : 

x 2 + 11y2 -10xy[3 + 16 = O. 
1. Soit 0 un nombre réel et (O, Û, v) le repère orthonor­
mé image du repère (0, t Jl par la rotation de centre 0 
et d'angle 0. On désigne par (X ; Y) les coordonnées de 
M dans ce repère. 
Déterminer 0 pour que l'équation de (r) dans le repère 
(0, Û, v) soit de la forme : aX2 + ~yz = y. 
2. En déduire la nature de (f') et ses éléments caracté­
ristiques. Tracer (r). 

41 1. Résoudre dans IR l'équation différentielle 
y"+ 4y = 0 et déterminer les solutions particulières f et 
g vérifiant/(0) = 3 etf'(O) = 0, g(O) = 0 et g'(O) = 4. 
2. Soit (r) la courbe de représentation paramétrique : 

{
x =/(9) (0 E IR). 
y= g(0) 

Déterminer la nature de (r) et ses éléments caractéris­
tiques. Tracer (r). 
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41 Soit (~) un cercle de diamètre [AB], M un 
point de (~) et M' le symétrique de M par rapport à (AB). 
Soit P le point défini par : 
• {Pl = (AM) n (BM'), si M ~ M' ; 
• P = M, si M = M'. 
Déterminer et tracer le lieu de P lorsque M décrit (~). 
(On pourra utiliser une méthode analytique.) 

43 Soit (QI>) la parabole de foyer F et de directrice 
(2h), Mun point de (QI>) et (TM) la tangente en M à (QI>). 
Déterminer le lieu du projeté orthogonal de F sur (TM) 
lorsque M décrit (QI>). 

44 Soit (((6) un cercle de centre O et de rayon R, O' 
un point intérieur à (((6) et distinct de O. 
À tout point P de (~ ), on associe M, point d'intersection 
de (OP) et de la médiatrice de [O'P). 
1. Démontrer que le lieu de M lorsque P décrit (~) est 
upe ellipse("&) dont on donnera la définition bifocale. 
2. Démontrer que la tangente en tout point M de ("&) est 
la médiatrice de (O'P). 

45 Soit (((6) un cercle de centre O et de rayon R, ff 
un point extérieur à (~ ), T 

1 
et T 

2 
les points de contact 

des tangentes à(~ ) passant par O' . 
À tout point P de (Cf5), distinct de T 

1 
et T 

2
, on associe M, 

point d 'intersection de (OP) et de la médiatrice de [O'P]. 
1. Démontrer que le lieu de M lorsque P décrit (~ ) est une 
hyperbole (~ dont on donnera la définition bifocale. 
2. Démontn.T que la tangente en tout point M de (~C) est 
la médiatrice-de [O'P]. 
3. Démontrer que les médiatrices de [OT1] et de [OT2] 

sont les asymptotes de (~). · 

46 1. Démontrer que la tangente en tout point M 
d'une ellipse de foyers F et F ' est la bissectrice exté-- -· 
rieure de l'angle FMF'. 

1 2 . Démontrer que la tangente en tout point M _çbine 
hyperbole de foyers F et F ' est la bissectrice de FMF'. 

4 7 Soit ("&) une ellipse, F et F ' ses foyers, A et A' 
les sommets de ("&) situés sur l'axe focal. 
Soit M un point de (°&), (T) la tangente en M à ("&), H et 
H' les projetés orthogonaux de F et F' sur (T). 
La perpendiculaire à (T) en M coupe (AA') en P. 
Démontrer que les droites (HF') et (H'F) se coupent au 
milieu de [MP]. 
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(On pourra utiliser les résultats démontrés dans l'exer­
cice 44.) 

48 Soit F et F' deux points distincts, a un nombre 
réel tel que Za > FF' et ("6) l'ellipse définie par : 

~ + :\1:F' = 2a. 

Soit Mun point de (~). (T) la tangente en M à ("&), H et 
H' les projetés orthogonaux de F et F' sur (T). 
1. Démontrer que le symétrique de F par rapport à H 
appartient au cercle de centre F ' et de rayon Za. 
2. En déduire que le Een des points H et H', lorsque M 
décrit ("&), est le œ..-rcle principal de (°&). 

49 Soit (~) 1a par--chole d 'équation : y 2 = 2px (p > 0). 
Étant donné un poi.::::ï A de (;'.r), soit M et N deux points 
de (QI>) tels que : l-~iJ - (_\.."-.1). 
On désigne par a.. met n les ordonnées respectives des 
points A, ~.f et~-
1. a] Démon:treI que les droites (AM) et (AN) sont per­
pendicnlaire.s si et seulement si : 

4p2 + a 2 + a (m + n) + mn = O. 
b] Déterminer une équation de la droite (MN] et utiliser 
la relation précédente pour démontrer que ces droites 
passent par un point fixe 1. 
2. Déterminer le lieu de I lorsque A décrit (QI>). 

50 Soit le point F(~) et la droite (2h) : y = 1. 
1. Déterminer une équation et tracer l'hyperbole (~) de 
foyer F, de directrice (2l>) et d 'excentricité 2 . 
On désigne par B et B' les sommets de (~), B étant le 
sommet relatif au foyer F. 
2. Soit ro un point de (2l>) et (((6) le cercle de centre ro et 
passant par F. 
On se propose de démontrer que (~) coupe (~ ) en B' et 
en trois autres points formant un triangle équilatéral. 
Soit M un point du plan. On désigne par Z et a. les 
affixes dans le repère (ro, e:, e;) des points Met F. 
a] Démontrer que les points de (~ ) et (~) vérifient res­
pectivement les relations : 
(~) : zz = a. ci ; 
(~) : (Z - a)(Z - ci)+ (Z - Z)2 = o. 
b) Démontrer que (~ ) n (~) est l'ensemble des points 
du plan dont les affixes Z vérifient : ( Z - ci)(Z3 - k) = 0, 
où k est un nombre complexe dont on donnera le 
module et un argument en fonction du moduler et d 'un 
argument 0 de a. 
c) Conclure. 
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Analyse combinatoire 
.. J.1., Formule du binôme 

t:::...;....,::=-::, Introduction 
• Soit n un entier naturel non nul. 
On désigne par factorielle n le produit de tous :es e:iliers naturels de 1 à n et on note : 
n! = n x (n -1) x (n - 2) x .. . x 2 x 1. 
Par convention, on a : O! = 1. 

• Soit n et p deux entiers naturels tels que : p ~ n. 
On a vu en classe de première que le nombœ dè combinaisons (ou parties) de p éléments d'un ensemble 
' ' l ' t t cP n! a n e emen s es : n = 1 ( _ ) 1 • p . n p . 

Exemples 
• c0 = en = 1 · C1 = n n n ' n · 

1998 2 000! 2 000 X 1 999 X 1 998 ! 
• C = ---- = - - - ------ = 1 999 ooo. 2000 1 998! 2! 1 998! 2! 

"-"""-'•""-:-:li Le triangle de Pascal 1 

Soit n et p deux entiers naturels tels que p ~ n. On a : 
• Cn-p = CP . . 

. n . n ' 
. . 1 

• si de plus o < p < n, alors : c::=1 + C!_1 = c: . 
D émonstration 
•CP= n! 

n p!(n-p)! 
et cn-p = n! 

n (n-p)! [n -(n-p)]! 
donc : cn-p = cP . 

n n 

• cp-1 + CP = __ (n_-_1_)!__ + (n - 1)! 
n- 1 n-1 (p _ l)! (n _ p)! 

= 

= 

p(n- 1)! 

p! (n-p)! 

n! 

p! (n-p)! 

+ 

p!(n-p - 1)! 

(n - p)(n - 1)! 

p! (n-p)! 

Les résultats précédents permettent de cal­
culer les nombres C~ de proche en proche, 

· en formant le triangle de Pascal à l'aide du 
· schéma suivant : . 

p-1 p 
Cn-1 + Cn-1 

Il 

c~ 

. □t-=Y:-r~ La formule du binôme de Newton2 

np 1 2 3 4 5 6 7 8 .. . 

0 1 

1 1 

2 1 2 1 

3 1 3 3 1 

4 14641 

5 1 5 10 10 5 1 

6 1 6 15 20 15 6 1 

7 1 7 21 35 35 21 7 1 

8 1 8 28 56 70 56 28 8 1 

Soit a et b deux nombres complexes et n un entier naturel non nul. 
n . 

. On a: (a+ b)n = p~Oc: an-p bP. 

! Cette égalité est appelée formule du binôme de Newton. 

1 Blaise Pascal, mathématicien, physicien et philosophe français - 1623 - 1662 . 
2 Isaac Newton, mathématicien, physicien et astronome anglais - 1642 - 1727 
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D émonstrat ion 

Faisons un raisonnement par récurrence. 

• L'égalité est vraie pour n = 1. 
k 

• Supposons l'égalité vraie pour un entier naturel non nul k. c'est-à-dire : (a+ b)k = P'f0Cf ak-p bP ; · 

on a : (a+ b)k+l = (a+ b)(CZak + c!ak-1b1 + c !ak-:ir - -·· - C:ak-pbP + ... + ctbk) 

= C~ak+l + c!akbl + c!ak-1b2 + ... - q'aé~!b,1 + ... + c tabk 

+ cZakbl + c!ak-1b2 + c!ak-2b3 + ... - q'aë-Pb?""l + ... + ctb/c+l 

= C~ak+l + (C~ + c!)akbl + (C! + dJ~-IiJ! - --- - (cf 1 + ct:)ak-p+lbP 

+ ccr + cr1)ak-pbp+l + ... + cc;-1 
-~ - ~ - l 

• 

k+1 = L cP ak+l-p bP. 
p=O k+1 ' 

donc, l'égalité est vraie pour k + 1. 

Elle est donc vraie pour tout entier naturel non nul n . 

. _ emargue 

Cette formule explique le nom de coefficients binomiaux donné aux nombres~. 

Exemples 
• (1 + i)4 

• (1 - [2)5 
= 1 + 4i + 6i2 + 4i3 + i4 = 1 + 4i - 6 - 4i + 1 = - 4 . 

= 1 + 5(- [2.J + 10(- fzF· + 10(- fzJ3 + 5(- ,21.; + c,21~ 
= 1 - 5[2 + 20 - 20[2 + 20 - 4fz 
= 41 - 29[2. . 

Soit E un ensemble à n éléments. 
Le nombre de parties de E est égal à 2n. 

D émonstration 

2n = (1 + _1r = c~ + c! + c! + . . . + ct1 
+ C~-

"'-~t .2.. Outils de dénombrement 

O. _:::....._i Modèles de base 
Soit n et p deux entiers naturels. 
Les tirages de p boules, dans une urne qui en contient n , modélisent de nombreux problèmes de dénom-
brement. · 
~ 

Modélisation Les p éléments Les p éléments Outil · Nombre de tirages 
sont ordonnés sont distincts 

Tirages successifs 
oui avec remise non p -uplet de E nP 

Tirages successifs 
oui oui 

Arrangement de p P n! 
sans remise éléments de E 1¾= (n - p)! 

Tirages simultanés non oui Combinaison de p CP= n ! 
éléments de E " p!(n - p)! 
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Exemples 
• En informatique, on appelle octet une suite de 8 chiffres pris dans l'ensemble {0 ; 1 ). 
(Exemples d'octets: 10010110; 01110011; 00000111) 

. Combien y a-t-il d'octets possibles? 
Les tirages successifs avec remise de 8 élémen ts dans l 'ensemble {O ; 1) modélisent ce problème ; donc 
le nombre d'octets possibles est égal à : 28 = 256. 

• Dix coureurs s 'affrontent pour 3 médailles (or, argent et bronze). Quel est le nombre de podiums pos­
sibles, si l'on suppose qu'il ne peut pas y aYorr d 'ex aequo? 
Un podium est un arrangement de 3 éléments d"un ensemble en contenant 10 ; 

donc le nombre de podiums possibles est égal à : -~ = 1~i = 720. 

• 8 projecteurs sont disponibles pour éclairer nn a:::iphithéâtre. 
De combien de façons peut-on l'éclairer aYec ro.cGa.- enf 5 projecteurs? 
Il s'agit de trouver le nombre de parties de 5 él.0- 1'!,- ":s d"rn ensemble en contenant 8 ; 

c'est-à-dire : c! = J1L = 56. 
5! 3! 

Si un ensemble fini E se décompose en un produit cartésien d'ensembles ~' E2 , E3, ••• , EP, 
alors on a : Card(E) = Card~) x Card(Ez) x Card~) x ... x Card(EJ .. 

Exemples 
• ·Combien de nombres de quatre chiffres, tous pairs, peut-on écrire ? 
Les chiffres de ces nombres sont choisis dans l 'ensemble {0 ; 2 ; 4 ; 6 ; 8). 
Pour le chiffre des milliers, qui doit être non nul, quatre choix sont possibles ; pour chacun des trois 
autres chiffres, cinq choix sont possibles. 
Donc il y a 4 x 53 , c'est~à-dire 500 nombres de quatre chiffres, tous pairs. 

• Une classe de terminale SM comprend 8 filles et 12 garçons. Combien d'équipes, composées de 3 filles 
et 2 garçons, peut-or: former ? 
Une équipe n'est autre qu'un élément du produit cartésien de deux ensembles : l'un constitué de 3 filles, 
prises parmi 8, et l'autre constitué de 2 garçons, pris parmi 12. 

Donc il y ac! x C~
2

, c'est-à-dire 3 696 équipes composées de 3 filles et 2 garçons. 

rren., . 1i Principe additif 

Si E
1

, Ez, E
3

, •.. , EP forment une partition d'un ensemble fini E, 
alors on a : Card(E) = Card(E1) + Card(E2) + Card(E3) + ... + Card(EP). 

Exemple 
On veut choisir deux personnes de nationalités différentes parmi 5 Camerounais, 10 Malgaches et 6 
Sénégalais. Combien y a-t-il de choix possibles ? 
Les deux personnes peuvent être choisies : 
- l'une Camerounaise et l 'autre Malgache ; le nombre de choix est alors égal à : C~ x c!0 ; 

- l'une Camerounaise et l'autre Sénégalaise ; le nombre de choix est alors égal à : c! x c! ; 
- l'une Malgache et l'autre Sénégalaise ; le nombre de choix est alors égal à : C~0 x C!. 

Donc le nombre de choix possibles est égal à: c! x c~o + c! x c! + c!o x c!; c'est-à-dire : 140. 

Les propriétés suivantes découlent de la propriété précédente. 

Soit A et B deux parties d'un ensemble fini E. On a : 
• Card(A) + Card(A) = Card(E) ; 

• Card(A U B) = Card (A) + Card(B) - Card(A n B). 

Dans cette propriété, A désigne le complémentaire de A dans E. 
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Exemple 

On effectue une enquête auprès des lecteurs de trois revues a, b et c. 
Sur 100 personnes interrogées: 55 lisent la revue a, 44 la revue b, 33 la revue c: 

20 lisent les revues a et b, 15 les revues b et c, 17 les renies a etc ; 
10 lisent les revues a, b etc. 

Déterminer le nombre de personnes : 
• qui ne lisent que a et b, que b et c, que a et c ; 
• qui ne lisent que a, que b, que c ; 
• qui ne lisent aucune des trois revues. 

Sur le diagramme ci-contre, E représente l'ensemble des 100 per­
sonnes interrogées, A, B et C les sous-ensembles de ces personnes, 
lecteurs respectifs des revues a, b et c. 

• Le nombre de personnes qui ne lisent que a et b est égal à : 
20 -10 = 10 ; 

le nombre de personnes qui ne lisent que b et c est égal à : 
15 -10 = 5; E 

C 

le nombre de personries qui ne lisent que a et c est égal à : 
17 -10 = 7. -

• Le nombre de personnes qui ne lisent que a est égal à: 55 - (10 + 10 + 7) = 28; 
le nombre de personnes qui ne lisent que b est égal à : 44 - (10 + 10 + 5) = 19 ; 
Le nombre de personnes qui ne lisent que c est égal à : 33 - (5 + 10 + 7) = 11. 

• Le nombre de personnes qui ne lisent aucune des revues est égal à : 
100 - (28 + 19 + 11) - (10 + 5 + 7) - 10 = 10. 

1 .a Simplifier les expressions suivantes. 

a) 21! b) fil_- 7l ) 7! 5! d) 1 42 
18! 7! C 6! 4! 5! - 7! 

e) n! (n - 2)! 
g) 

(2n - 1)! - f) (n + 1)! (2n + 1)! n 

h/n - 1)! n! 
n! (n + 1)! · 

1 .b En utilisant la notation factorielle, donner une 
autre écriture des nombres suivants. 

a) 5 X 6 X 7 X 8 X 9 

C} 8 X 7 X 6 X 5 
2 x 3 

b) n(n2 - 1) 

d) (n + 3)(n + 2)(n + 1). 

1.c Démontrer que pour tous entiers naturels a et 
b a a b 

non nuls, on a : ca+b = c a+~l + c(H~I· 

1 .d Résoudre dans N les équations suivantes. 

a) C
2 

= 36 b) c"-2 = 28 n n 

J C4 = c3 dJ c:, = 17c4. C n n n n 

1.e Développer: 
(3 + 2x)4 ; (2 - 3x)7 (3 - x 2) 6 ; (2x2 + 7y)4• 

1.f À l'aide des chiffres 0, 1, 2, ... 9 on forme des 
numéros de téléphone à six chiffres. 
1. Déterminer le nombre de numéros que l'on 
peut former. 
2. Déterminer le nombre de numéros : 
a} formés de deux 1 , trois 2 et un 7 ; 
b) formés avec deux chiffres distincts et deux 
seulement; 
c) comportant exactement trois fois le chiffre 1. 

1.g On lance cinq fois de suite un dé dont les faces 
sont numérotées de 1 à 6. Déterminer le 
nombre de résultats : 
a) où tous les chiffres sont inférieurs ou égaux 
à2; 

b) où tous les chiffres sont pairs ; 
c) où ne figure pas le chiffre 1 ; 

d) où figure au moins une fois le chiffre 1 ; 

e) où figure au plus une fois le chiffre 1 ; 

f) où le chiffre 6 figure exadP.m1mt trois fois 
consécutives. 
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--C~alculs êté-Tprobab·itité __ _ 
--..... ;....;,i 

-=2,j~ Vocabulaire des événements 

ti~~D;::;J Expérience aléatoire . 
• On lance un dé et on observe le numéro tiré ; six résnlrats sont possibles : 1, 2, 3, 4, 5 et 6. 
On dit qu'on a réalisé une expérience aléatoire (ou épreuve) comportant six éventualités et que l'uni­
vers associé a cette expérience aléatoire est: Q = {1 ; 2: 3 : 4 ; 5 ; 6}. 
• On lance un dé et on observe la parité du numéro tiré ; den,x résultats sont possibles : P (le numéro est 
pair) et I (le numéro est impair). 
On a cette fois réalisé une expérience aléatoire comportant deux é,entualités ; l'univers associé à cette 
épreuve est : Q = {P ; Il. 
• Une urne contient des boules blanches, rouges et noires. On tire une boule dans cette urne et on note 
la couleur obtenue; trois résultats sont possibles : B (la boule est blanche), R (la boule est rouge) et N (la 
boule est noire). 
On a maintenant réalisé une expérience aléatoire comportant trois éventualités ; l'univers associé à cette 
épreuve est : Q = {B ; R ; N}. -

Dans ce chapitre, les univers considérés sont des ensembles finis non vides. 

Événements liés à une expérience aléatoire 

Soit Q l'univers associé à une expérience aléatoire. 
• On appelle événemeIJ.t toute partie de .Q. 
• On appelle événement élémentaire tout singleton de Q. 

Exemples 
On lance un dé et on observe le numéro tiré. 
• « Obtenir un nombre pair » est l'événement {2 ; 4 ; 6). 
• « Obtenir un nombre premier pair » est l'événement élémentaire {2}. 

Dans une épreuve, un événement est réalisé s'il contient le résultat de l'expérience·. 
Par exemple, si on obtient 4 lors du lancer d'un dé, l'événement « Obtenir un nombre pair » est réalisé. 

Le tableau suivant indique la signification des diverses expressions utilisées dans le langage des événe-
ments. 

Vocabulaire des événements Signification ensembliste 

Univers Ensemble Q 

Éventualité Élément de Q 

Événement Partie de .Q 

Événement élémentaire Singleton 

Événement certain Partie pleine 

Événement impossible Partie vide 

Événement « A ou B » Réunion des parties A et B 

Événement « A et B » Intersection des parties A et B 

Événements A et B incompatibles Parties A et B disjointes 

Événement contraire de A Complémentaire de A dans Q 

Exemples 
On lance un dé et on observe le numéro tiré. 
On considère les événements A : « Obtenir un nombre pair », 
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B : « Obtenir un nombre premier », 
C : « Obtenir 6 ». 

Notation 
Q 

ro (ro E .Q) 

A (ACQ) 

{ro} (oo E Q) 

Q 

0 

AUB 

.An B 

AnB=0 

A 



• On a: AU B = {2 ; 3 ; 4; 5 ; 6} ; AU Best l 'événement« Obtenir un nombre pair ou premier». 
• On a : A n B = {2} ; A n B est l 'événement « Obtenir un nombre pair et premier» . 
• Les événements B et C sont incompatibles. 

• On a: A= {1 ; 3 ; 5} ; A est l'é,énement « Obtenir un nombre impair». 

m=a.2t2n Probabilité d'un événement 

Introduction 
On lance un dé bien équilibré et on note le numéro tiré l 'univers associé à cette épreuve• est 
n = 11 ; 2 ; 3 ; 4 ; s ; 6). 

La chance d'apparition est la même pour chaque face. 

• L'événement {2} a une chance sur six d'être réalisé; on dit que la probabilité de cet événement est ! . 
• L'événement {1 ; 5} a deux chances sur six d 'être réalisé ; on dit que la probabilité de cet événement 

1 est 3 . 

• « Obteni; un nombre pàir » est l'événement {2 ; 4 ; 6 }, dont la probabilité est ~. 

• L'événement certain a six chances sur six d'être réalisé ; sa probabilité est 1. 

• L'événement impossible n'a aucune chance d'être réalisé ; sa probabilité est o. 

Soit .Q l'univers associé à une ~xpérience aléatoire. 
Une probabi~ité sur l'univers n est une application P de (!}>(.Q) vers [O; 1], qui à toute partie Aden asso­
cie le nombre réel P(A) appelé probabilité de l'événement A et qui vérifie les conditions suivantes : 
• la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui le 
constituent ; 
• la probabilité de l'événement certain est 1 ; 
• la probabilité de l'événement impossible est o . 

. Rfil!IA[g~ 
• La probabilité de l'événement élémentaire {roi} est notée P(ro/ 1 ro I ro roi ron 
• Une probabilité Pest parfaitement déterminée par la donnée t--:=:-P-,-(ro-:):-. t--p-

1

-
1

-+---t----+--- +---t 
des probabilités des événements élémentaires. ~- - --· --~-- _P_ï ___ ~_P_n~ 

Exemples 

On lance un dé pipé, dont les faces sont numérotées de 1 à 6 , et on note le numéro tiré. 
La probabilité d'apparition d'un nombre pair est le double de la probabilité d'apparition d 'un nombre 
impair et les probabilités d'apparition de deux nombres de même parité sont égales. 
• Calculer la probabilité d'apparition de chaque face du dé. 
L'univers est : n = 11 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6}. 

Soit p la probabilité d'apparition d'un nombre pair et q celle d'un nombre impair. 
On a :p = 2q. 

Or : P(.Q) = 1 ; donc : 3p + 3q = 1. 

On en déduit que : q = ! et p = ~ . 
Le tableau ci-contre donne la probabilité d'apparition 
de chaque face du dé. 

• Quelle est la probabilité d'apparition d 'un nombre 
inférieur ou égal à 4 ? 

(0 1 

P(ro) 1 
9 

La probabilité cherchée est celle de l'événement: A= {1 ; 2 ; 3 ; 4}. 
2 On a : P(A) = P(l) + P(2) + P(3) + P(4) = 

3
. 

2 3 

2 1 
9 9 

4 5 6 

2 1 2 
9 9 9 
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1u1m~ Propriétés 

Soit P une probabilité définie sur un ~ ers Q , A et B deux événements. On a : 
• si An B = 0, alors P(A U B) = P(A_) -t P{B}; 
• P(A) + P(A) = 1. 

Ces propriétés sont des conséquences immédiates de la définition. 

Soit P une probabilité définie sur un nnivers Q, A et B deux événements. 
On a : P(A U B) = P(A) + P(B] - P{_A ,., B). 

D émonstration 

Notons : N le complémentaire de A n B dans A, 

B' le complément.rire de A n B dans B. 

On a : A = (A n B) u N, m·ec (A n B) n A: = 0 ; 

donc : P(A) = P(A n B) + P(_\'). 

On a: B =(A n B) U B', a,ec (An B) n B' = 0; 

donc: P(B) = P(A n B) + P(B'). 

En additionnant membre à m embre, on obtient : 

P(A) + P(B) = 2P(A n B) + P(A') + P(B') 

= 2P(A n B) + P(A: U B') ( puisque N n B'= 0) 

= P(A n B) + P(A n B) + P(A' u B') 

= P(A n B) + P(A U B). 

Donc : P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B). 

Exemples 
Une urne contient 15 boules, numérotées de 1 à 15. On tire au hasard une boule et on note son numéro 
N. Les boules ont la même probabilité d'être tirées. 
On désigne respectivement par A et B les événements « N est pair » et « N est multiple de trois ». 

• Calculer la probabilité des événements A, B et An B. 
On a: Q = {1 ; 2 ; 3 ; 4; 5 ; 6; 7 ; 8; 9; 10; 11 ; 12 ; 13 ; 14 ; 15}. 

1 De plus : \/ m E Q, P(m) = 15 ; 7 donc : P(A) = P({2 ; 4 ; 6 ; 8 ; 10 ; 12 ; 14}) = 15 ; 
1 

P(B) = P({3 ; 6 ; 9 ; 12 ; 15}) = 3 ; 
2 P(A n B) = P({6 ; 12}) = 15 . 

• Calculer la probabilité des événements A, B et A U B. 
- 8 On a : P(A) = 1 - P(A) = 15 ; 

- 2 P(B) = 1 - P(B) = 3 ; 
7 1 2 2 

P(A U B) = P(A) + P(B) - P(A n B) = 15 + 3 - 15 = 3· 

fiiiJl11.uv:r,·ut1 Événements indépendants - Expériences aléatoires indépendantes 

Soit P une probabilité définie sur un univers Q. 
Deux événements A et B sont indépendants lorsque : P(A n B) = P(A) x P(B). 

Ainsi, ·tout événement est indépendant de l'événement impossible. · 

1 78 Probabilités 



Exemples. 

• Dans une classe de 60 élèves, on aimerait savoir 
si les élèves littéraires sont meilleurs en sport que 
les élèves non littéraires. Un élève est déclaré lit­
téraire lorsqu'il a obtenu la moyenne en français, 
sportif lorsqu'il a obtenu la moyenne en éducation 
physique et sportive. Le tableau ci-contre récapi­
tule les observations faites dans cette classe. 

Littéraires 1 

Sportifs 

Non sportifs 

Total 

On choisit au hasard un élève et on considère les événements suivants. 
S : « l 'élève est sportif » ; 
L : « l'élève est littéraire ». 

40 2 36 3 24 2 On a : P(S) = 60 = 3 , P(L) = 
60 

= 5 et P(S n L) = 
60 

= 
5

. 

24 

12 

36 

Donc : P(S n L) = P(S) x P(L) ; les événements S et L sont indépendants. 

1 

1 

l 

on littéraires 

16 

8 

2-; 

Si on choisit un littéraire au hasard, la probabilité pour qu'il soit sportif est : ~: = ~ . 

Total 

40 

20 

60 

• 

Si on choisit un non littéraire au hasard, la probabilité pour qu'il soit sportif est encore : 1~ = ~ . 
Dans cette classe, les littéraires ne sont ni plus ni moins sportifs que les non littéraires. 

• Une classe comprend 9 filles et 36 garçons. 
À une demande de volontaires pour former une 
équipe de football mixte, on a obtenu les réponses 
ci-contre. 

Filles Garçons 

On choisit un (ou une) élève au hasard dans la 
classe et on considère les événements suivants. 

F : « l 'élève est une fille » ; 
V : « l'élève est volontaire ». 

Volontaires 

Non volontaires 

: Total 

·g 1 33 11 3 1 
On a : P(F) = 45 = 5 , P(V) = 45 = 15 et P(F n V) = 

45 
= 

15
. 

3 

6 

9 

Donc : P(F n V) ,;:. P(F) x P(V) ; les événements F et V ne sont pas indépendants. 

Si on choisit une fille au hasard, la probabilité pour qu'elle soit volontaire est: ~. 

Si on choisit un garçon au hasard, la probabilité pour qu'il soit volontaire est : ~ . 

Dans cette classe les garçons sont plus volontaires que les filles pour jouer au football. 

Nous admettons la propriété suivante. 

30 

6 

36 

Total 

33 

12 

45 

Sin expériences aléatoires sont indépendantes alors, pour tous événements A
1

, Az, ... ,An de cha­
cun des univers associés à ces épreuves, on a : . P(A1 n A2 n ... n A

11
) = P(~) x P(A

2
) x ... x P(A

11
). 

Exemple 

On lance deux fois un dé bien équilibré ; cette expérience 
aléatoire est constituée de deux épreuves, où le résultat de 
l'une n'affecte pas celui de l 'autre ; ces deux épreuves sont 
indépendantes. 

Le tableau ci-contre, qui décrit l'univers associé et donne 
la probabilité des événements élémentaires, permet de cal­
culer la probabilité de chaque événement. 
•Ainsi: 
- l'événement A : « Obtenir 2 au second lancer » (ligne 

1 . , ) b b'l' , 6 1 1 co onee a pour pro a 1 ite : x 
36 

= 
6 

; 

- l'événement B : « Obtenir un nombre pair au premier 
lancer» (colonnes coloriées) a pour probabilité : 

1 1 
3 X 6 X 36 = z; 

~ 
. " 
'tS 
u 
C:. 
10 , ,,,.. 
& 
-

,., -

li' 
If_-· 
1 1 
;- ··~ 

:;- . -- _-:; ~ 

1 2 

1 1 1 
36 36 

2 -1 1 
36 -

- - 36 

3 1 1 
36 36 

1 1 4 
36 36 

5 1 1 -
36 36 

-
6 1 1 

36 36 

, --1é''laricer ~:: _.; __ ,,,~: ~ - . - . 

3 4 5 6 
-

1 1 1 1 
36 36 36 36 

1 ·1 1 1 
36 36 36 36 

1 1 1 1 
36 36 36 36 

1 1 1 1 -
36 36 36 36 

1 1 1 1 
-

·36 36 36 36 

1 1 1 1 - -
36 36 36 36 
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- A n B est l 'événement: « Obtenir un nombre pair au premier lancer et 2 au second lancer », dont la 

probabilité est (intersection de la ligne et des colonnes coloriées) : 3 x 
3
1
6 

= 
1
\ . 

On constate que : P(A n B) = P(A) x P(B). 

• De même, si Cet D sont les événements « Obtenir un multiple de 3 au premier lancer » et « Obtenir 
un nombre inférieur ou égal à 3 au second lancer », on a : 

P(C n D) = P(C) x P(D) = (2 x 6 x 3~ ) x (3 x 6 x 
3
~) = ! . 

R ~_gyg 
On utilise l'indépendance dans les deux situations suivantes : 
• soit l'indépendance est à rechercher ; on ,érifie si P(A n BJ = P(A) x P(B) et on conclut. 
• soit l'indépendance est acquise ou admise : on peut alors utiliser la formule P(A n B) = P(A) x P(B). 

Équiprobabilité 
• Lorsque les événements élémentaires d'une expérience ont la même probabilité, on dit qu'il y a équi­
probabilité. 
• Les situations d'équiprobabilité sont généralement suggérées par des expressions comme: « dé parfait», 
« dé non pipé », « pièce parfaite >>, « boules indiscernables au toucher », « cartes bien battues », « tirage au 
hasard» ... 

Soit P une probabilité définie sur un univers .Q. . 

Dans l'hypothèse d'équiprobabilité, pour tout événement A on a : P(A) = Caid (A) 
Card(Q). 

D émonstration 
Les événements élémentaires ont tous la même probabilité p . 

On a : P(Q) = 1 ; donc : p Card(Q) = 1 ; d'où : p = carl(n) 

On en déduit que pour tout événement A, on a : P(A) = p Card(A) = ~:~i~~ . 
R~margy~ 
Les éventualités de A sont appelées cas favorables et celles de .Q cas possibles. 

0 , . t P(A) nombre de cas favorables n ecnt souven : = . . 
nombre de cas possibles 

Exemples 
• On lance deux dés non pipés et on note la somme des nombres obtenus. 
Quelle est la probabilité d'obtenir 10 ? 
L'univers .Q est l'ensemble des couples d'éléments de {1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6}. 
On a: Card(Q) = 36. 
« Obtenir 10 » est l'événement ({4; 6l; {5 ; 5} ; {6; 4}). 

3 On est dans une situation d'équiprobabilité, do:rrc la probabilité cherchée est: 
36 

= 
1
\. 

• On tire simultanément et au hasard 5 cartes dans un jeu de 32 cartes. 
Quelle est la probabilité de tirer le roi de cœur ? 
On est dans une situation d'équiprobabilité. 
Le nombre de cas possibles est C~

2
• 

Le nombre de cas favorables est c!
1

. 

31 X 30 X 29 X 28 
4 C31 4 X 3 X 2 X 1 

D~~~~~~~~=-s-=--------~-
C32 32 X 31 X 30 X 29 X 28 

5x4x3x2xl 
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_ 2:.3,., Schéma de Bernoulli3 

::F"'" ~·: . Introduction 
Le cauri est un coquillage présentant deux faces, l'une 
bombée (ou dos) et l'autre fendue (ou fente). Pour que 
le cauri puisse tenir en équilibre aussi bien sur le dos 
que sur la fente, on rogne artificiellement le dos pour 
l'aplatir. 

D'après une étude statistique (Les jeux de cauris de 
S. Doumbia et J.C. Pil) lorsqu'on lance un cauri, la 

probabilité d'obtenir le dos est: ~. 

• Si on lance deux fois le cauri, le résultat de la première ép~::::? ·a::ecte pas celui de la seconde. 
Donc, le lancer de cauri est répété deux fois de façon indépendante. 

• Au lieu de deux, on peut répéter n fois cette épreu,e. 

• Une épreuve de Bernoulli est une expérience aléatoire à deux éventualités. 
• Un schéma de Bernoulli est une expérience aléatoire qni consiste à répéter n fois,. de façon indé­

pendante, une épreuve de Bernoulli. 

L'une des éventualités est appelée succès et l'autre échec. 

ü --,- JJ...... -3 Propriété 
Revenons a11 lancer de cauri, épreuve de Bernoulli où: 

3 - l'apparition du dos, app~lée succès et notée S, a pour probabilité : 
5

; 

- l'apparition de la fente, appelée échec et notée S, a pour probabilité : ~ . 

Répétons cette épreuve n fois, de façon indépendante, et intéressons-nous au nombre ùe succès obtenus. 
• Il est immédiat que dans ce schéma de Bernoulli : 
- toute éventualité est un n-uplet de l'ensemble {S ; S} ; 
- que le nombre d'éventualités, constituées de k succès (0 $ k $ n) et de (n - k) échecs, est égal à c!. 
• Les n épreuves étant indépendantes, la probabilité de tout événement élémentaire est égale au produit 
des probabilités des succès et échecs qui le constituent. 

Donc la probabilité d'obtenir k succès (0 $ k $ n) est égale à: c!pk(l - pt-k. 

On en déduit la propriété suivante. 

Soit un schéma de Bernoulli à n épreuves, où pour chaque épreuve la probabilité du succès est p 
(celle de l'échec est 1 - p). 
La probabilité d'obtenir exactement k succès (0 $ k $ n) au cours de ces n épreuves est: 

Pk = C!pk (1 - p)n-~ . 

. R~mar ue 
On a: Po+ P 1 + .. . + Pn = ,._i:oç_pk(1 - pyn-k = [p + (1 - p}Jn = 1. 

Exemple 

En 1654, le chevalier de Méré, philosophe et écrivain de la cour de Louis XIV demanda à Pascal : 
« Qu'est-ce qui est plus probable : sortir au moins un 6 en lançant 4 fois un dé ou sortir au moins un 
double 6 en lançant 24 fois deux dés ? » 

3 Bernoulli Jacques l'", mathématicien suisse - 1654 - 1705 
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Lancer d'un dé 

Si on lance un dé parfait, la probabilité d'obtenir 6 
1 est: 6 . 

Si on lance 4 fois le dé, la probabilité d"ohtenir k 
. k/1_)k( 5 )4-k fois 6 est :pk = C4~ lf . 

On a : p 0 = ( ~ r-
Donc la probabilité d'obtenir au mo-;.....s ~ ::rs 6 

est: 1 - ( ~ r"" 0,518. 

Lancer de deux dés 

Si on lance deux dés parfaits, la probabilité d'obte­
nir (6 ; 6) est : l

6 
. 

Si on lance 24 fois les deux dés, la probabilité 
d , b . k c • c J ck ( 1 )k(35)24-k o temr 101s 6 ; 6 est : pk = 24 36 36 

. 

0 (
35)24 na: Po= 36 . 

Donc la probabilité d'obtenir au moins une fois 

(6 ; 6) est : 1 - G~Y4 
= o,491. 

Il y a donc plus de chance de sortir au rnos u:: 6 en lançant 4 fois un dé, que de sortir au moins un 
double 6 en lançant 24 fois deux dés. 

=--2~.A Travaux dirigés 

u□c~ l. Problème de Golilée 
Le prince de Toscane demanda un jour à Galilée : « Pourquoi, lorsqu'on lance simultanément trois dés, 
on obtient plus souvent la somme 10 que la somme 9, alors que chacune de ces sommes est obtenue de 
six façons différentes ? » 
Ce problème fut à l 'époque l 'objet de nombreuses controverses. Nous en proposons ici une solution. 
On lance simultanément trois dés parfaits et on note la somme des nombres obtenus. 
a) Calculer la probabilité d'obtenir 10. 
b) Calculer la probabilité d'obtenir 9. 

Solution 
Le nombre de cas possibles est : 63 • 

a) On a : 10 = 1 + 3 + 6 = 1 + 4 + 5 = 2 + 2 + 6 = 2 + 3 + 5 = 2 + 4 + 4 = 3 + 3 + 4. 
Les sommes constituées de trois nombres différents sont obtenues chacune de 6 façons (nombre de per­
mutations de ces trois nombres). 
Les sommes constituées de trois nombres, dont deux égaux, sont obtenues chacune de 3 façons (par 
exemple : 2 + 2 + 6 = 2 + 6 + 2 = 6 + 2 + 2). 
Le nombre de cas favorables est donc: 6 + 6 + 6 + 3 + 3 + 3 = 27. 

L b b·1· , d' b · o d 27 . 1 a pro a 1 ite o tenu 1 est one : 63 = 8 = 0,125. 

b) On a : 9 = 1 + 2 + 6 = 1 + 3 + 5 = 1 + 4 + 4 = 2 + 2 + 5 = 2 + 3 + 4 = 3 + 3 + 3. 
Le nombre de cas favorables est donc : 6 + 6 + 6 + 3 + 3 + 1 = 25. 

La probabilité d'obtenir 9 est donc: 
2
;~ = 0,116. 

En jetant simultanément trois dés, on a effectivement plus de chance d'obtenir une somme égale à 10 
qu'une somme égale à 9. 

~~~ 2. Problème de damier 
On dispose d'un damier à 16 cases, sur lequel on répartit au hasard 4 pions 
indiscernables à raison d'un pion au plus par case. Calculer la probabilité 
d'obtenir: 
a) exactement un pion par ligne et par colonne ; 
b) exactement une colonne sans pion; 
c) au moins une colonne sans pion. 

Solution 
Le nombre de cas possibles est : C~6 = 1 820. 

a) On obtient exactement un pion par ligne et par colonne en choisissant successivement : 
- dans la première colonne, 1 case parmi 4 ; 4 choix sont possibles ; 
- dans la deuxième colonne, 1 case parmi les 3 restantes ; 3 choix sont possibles ; 
- dans la troisième colonne, 1 case parmi les 2 restantes ; 2 choix sont possibles ; 
- dans la dernière colonne, 1 case parmi la case restante ; 1 choix est possible. 
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Le nombre de cas favorables est donc : 4!. 

On en déduit la probabilité cherchée: 41 = 4~
5

. 
c16 

b) On obtient exactement une colonne sans pion en choisissant successivement: 
- 1 colonne parmi 4, celle sans pion ; 4 choix sont possibles : 
- 1 colonne parmi les 3 restantes, où 2 pions sont répartis da!l.S 4 cases ; 3 x c; choix sont possibles ; 
- 1 case dans chacune des 2 colonnes restantes, pour y placer 1 pion ; 4 x 4 choix sont possibles. 
Le nombre de cas favorables est donc : 4 x (3 x C!) x (4 x -!). 

4x(3x C2)x(4 x .;) 
On en déduit la probabilité cherchée : : 288 

cm 
• 

c) « Obtenir au moins une colonne sans pion » est le contra.:..c=-e da Obtenir un pion par colonne ». 
Or, une répartition avec un pion par colonne est obtenue en c!:?u•sissant 1 case dans chacune des 4 
colonnes ; 4 x 4 x 4 x 4 choix sont possibles. 
La probabilité de l 'événement« Obtenir au moins une coln-1;p 5G:l.5 pion » est : 

4 4 64 391 
l - - 4 = l - 455 = 455 . 

c16 

2.a Une urne contient des boules blanches, rouges 
et noires (au moins 3 de chaque couleur). 
On tire simultanément 3 boules de cette urne, 
on note les couleurs obtenues et on considère 
les événements A : « Obtenir un tirage unico­
lore ~> et B : « Obtenir un tirage tricolore ». 
a} Citer les événements élémentaires qui 
constituent A et B. 
b} A et B sont-ils des événements incompa­
tibles ? contraires ? 
c} Décrire par une phrase les événements A, B 
et An B. Que dire d e l'événement Au B? 

2.b On lance un dé pipé, dont les faces sont numé­
rotées de 1 à 6 , et on note le numéro tiré. 
La probabilité d 'apparition de 6 est Je triple de 
celle de 1 et les numéros 1, 2 , 3, 4 , 5 ont la 
même probabilité d 'apparition. 
a} Calculer la probabilité d'apparition de 
chaque numéro. 
b} Calculer la probabilité de l'événement 
« Obtenir un numéro pair ». 
c} Calculer .la p robabilité de l'événement 
« Obtenir 2 ou 4 ». 

2.c Dans un jeu de 32 cartes, on tire simultané­
ment et au hasard 5 cartes. Calculer la probabi­
lité des événements suivants. 
a}« Tirer exactement 3 cartes de couleur noire». 
b} « Tirer 3 cartes de couleur noire, 2 cœurs et 
exactement un as ». 
(On rappelle que Je trèfle et le pique sont noirs, 
le carreau et le cœur sont rouges.) 

2.d Dans une classe de 40 élèves, 28 apprennent 
l'anglais, 16 l'allemand et 8 les deux langues. 
On choisit au hasard un élève dans Ct;ltte clas­
se et on considère les événements A : « L'élève 
choisi apprend l 'anglais » et B : « L'élève choi­
si apprend l'allemand ». 

Calculer les probabilités des événements sui­
vants : A , B. A n B, AU B et A U B. 

2.e Soient A et B deux événements indépendants 
tels que P(A) = 0,4 et P(B) = 0,3. 
Calculer P(A n B) et P(A U B). 

2.f Dans un jeu de 32 cartes, on tire au h asard une 
carte. Les événements « Obtenir un roi » et 
« Obtenir un trèfle » sont-ils indépendants ? 

2.g On lance un dé non pipé, dont les faces sont 
numérotées de 1 à 6. 
1. Calculer la probabilité des événements sui­
vants. 
A : « Obtenir un nombre supérieur ou égal à 5 » 
B : « Obtenir un nombre inférieur ou égal à 5 » 
C : « Obtenir un nombre pair». 
2. Étudier l'indépendance des événements A et 
B ; A et C ; B et C. 

2.h Une urne contient 2 boules blanches et 3 
boules noires, indiscernables au toucher. 
On tire successivement 3 boules, en remettant 
ch aque fois la boule tirée dans l 'urne. 
Calculer les probabilités des événements sui­
vants. 
aJ « Obtenir une boule blanche pour la pre­
mière fois au troisième tirage » ; 

b) « Ne pas obtenir consécutivement 2 boules 
de la même couleur » ; 
c} « Ne pas obtenir 3 boules de la même cou­
leur ». 

2.i On lance trois fois une pièce bien équilibrée. 
Quelle est la probabilité d'obtenir au moins 
une fois face ? deux fois face ? 
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- 3,t:J,._, Notion de variable aléatoire 

Introduction 
Une urne contient 3 boules rouges et 4 boules bleues. On ~,e tleu..x boules simultanément et au hasard. 
On gagne 100 F par boule rouge tirée. 
Déterminer les gains possibles et leurs probabilités res-peG.2\ ffi... 

On peut tirer 0, 1 ou 2 boules rouges et donc gagner O. ~00 on 200 F. 

Désignons par X la somme gagnée en francs. 

- L'univers Q est l'ensemble des combinaisons de 2 homes prises parmi les 7 boules de l 'urne. 
- La probabilité pour que X soit égale à O est noœe P(X = 0) ; 
c'est la probabilité de l'événement « Tuer deu.-x boàes bleues » ; 

2 
C4 6 ? 

donc : P(X = 0) = -
2
- = 

21 
= 7. 

c7 
- P(X = 100) est la probabilité de « Trrer une boule bleue et une boule rouge » ; 

1 1 c3 x c4 1 ? 4 
donc : P(X = 100) = · = - = -

7 
• c2 21 

7 

- P(X = 200) est la probabilité de « Tirer deux boules rouges » ; 
2 

C3 3 1 
donc: P(X = 200) = C

2
• = 21 = 7 . 

7 xi 
Les résultats sont présentés dans le tableau ci-contre. 
Ce tableau définit une probabilité sur l'univers {0 ; 100 ; 200}. 

P(X = x.) 
l 

On appelle variable aléatoire X sur un univers Q toute application de Q vers ~ ­

~q!Js .. et vocaqy,!~ 

X(Q) = {x1 ; x 2 ; • •• ; xn) est appelé univers image de Q par X. 

(X= x;) désigne l'événement « X prend la valeur x
1 

». 

(X< a) désigne l'événement « X prend une valeur strictement inférieure à a». 

Soit P une probabilité définie sur un univers Q. 

0 100 
2 4 

7 7 

200 
1 
7 

La loi de probabilité d'une variable aléatoire X sur Q est l'application qui à toute valeur xi prise par 
X associe P(X = xJ 

Il est commode de représenter une loi de probabilité par un 
tableau. 

,Re.mar;,q~ 

xi 

P(X = x.) 
l 

X 
1 

Pi 

Xz ... xn 

P2 ... Pn 

Lorsqu'on vient de déterminer la loi de probabilité d'une variable aléatoire, il est prudent de vérifier 
n 

que: é'l'i = 1. 
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Fonction de répartition d'une variable aléatoire 

Soit X une variable aléatoire définie SIII." un univers .Q muni d'une probabilité P. 
La fonction de répartition de X est l'application F de IR vers [0 ; 1] définie par : F(x) = P(X :S: x). 

Exemple 
Reprenons l'exemple introduG:i::. 

F(x ) = 0 . si x < 0 

F est définie par : 
F (x ) = ~ , si O :S: x < 100 

I 

6 
F(x ) = ï , si 100 :S: x < 200 

F(x ) = 1 , si 200 :S: x 

.Remar ues 

• Fest une fonction croissante, en escalier. 

2 
7 

0 

• ••---o 

100 200 

• La représentation graphique de F correspond, en statistiques, à la courbe des fréquences cumulées 
croissantes. 

"= 3.~., Caractéristiques d'une variable aléatoire 

~spérance mathématique 
Revenons à l'exemple introductif. 

Un joueur avisé accepterait-il de miser 100 F par partiè '? 
Désignons par Y le gain en francs lors d 'une partie. 
Y est une variable aléatoire dont l'univers image est: {- 100 ; 0; 100}. 

En effet : (Y= - 100) est l'événement « Tirer O boule rouge» (le joueur a perdu sa mise) ; 

(Y= O) est l'événement « Tirer 1 boule rouge» (le joueur a récupéré sa mise) ; 

(Y = 100) est l'événement « Tirer 2 boules rouges » (le joueur a gagné 100 F). 

La loi de probabilité de Y est donnée par le tableau ci-contre. Yi -100 
Sur un grand nombre de parties, par exemple 700, on peut espérer obtenir : 

200 fois l'événement (Y = - 100), 

400 fois l'événement (Y = 0), 

100 fois l'événement (Y = 100). 

P(X = Yï) 

Le gain moyen par partie est alors : 
7
6

0
(- 100 x 200 + 0 x 400 + 100 x 100) = - l~O. 

On peut donc perdre en moyenne environ 14 F par partie. 
Un joueur avisé n 'accepterait pas de miser 100 F par partie. 

On remarque que : - l~O = - 100 x P(Y = - 100) + 0 x P(Y = 0) + 100 x P(Y = 100). 

2 
7 

0 
4 
7 

100 
1 
7 

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x1 , ••• , xn avec les probabilités respectives p
1

, ••• , Pn· 
n 

On appelle espérance mathématique de X le nombre réel, noté E(X), tel que : E(X) = .Lx. p. :;;; 1. 
. ,~1 l 1 

,Rema_rg~ 
L'espérance mathématique correspond, en statistiques, à la moyenne. 

Probabilités 185 



Variance, écart type 
=-·espérance mathématique donne la « valeur moyenne » d 'une 
Y"a:riable aléatoire, mais ne dit pas comment sont dispersées les 
,aleurs de la variable aléatoire autour de l 'espérance mathéma­
tique. 
Soit X et Y les variables aléatoires dont les lois de probabilités 
sont données par les tableaux ci-contre. 
On a : E(X) = E(Y) = 5 ; mais on constate que les valeurs de Y sont 
plus éloignées de 5 que celles de X. 

xi 

P(X =x.) 
l 

Y1 0 

P(Y = Yï) 0,4 

4 5 6 

0,1 0,8 0,1 

1 9 10 

0,1 0,1 0,4 

Comme en statistiques, pour rendre compte de telles considérations, on introduit la variance et l'écart 
type d'une variable aléatoire. 

Soit X une variable aléatoire prenant les valeurs x1 , . • • , x
0 

avec les probabilités respectives p 1 , ... , Pn· 

• On appelle variance de X le nombre réel, noté V(X), tel que: V(X) = J, (x.- E(X))2p .. 
t=l t 1 

• On appelle écart type de X le nombre réel, noté cr(X), tel que: cr(X) = / V(X). 

Exemple 
Calculons, à l 'aide du tableau ci-contre, la variance 
et l'écart type de la variable aléatoire X précédente. 
On obtient : V(X) = 0,2 et cr(X)'"" 0,447. 

x. 
1 

Pi 

xipi 

( xi - E(X) )2A 

Soit X une variable alé~toire. On a : V(X) = E(X2) - [E(X)]2. 

Cette propriété est connue sous le nom de« formule de Konig4 ». 

D émonstration 

On a: V(X) = .}: (x.-E(X))2p . = .Îx.2p . - 2E(X) .Lx.p. + [E(X))2 _Lp .. 
l=l l I l=l l I t=l 1 1 t=l 1 

n n n 
Or: .:Ex.p. = E(X), J:,pt = 1 et J:,x.2p. = E(X2). 

t=l l 1 l=l l=l l l 

Donc : V(X) = E(X2) - 2E(X) x E(X) + [E(X)]2 = E(X2) - [E(X)]2. 

Exemple 
Calculons, à l'aide du tableau ci-contre, la 
variance et l 'écart type de la variable aléatoire Y 
précédente. 

Yi 

Pi 

YiPï 

0 

0,4 

0 

4 

0,1 

0,4 

0,1 

1 

0 ,1 

0,1 

5 6 Total 

0,8 0,1 1 

4 0 ,6 E(X) = 5 

0 0,1 V(X) = 0,2 

9 10 Total 

0,1 0,4 1 

0,9 4 E(Y) = 5 
On obtient: V(Y) = E(Y2) - [E(Y)]2 = 23,2 ; 
donc : cr(Y) '"" 4,816. 

2 
YïPï 0 0,1 8,1 40 E(Y2) = 48,2 

DCDr - 1 Loi Binomiale 
Soit un schéma de Bernoulli à n épreuves, où pour chaque épreuve la probabilité du succès est p (celle 
de l 'échec est 1 - p). On lui associe la variable aléatoire, notée X, désignant le nombre de succès. 
L'univers image de X est: {O ; ... ; n}. 
L'application k 1---? C~ pk(1 - p)n-k de {O; ... ; n} vers [O ; 1] définit la loi de probabilité de X. 

Cette loi de probabilité est appelée loi binomiale de paramètres n et p. 

Soit X une variable aléatoire dont la loi de probabilité est la .loi binomiale de paramètres n et p. 
On a: E(X) = np et V(X) = np(1 - p). 

4 Konig Julian, mathématicien Dannois - 1849 - 1913 
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D émonstration 
On a: E(X) = l1kC~pkqn-k et V(X) = l1k2c';;JJkqn-k - [E(X)]Z. 

Pour n = 1, le résultat est immédiat. 

On suppose désormais que : n > 1. 

Posons q = 1 - p et considérons la fonction f: t 1--') (pt ·+ qt . 

• On a: V t E IR, f(t) = lac:pktkqn-k =(pt+ qr. 
donc : V t E IR, f'(t) = i

1
kC~ktk-1qn-k = np(pt + q)n-1

. 

En particulier, pour t = 1, on obtient : E(X) = np. 

• Ona: 
n. k 

V t E IR, tf'(t) = [;,_/Cnpktkqn-k = npt(pt + q}n-1 ; 

donc: \:;/ t E IR, f'(t) + t/"(t) = l1k2C~pktk-1q 11
-k = np{pc - q-Y,---1 + npt{n - 1)p(pt + qr- 2

• 

En particulier, pour t = 1, on obtient: Y. k 2 C~pkqn-k = np ..,.. ny{n - 1). 
F-1 

n k Or: I: k2C pkqn-k = V(X) + [E(X)]2 = V(X) + (np)2 ; 
F-1 n 

donc: V(X) = np - np2 = np(1 - p ). 

3.a Une variable aléatoire X a pour univers image: 
{1 ; 2 ; 3 ; 4 ; 5 ; 6). 
1. Déterminer la loi de probabilité de X sachant 

que: P(5 <X)= ; 2 ; 

P(X < 2) = ZP(X = 6) = 2P(X = 2) 
P(X = 1) = P(X = 5) ; 
P(X :5: 3) = P(4 :5: X). 

2. Définir la fonction de répartition de X et tra­
cer sa courbe repésentative. 
3. Calculer l'espérance mathématique et l'écart 
type de X. 

3.b · Soit X la variable aléatoire dont la fonction de 
répartition est représentée ci-dessous. 

' ' .,- - 9-----

-20 -10 0 

------------------••- -
' 

' ----------- --,--9 
-----·•--6 

1 
5 

10 20 

... 
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1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Calculer l 'espérance mathématique, la 
variance et l'écart type de X. 

3.c Soit X une variable aléatoire dont l'univers 
image est X(.Q) = (1 ; 2 ; 3 ; 4; 5 ; 6) et telle que, 
pour tout le élément de X(.Q), P(X = k) est pro­
portionnelle à k. 
1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Définir la fonction de répartition de X et tra­
cer sa courbe repésentative. 
3. Calculer l'espérance mathématique et l'écart 
type de X. 

3.d On a mesuré la taille des individus d'un grou­
pe et on a obtenu le tableau ci-dessous. 

3.e 

Taille 155 159 167 170 175 177 193 

Effectif 1 1 3 1 1 2 1 

On choisit au hasard un individu et on désigne 
par X sa taille en centimètres. 
1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Définir la fm:l:ction de répartition de X et tra­
cer sa courbe représentative. 
3. Calculer l'espérance mathématique et l'écart 
type de X. 

On lance dix fois une pièce de monnaie parfai­
tement équilibrée et on désigne par X la 
variable aléatoire, qui associe à ces dix lancers 
le nombre de piles obtenu. 
1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Calculer l'espérance mathématique et la 
variance de X. 
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~E ~ 1 xercices~i 

A nalyse combinatoire 

1 Soit n un entier naturel non nul. 
Démontrer que : 

1 _ 1... + 1 = n 2 

(n - 1)! n ! (n + 1)! (n + 1)! · 

i Démontrer que pour tous entiers naturels n , p 
et k, tels que O 5,p 5, n, on a: 

k C,p p+k k 
Cn+k X n = Cn+k X Cp+k· 

3 Résoudre dans N les équations suivantes. 
a} c! = 190 

b) 

c) 

d) 

e) 

4 Résoudre dans N x N le système : 

{ 
cY = cy+1 

4~_; = ;Ct1
• 

5 Démontrer, par récurrence sur n, que : 
n 

V n E N*, L p(p!) = (n + 1)! - 1. 
p=l 

6 Écrire sous la forme a + b/3, où a et b sont des 
nombres entiers, les nombres suivants. 
a) (3 - /3)4 b) (1 + 2[3)5 c) (2[3 - 5)3. 

7 Développer et simplifier les expressions sui-
vantes. .2x 

a) (1 - i)4 b) (1 + 2i)5 c) (1 + 2j)6 , où j = e'3. 

8 Démontrer que pour tous entiers naturels n et p 
tels que 1 5,p 5, n, on a: pC! = nC~~-
En déduire que pour tout entier naturel n non nul on a : 

n 
L pCP = n2n-1 • 

p=l n 

9 Soit n un entier naturel. 
1. Démontrer, par récurrence sur k, que: 

...., k " '* en en en cn+l 
v E 1

"' , n + n+1 + · · · + n+k- 1 = n+k· 

2. En déduire la somme des 10 premiers termes non 
n uls de la colonne du triangle de Pascal, formée des 

10 
nombres Cn (n '.2'. 10). 

10 1. Développer (1 + x)n (n E N*). 
2. En déduire la valeur des sommes suivantes : 

) CO Cl CP 1l 
Q n + n + • • • + Il + • • • + en 

bJ c~ - c~ + ... + c- 1)Pc! + ... + c- 1111c; 

J CO C l CP ne" 
C n + 2 n + ··· + 2P n + ··· + 2 n· 
3. On suppose que : n = 2k. 

O 2 2k 
Calculer : Czk + c2k + .. · + c 2k · 
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4. On suppose que : n = 2k + 1. 
o 2 2k 

Calculer: c2k+1 + c 2k+l + ... + c 2k+1 · 

11 On tire simultanément 8 cartes dans un jeu de 
32 cartes. Déterminer le nombre de tirages contenant : 
a) exactement 3 piques ; 
b] au moins 6 piques ; 
c] exactement 3 piques, dont le roi ; 
d} 3 piques, 2 trèfles et 3 cœurs. 

1 i Combien y a-t-il de nombres entiers de quatre 
chiffres, dans lesquels 5 apparaît au moins deux fois ? 
Combien y a-t-il de nombres entiers ayant quatre 
chiffres au plus et divisibles par 5 ? 

13 Une compagnie aérienne veut organiser un 
circuit touristique ABIDJAN - ABIDJAN, via les villes 
de COTONOU, DAKAR, LIBREVILLE, NIAMEY et 
YAOUNDE. 
1. Combien y a-t-il d'itinéraires possibles ? 
2. Combien de ces itinéraires ont-ils pour troisième 
étape la ville de NIAMEY ? 
3. Pour combien de ces itinéraires l 'étape de DAKAR 
précède-t-elle celle de YAOUNDE ? 

14 On dispose de 4 cou­
leurs pour colorier les 5 bandes 
du drapeau ci-contre. 
Combien de drapeaux différents 
peut-on obtenir, si deux bandes 
voisines ne peuvent avoir la 
même couleur ? 

15 Soit n et p deux entiers naturels tels que 
0 < p < n, E un ensemble à n éléments, x

0 
un élément 

de E. 
1. a) Quel est le nombre de parties de p éléments de E ? 
b) Quel est le nombre de parties de p éléments de E 
contenant x 0 ? ne contenant pas x

0 
? 

c) Quel résultat, démontré dans le cours, a-t-on ainsi 
retrouvé? 
2. a) En s'inspirant de la méthode utilisée dans la ques­
tion précédente, calculer de deux manières le nombre 
d'arrangements de p éléments de E. 
b) En déduire que : AP = A l' + pA~1

. 
n n-1 n-1 

16 Soit n un entier naturel. 
En calculant de deux manières le nombre de tirages de 
n boules que l'on peut effectuer dans une urne qui 
contient n boules rouges et n boules blanches, démon­
trer que: 

C alculs de probabilités 

17 On lance deux fois de suite un dé non pipé, 
dont les faces sont numérotées de J. à 6. On gagne lors­
qu'on fait apparaître au moins un 6. 
Calculer la probabilité de gagner. 



18 Dans une classe, on a noté que pendant le pre­
mier trimestre : 
• 25 % des élèves ont été absents au moins un jow: ; 
• 12 % des élèves ont été absents au moins deux jours ; 
• 8 % des élèves ont été absents au moins trois jours ; 
• 6 % des élèves ont été absents au moins quatre jours ; 
• 5 % des élèves ont été absents au moins cinq jours. 

On choisit au hasard un élève de cette classe. Calculer 
la probabilité de chacun des é,-énements su ivants. 
« L'élève n'a jamais été absent • ; 
« L'élève a été absent au moins un jour» ; 
« L'élève a été absent exactement deux jours» ; 
« L'élève a été absent moins de quatre jours ». 

19 Dans un jeu de 32 cartes, on tire simultané­
ment et au hasard 4 cartes. Calculer la probabilité de 
chacun des événements suivants. 
« Obtenir une carte de chaque couleur » ; 

« Obtenir exactement un as » ; 
« Obtenir aucun as » ; 
« Obtenir au moins un as » ; 
« Obtenir deux cœurs et deux piques » ; 
« Obtenir deux cœ1;:1rs et un as exactement». 

10 Une urne contient 36 boules indiscernables au 
toucher, dont une est blanche, une est rouge et les 
autres sont vertes. On tire au hasard et simultanément 
trois boules de l'urne. '" 
1. Quelle est la probabilité de tirer une boule de chaque 
couleur? 
2. Quelle est la probabilité de tirer trois boules vertes ? 

11 1. On ~arque n points sur un cercle (n ~ 3). 
On en choisit 2 au hasard. Quelle est la probabilité pour 
qu'ils soient consécutifs ? 
2. Même question lorsque les n points sont sur une droite. 

Il Soient A et B deux événements indépendants. 
'a) Démontrer que : P(A) = P(A n B) + P(A) x P(B). 
b) En déduire que A et B sont des événements indépen­
dants. 
c) Démontrer que A et B sont aussi des événements 
indépendants. 

13 Soient A et B deux événements indépendants 
tels que P(A n B) = 0,1 et P(B) = 0,5. 
Calculer P(A) et P(A U B). 

14 1. Dans le lancer d'un dé non pipé, les événe­
ments « Obtenir un nombre pair » et « Obtenir un mul­
tiple de 3 » sont-ils indépendants ? 
2. Dans le lancer simultané de deux dés non pipés, les 
événements « Obtenir une somme égale à un multiple 
de 3 » et« Obtenir une somme divisible par 4 » sont-ils 

· indépendants ? 

15 Six couples, dont le couple Traoré, dînent 
ensemble. À la fin du repas, on tire au sort 4 personnes , 
pour faire la vaisselle. On considère les événements : 

A : « aucun homme n'est désigné » ; 

B : « Monsieur Traoré est désigné » ; 
C : « deux couples sont désignés ». 

a) Les événements A et B sont-ils incompatibles? indé­
pendants ? 
b) Les événerriènts A et C sont-ils incompatibles? indé­
pendants? 

~ 16 Une urne contient 10 boules, dont 3 sont 
rouges et les autres bleues. 
1. Quelle est la probabilité pour qu'une boule prise au 
hasard soit rouge ? 
2. On prend successivement et avec remise 3 boules au 
hasard. Quelle est la probabilité pour que les 3 boules 
soient rouges ? 
3. On prend simultanément 3 boules au hasard. Quelle 
est la probabilité pour que les 3 boules soient rouges ? 

·~ 17 Un atelier est constitué de trois machines A , B 
et C utilisées pour la même production. Le taux de 
panne de chacune d 'elles, ramené en journées entières 
d 'indisponibilité, est : , 
• 5 jours d'arrêt sur 200 jours ouvrables pour la machi­
ne A; 
• 3 jours d 'arrêt sur 200 jours ouvrables pour la machi­
ne B ; 
• 10 jours d 'arrêt sur 200 jours ouvrables pour la 
machine C. 
Pour un un jour ouvrable donné, calculer la probabilité 
de chacun des événements suivants. 
« La machine A est en état de marche • ; 
« La machine A est en panne • ; 
« La machine B ou la machine C sont en panne » ; 
« Aucune machine n'est en panne». 

\ 18 À la kermesse du lycée, un jeu consiste à tirer 
2 enveloppes parmi 5 dont une contient un billet de 
1 000 F, 2 contiennent chacune un billet de 500 F et les 
2 autres contiennent chacune une feuille sans valeur. 
Les enveloppes sont identiques et non transparentes. 
1. Quelle est la probabilité de ne rien gagner ? 
2. Quelle est la probabilité de gagner exactement 500 F ? 
3. Quelle est la probabilité de gagner exactement 
1 .000 F? 

~ 19 Un lot de vaccin contre le choléra est efficace 
à 55 %, c'est-à-dire que sur 100 personnes vaccinées, 55 
seulement sont sûres d'être protégées contre la maladie. 
On vaccine 10 personnes avec ce produit. Quelle est la 
probabilité pour que : 
a) aucune des personnes ne soit protégée ? 
b) la moitié des personnes soient protégée ? 
c) les 10 personnes soient protégées ? 

30 On suppose que dans un pays il naît en 
moyenne 52 garçons pour 50 filles. 
1. Un enfant va naître. Quelle est la probabilité : 
a) pour que cet enfant soit un garçon ? 
b) pour que cet enfant soit une fille ? 
2. Dans une famille de 5 enfants, quelle est la probabi­
lité: 
a) pour qu'il y ait 3 filles et 2 garçons ? 
b) pour qu'il y ait 5 filles ? 

'1 31 Dans une ville, il y a trois médecins. Quatre 
habitants de cette ville, malades le même .jour, appel­
lent au hasard l'un de ces trois médecins. 
1. Quelle est. la probabilité pour qu'un seul médecin 
soit appelé ? 
2. Quelle est la probabilité pour que les trois médecins 
soient appelés ? 

31 On répartit au hasard 7 pions sur le damier ci­
après, à raison d'un pion au plus par case. 
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1. Calculer la probabilité de chacun ~ 
des événements suivants. 
A : « 4 pions sont placés sur une 
même rangée horizontale » ; 
B : « Aucune rangée horizontale ne 
contient trois pions » ; 
C : « Une rangée horizontale et une secle co:rtient exac­
tement trois pions » ; 
D : « Deux rangées horizontales cœ:?den.nent exacte­
ment trois pions». 
2. Vérifier que: P(A) + P(B) + P(C) T P{D) = 1. 

33 Un étudiant doit subir un examen dont le pro­
gramme comporte 15 questio:i.s. 
Il n 'en a apprises que 10. 
Sachant que l'examinateu:- lui posera 3 questions, quel­
le est la probabilité pour que le candidat ait appris ces 
questions? 
Combien aurait-il dû. au mini.mUID, apprendre de ques­
tions pour que cette probabilité soit au moins égale à 
0,5? 

34 Deux personnes crient en même temps un 
chiffre compris entre O et 9. 
1. Quelle est la probabilité pour que les deux personnes 
crient au moins une fois le même chiffre au cours de 
cinq expériences ? 
2. Combien de fois faut-il répéter l'expérience pour que 
les deux personnes crient au moins une fois le même 
chiffre avec une probabilité supérieure à 0,5 ? 

V ariable aléatoire 

35 On lance deux dés non pipés, dont les faces 
sont numérotées de 1 à 6, et on désigne par X la variable 
aléatoire qui, à chaque lancer associe la valeur absolue 
de la différence des nombres obtenus. 
1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Définir la fonction de répartition de X et tracer sa 
courbe représentative. 
3. Calculer l'espérance mathématique et l'écart type de X. 

36 On lance huit fois un dé non pipé, dont les 
faces sont numérotées de 1 à 6, et on désigne par X la 
variable aléatoire, qui associe à ces huit lancers le 
nombre de multiples de 3 obtenus. 
1. Déterminer la loi de probabilité de X. 

. 2. Calculer l'espérance mathématique et l'écart type de X. 

37 Une urne contient 3 boules vertes, 4 boules 
rouges et 5 boules bleues. On tire au hasard et simulta­
nément deux boules de l'urne. 
1. a) Quelle est la probabilité de tirer deux boules vertes ? 
b) Quelle est la probabilité de tirer deux boules de cou­
leurs différentes ? 
2 . Lorsqu'on tire une boule bleue, on marque un point; 
lorsqu'on tire une boule rouge, on perd un point ; lors­
qu'on tire une boule verte, on marque zéro point. On 
désigne par X le nombre de points marqués. 
a) Déterminer la loi de probabilité de la variable aléa­
toire X. 
b) Calculer l'espérance mathématique et la variance de 
la variable aléatoire X. 
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3 8 Une loterie consiste à lâcher une bille dans un 
appareil qui comporte six portes de sortie, numérotées 
de 1 à 6. Soit X la variable aléatoire égale au numéro de 
la porte de sortie franchie par la bille. Sa loi de proba­
bilité est donnée par le tableau suivant : 

xi 1 2 3 4 5 6 

P(X =x;) 1 5 10 10 5 1 
32 32 32 32 32 32 

La règle du jeu est la suivante : un joueur mise 100 F ; 
il reçoit 600 F si la bille franchit les portes 1 ou 6, 200 F 
si elle franchit les portes 3 ou 4. Les portes 2 et 5 ne rap­
portent rien. • 
Le gain d 'un joueur est la différence entre ce qu'il reçoit 
à l'issue de la partie et sa mise. 
Soit Y la variable aléatoire représentant le gain d 'un 
joueur dans une partie. 
1. Quelles sont les valeurs possibles de Y ? 
2. Déterminer la loi de probabilité de Y. 
3. Le jeu est-il équitable ? 
(Un jeu est équitable si l'espérance mathématique du 
gain est nulle.) 

39 On lance deux dés non pipés et on considère 
la variable aléatoire X, qui à chaque lancer associe la 
somme des deux nombres obtenus. 
1. a} Déterminer la loi de probabilité de X. 
b) Quelle est la probabilité de l 'événement (X> 2) ? 
2. On appelle succès la réalisation de l'événement 
(X > 2) et on répète l 'épreuve 6 fois de suite. 
a} Quelle est la probabilité d'obtenir exactement deux 
succès? 
b) Quelle est la probabilité d'obtenir au plus deux suc­
cès? 

40 Une urne U contient une boule portant le 
numéro 1 et deux boules portant le numéro 2. Une urne 
V contient une boule portant le numéro 4 et n boules 
portant le numéro 3. On tire au hasard une boule de U, 
une boule de V et on désigne par X la variable aléatoi­
re qui à chaque tirage associe la somme des numéros 
portés par les deux boules. 
1. Déterminer en fonction de n la loi de probabilité de X. 
2. Calculer en fonction de n l 'espérance mathématique 
E(X). 59 
3. Déterminer n pour que : E(X) = 12 . 

4. Déterminer la plus petite valeur de n pour laquelle 
E(X) < 4 ,8. 

41 Un tireur vise une cible. La probabilité pour 
qu'il touche la cible est 0,7. Il tire 3 fois de suite. On 
note X le nombre de fois où il a atteint la cible. 
Déterminer la loi de probabilité de X. 

41 Une urne contient n - l boules blanches et 
une boule noire. On tire au hasard, successivement et 
sans remise toutes les boules. On considère la variable 
aléatoire X qui vaut k (1 ~ k :s; n) lorsque la boule noire 
est obtenue au k-ième tirage. 
1. Déterminer la loi de probabilité de X. 
2. Calculer l'espérance mathématique et l 'écart type de X. 

43 Combien de fois faut-il jeter un dé non pipé 
p our être sûr d 'obtenir au moins une fois 6 à 50% ? à 
90%? à 99% ? 



44 Une première urne contient contient huit 
boules vertes, dont une porte le chiffre 1 , trois le chiffre 
2 et quatre le chiffre 4. Une deuxième urne contient six 
boules rouges, dont une porte le ch.i.ffre 3, deux le 
chiffre 5 et trois le chiffre 6. 
1. On tire au hasard une boule de chaque urne. On 
désigne par X le chiffre porté par la boule verte et par Y 
le chiffre porté par la boule rouge. 
a}Calculer la probabilité de l'événement {X= 2 et Y= 6}. 
b) Démontrer que la probabilité de l'événement 

{X+ Y ~ 8} est égale à!~. 
2. On note A l"é,·énement {X+ Y ;:: 8}. On effectue dix 
fois de suite le tirage décrit en 1., en remettant chaque 
fois les boules tirées dans leurs urnes respectives. Les 
tirages sont indépendants. On appelle Z la variable 
aléatoire qui prend pour valeur le nombre de réalisa­
tions de l 'événement A au cours de ces dix épreuves. 
Calculer la probabilité de l'événement (Z = 5) e t l'espé­
rance mathématiques de Z. 

45 Pour tout entier naturel n, on désigne par Rn le 
polynôme défini par : Rn(x) = (x + 1)11

• 

1. Soit n, p et q trois entiers naturels tels que : n $ p + q. 
En s'aidant de la formule du binôme, déterminer le 
coefficient de x" dans le développement de chacun des 
membres de Pégalité: RHq = R R . 
2. En déduire que pour\out tr1pl~t (n; p; q) d 'entiers 
naturels tels que n $ p + q, on a : 

c" = i r.k c"-k_ 
p+q ~o P <1 

46 Soit P le polynôme défini par: P(x) == (.c + 1)211
• 

1. Quel est le coefficient a,. du terme de degré n de P ? 
2 . En appliquant la formule du binôme à l'égalité 
P(x) = (x + l)"(x + 1)", trouver une autre expression de 
a. 

11 11 k n 2 3 . En déduire que : 'r/ n E l\::J*, Y. /c(C )2 = -
2 

C
2 

• Go Il n 

4 7 Démontrer que : 
n k 

V n E f;,J*,l:,/c2C
11 

= n(n + 1)2"- 2 • 

{On pourra s'inspirer de la démonstration des formules 
de l'espérance mathématique et de la variance d 'une 
variable aléatoire dont la loi de probabilité est une loi 
binomiale.] 

48 ABCDEF est un hexagone 
convexe régulier. 
1. On choisit simultanément et au 
hasard deux sommets de l'hexagone. 
Quelle est la probabilité pour qu'ils 
soient consécutifs ? 
2. On choisit :;imultanément et au hasard trois sommets 
de ! 'hexagone. 
a) Quelle est la probabilité pour qu'ils forment un tri­
angle équilatéral ? 
b) Quelle est la probabilité pour qu'ils forment un tri­
angle rectangle ? 
c) Quelle est la probabilité pour qu'ils forment un tri­
angle isocèle non équilatéral ? 

49 Dans une urne contenant douze boules :::u.:r:.e­
rotées de 1 à 12, on tire simultanément et au ba:x .: 
trois boules. On désigne par a, b et c les numéros èes 
trois boules tirées (a < b < c). 
Quelles sont les probabilités pour que : 
a) a, b et c soient trois termes consécutifs d'une suite 
arithmétique ? 
b) a, b et c soient trois termes consécutifs d'une suite 
géométrique ? 

50 On dispose d'un disque en bois pour jouer aux 
fléchettes. Sur ce disque sont tracés n cercles concen­
triques (sur la figure 5 cercles ont été représeniés) dont 
les rayons sont respectivement 1 , ·2, 3 , ... , n. 

('€,) _ _ -+--t-+-t+-1 
(<'.f,2)-----t--\--+!I►\ 

('€3)-------\---\c___.,.. ('€4) ____ --\,___.,.. 
('«5) _ _ ___ ___.,.. 

5 

Entre deux cercles (Cf!,k) et (~k+l) se trouve une couronne 
r k+l ; il y a donc n couronnes circulaires r,, r 2' ... , rn. 
On suppose qu'au cours d'un lancer de fléchette: 
- la probabilité d'atteindre r k est proportionnelle à l 'ai­
re de fk; 
- le probabilité d'atteindre le bord des couronnes ou de 
sortir du disque en bois est nulle. 
1. a) Calculer, pour tout Tc élément de { 1 ; 2 ; ... ; n }, la 
probabilité pk qu'au cours d'un lancer une fléchette ait 
son point d 'impact dans rk. 
b) En posant Q = {f1 ; f 2 ; ••• ; rn}, peut-on dire que l 'on 
soit dans une situation d 'équiprobabilité? 
2. On veut modifier la construction du disque en bois, 
pour obtenir sur Q une situation d'équiprobabilité. 
Quels doivent être les rayons des cercles (c~k) pour qu'il 
en soit ainsi ? 
{On supposera toujours la probabilité d'atteindre rk 
proportionnelle à l'aire de rk, celle d'atteindre le bord 
des couronnes ou de sortir du disque en bois nulle, Je 
rayon de {Cf/,

1
) égal à 1.) 

51 1. On répartit n boules nUIDérotées dans Tc 
tiroirs numérotés. Combien y a-t-il de répartitions pos­
sibles? 
2. On répartit n boules identiques dans le tiroirs numé­
rotés. Combien y a-t-il de répartitions possibles ? 

Application 
L'espace c;g étant muni du repère (0, -Z:J:k), combien y 
a-t-il de points du plan d'équation, x + y + z - 20 = 0 à 
coordonnées positives ou nulles ? 

51 Soit_ une population constituée à 10 % de gau­
chers et à 90 % de droitiers. 
1. Cal-culer la probabilité pour qu'un groupe de huit 
personnes de cette population soit constitué : 
a) d'un seul gaucher, 
b) d'au moins un gaucher, 
c) d'exactement trois gauchers. 
2 . Un atelier de couture est équipé de sept paires de 
ciseaux pour droitiers et de trois pour gauchers. 
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Quelle est la probabilité pour que les huit membres du 
personnel trouvent chacun une paire de ciseaux lui 
convenant? 
3. On appelle X la variable aléatoire prenant cmnme 
valeur le nombre de personnes ayant trouvé une paire 
de ciseaux à sa convenance. 
On note G le nombre de gauchers pan:ni l es huit 
membres du personnel de l'atelier. Dresser un tableau 
donnant les valeurs de X en fonction de G.. Calculer 
alors les probabilités pour les différentes \cileurs trou­
vées de X. 

53 1. Déterminer l'ensemble Q des nombres à 
trois chiffres, formés à l'aide des ch.i.ffres 1 et 2. 
2. On désigne par S(x) la somme des clriffres de tout 
élément x de Q. Soit P l'applicatiorr de ~(Q) dans IR 
définie par : 

P(A) = x?i )aS(x;) + bt (a : b) E ~ 2
. 

À quelle condition portant sur a et b. Pest-elle une pro­
babilité sur Q ? 
3. Soit B la partie de Q formée des nombres commen­
çant par 1, C la partie de Q formée des nombres dont les 
chiffres des dizaines et des centaines sont 2. 
Déterminer a et b pour que: P(B) = P(C). 

54 1. Étudier les variations de la fonction 
f: x ~ 36x2 - 2x3 sur l'intervalle [O ; 18] et déterminer 
la valeur de x pour laquelle f atteint, sur cet intervalle, 
son maximum. 
2. On considère une urne contenant 36 boules indiscer­
nables au toucher, dont n sont blanches, n sont rouges 
et toutes les autres sont vertes (1 :s; n :s; 17). 
On tire au hasard et simultanément 3 boules de l'urne. 
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a] Démontrer que le nombre de tirages donnant une 
boule de chaque couleur est égal à f(n). 
b) Soit P(n) la probabilité de tirer une boule de chaque 
couleur. Exprimer P(n) à l'aide de f(n) et en déduire la 
valeur n pour laquelle P(n) est maximum. 

55 Considérons le triangle de Pascal (figure ci­
dessous). Trouver 4 lignes telles que sur chacune d'elles 
on trouve trois termes consécutifs formant une suite 
arithmétique. 

no 
de ligne 

0 
1 
2 
3 
4 

1 
1 1 
1 2 1 
1 3 3 1 
1 4 6 4 1 

Olympiades nationales de mathématiques 
Burkina Faso 1994. 

56 Deux amis se sont donnés rendez-vous entre 
12 et 13 heures, mais ont décidé qu'ils ne s'attendraient 
pas plus de dix minutes. 
Quelle est la probabilité pour qu'ils se rencontrent ? 

57 On répète une épreuve de Bernoulli dont la 
probabilité de succès est p (p E ]O ; 1[). On définit la 
variable aléatoire X par le nombre d'itérations néces­
saires pour obtenir le succès pour la première fois .. 
1. Déterminer la loi de probabilité de X. 

2. Vérifier que: lim (f P(X = k)) = 1. 
n ➔ + oo /c,,1 



L imites et continuité 

Introduction 

NEWTON {XV/te siècle} fut, 
avec LEIBNITZ, l'un des fonda­
teurs du calcul infinitésimal. Dans 
sa Méthode des Ruxions et des 
suites infinies, i/ s'appuie sur un 
point de vue cinématique : il consi­
dère les quantités mathématiques 
comme les espaces décrits par un corps en 
mouvement et imagine les vitesses des 
mouvements qui les engendrent. 

EULER et CAUCHY, aux XV/Ir et X/Xe siècles, 
vont structurer ces calculs pour étudier la 
notion de limite, puis celle de dérivée 
conduisant au calcul mathématique des 
vitesses. 

L'objet de ce chapitre est de 
compléter les notions déjà 
vues en classe de première 
SM, notamment en ce qui 
concerne les applications de 
la continuité d'une fonction 
sur un intervalle. 

1. Limites d'une fonction....... ...... ................ ........... ..... . 194 

2. Étude d'une branche infinie..................... ................ 199 

3. Continuité d'une fonction ........... ............................ . 203 

• 
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Dans ce chapitre, les fonctions étudiées sont des fonctions numériques à variable réelle et le plan est 
muni du repère (0, I, J). · 

Limites C'une fonction 
t.1. Notions de base 

□ , ._. __ J Limites de référence 
Les résultats suivants seront couram.me!Ii utilisés dans les calculs de limites de fonctions. 

• lim x11 = 0 (n E N*) 
X ➔ O 

• lim Jx= 0 
X ➔ O 

• lim. .1:"1 = + oo (n E N *) 
I ➔ -:-co 

• 1im . '~ = + 00 
X ➔ TCIC" 

• lim 
x ➔ O 

1 
-=+ oo 
x 2n 

(n E N*) • lim _r2n = + oo ; lim x 2n-1 = - oo (n EN*) . 

1. 1 
• lffi - - = - oo 
X ➔ 0 X 2n-1 

< 

• lim sin x= 1 
x ➔O X 

1. 1 
1m - - = + oo 

.l: ➔ 0 x Zn-1 
> 

x ➔ - ~ x ➔ -~ 

(n EN*) • lim _l_= o ; lim _l_= o 
X ➔ + oo xn X ➔ -ooXn 

• lim cos x - 1 ·= O 
x ➔ O X 

Les fonctions sinus et cosinus n'ont pas de limite en l 'infini. 

c -=~ Limites et opérations sur les fonctions 

(n EN*) 

Nous regroupons dans des tableaux les résultats essentiels concernant les limites de la somme, du pro­
duit ou du quotient de deux fonctions. Dans ces tableaux x0 , let l ' désignent des nombres réels. 
Ces résultats restent valables pour les limites en + oo ou en - oo. 

• Limite de la somme de deux fonctions 

lim j(x) l += -oo +oo - 00 + 00 

x ➔x0 

lim 
x ➔x0 

g(x) l' l ' l' +oo - 00 -oo 

lim (f + g)(x) l + l ' +oo - 00 +oo - 00 G) 
x ➔·x0 

• Limite du produit de deux fonctions 

lim j(x) l +oo - 00 + 00 ou - 00 +oo - 00 +oo 
X ➔X0 ~ 

lim 
x ➔ x0 

g(x) l ' l' (l' et:- 0) l'(l':t:- 0) 0 + oo - oo - 00 

lim (f g)(x) ll' 
{ + =, si l' > 0 

x ➔ x0 - oo, sil'< o 
{ - oo, si l ' > -0 

+ oo, si l '< o G) + oo + 00 - 00 

• Limite du quotient de deux fonctions 

lim 
X ➔X0 

IJCxl 1 l l ' (l' * 0) 0 l + 00 + 00 

lim 
X ➔X0 

lg(xJ 1 l' (l' et:- 0) 0 0 +oo l' +oo 

l~~\Jt (x) 1 

l + 00 G) 0 + 00 G) T 

. Une étude de signes permet ensuite de déterminer la limite de la fonction .1. 
. 9 
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~rl~~~~g Limites en l'infini d'une fonction polynôme et d'une fonction ration 
Les résultats suivants ont été énoncés en classe de première. 

• La limite en l'infini d'un polynôme est égale à la limite en l'infini de son monôme de plus haut 
degré. 
• La limite en l'infini d'une fraction rationnelle est égale à la limite en l'infini du quotient des 
monômes de plus haut degré du nnméra,teur et du dénominateur. 

Exemples 
• Calculer les limites en + oo et en - oo de la fonction polynôme f: x ~ 5x3 - x + 1. 

On a : lim j{x) = lim (5x3) = + oo et lim j(x) = lim (5x3) = - oo, 
x ➔ +oc X➔ +oc x ➔ -oo X ➔ -oe • 

C 1 1 1 1. . d 1 f . . 11 7xs - 4x3 - 1 • a cu er es lIIlltes en + oo et en - oo e a onct10n rat10nne e g : x ~ -----
x2 -X+ 6 

On a : lim g(x) = lim 7x
5 

= lim (7x3) = + oo et lira g(x) = lim 7x
5 

= lim (7x3) = - oo. 
X ➔ +.., x ➔ +oo X2 X ➔ +.., . X ➔ -oo X ➔ -.., Xz X ➔ -oo 

~illl~ Propriétés de comparaison 
Les résultats suivants ont également été énoncés en classe de première. 

Soit f une fonction. 

• S'il existe une fonction g tel~e que f 'è. g sur un intervalle ]A ; + oo[ et lim g(x) = + oo, 
x➔ + oo 

alors lim f(x) = + oo. 
X ➔•+ oo 

• S'il existe une fonction g' telle que f s g sur un intervalle ]A ; + oo[ et lim g{x) = - oo, 
x ➔ + oo 

alors lim' f(x) = - 00 • 

. '\:➔ + 00 

On a des propriétés analogues lorsque x tend vers - oo ou lorsque x tend vers x
0

. 

Exemple 4 

Calculer les limites en + oo et en - oo de la fonction f: x ~ Zx + 1 - 3sin x. 

On a: V x E IR, - 1 s sin x s 1; donc: V x E IR, Zx- 2 s/(x) s Zx + 4. 

Or : lim (Zx - 2) = + oo; donc : lim j(x) = + ·oo. 
X ➔ + oo x ➔ +oo 

De même: lim (Zx + 4) = - oo; 
x ➔ -oo 

donc : lim j(x) = - oo. 
x ➔ -oo 

Soit/une fonction. 

• S'il existe deux fonctions g, h telles que g sfs h sur un intervalle ]A;+ oo[ et 
lim g(x) = lim h(x) = l, alors lim j{x) = l. 
X➔ +oo x ➔ +.., x ➔ +oo 

• S'il existe un nombre réel l, une fonction g et un intervalle ]A ; + oo[ tels que : 

lim g(x) = 0 et V x E ]A ; + oo[, IJ(x) - t l s g(x), · alors lim j{x) = l. • 
x ➔ + oo . x ➔ + oo 

On a des propriétés analogues lorsque x tend vers - oo ou lorsque x tend vers x
0

. 

Ces propriétés sont deux formulations du« théorème des gendarmes». 
Exemple 
Calculer la limite en O de la fonction g: x ~ x E( ~ ), où E désigne la fonction partie entière, 

On a : V x E IR, E(x) s x < E(x) + 1 ; donc : V x E IR*, l - 1 s E(l) s l . 
X X X 

On en déduit que : 'v x E ]O ; + oo[, 1 - x s g(x) s 1 ; donc : lim g(x) = 1. 
x ➔ O 

> 
De même, on a : 

On a: 

'<;/ x E ]- oo ; 0 [, 1 $ g(x) $ 1 - :X ; 

lim 9(x) = lim g(x) = 1; 
x ➔ 0 x ➔ 0 > < 

donc: lim g(x) = 1. 
x ➔ O 

< 
donc : lim g(x) = 1. 

x ➔ O · 
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1-e ::-ès?ilra:~ suivant a également été énoncé en classe de première. 

Soit f et g deux fonctions telles que f :s; g sur un intervalle JA ; + oo[. 

Si lim /{x) = l et lim g(x) = l', alors l :s; l' . 
X ➔ +oo x.➔ +oo 

. 

t_.~:!_; Limite de la composée de deux fon~tions 
On a vu en classe de première une propriété permettant de calculer la limite de la composée d'une fonc­
tion affine par une fonction f 
La propriété suivante, que nous admettons, généralise ce résultat. 

Soit gof la composée de deux fonctions et a un élément ou une borne d'un intervalle sur lequel gof 
est définie. 

Si lim f(x) = b et lim g(y) = l, alors lim g of(x) = l. 
x ➔ a y ➔ b x➔ a 

a, b et l sont des nombres réels ou + oo ou - oo. 

Exemples 
D/ . 1 1· . d 1 c . ✓zx-1 • etermmer a imite en + oo e a 1onction u : x - x + 

1 
. 

Soit f et g les fonctions définies par : f(x) = Zx -
1
1 et g(x) = Jx; on a : u = gof 

x+ 

Or : lim f(x) = 2 et lim g(y) = lz ; donc : lim u(x) = lim g[f(x)] = [2. 
X ➔ +oo y ➔ 2 X➔ +oo x ➔ +oo 

• Déterminer la limite en+ oo de la fonction v : x 1----7 x sin...!.... 
X 

1 sinx Soit f et g les fonctions définies par : f(x) = - et g(x) = - - ; on a : v = go f 
X X 

Or : lim f(x) = 0 et lim g(y) = 1 
X ➔ +oo y ➔ O 

donc: lim v(x) = lim g[f(x)] = 1. 
x ➔ +oo x ➔ +oo 

On peut également rédiger de la façon suivante. 
1 On pose: X=-. Lorsque x tend vers+ oo, X tend vers O. 
X 

On a: lim x sin...!...= lim sinx-x= 1. 
x ➔ +oo X X ➔ O 

~ t.3.. Limite d'une fonction monotone sur un intervalle ouvert 
Nous admettons la propriété suivante. 

Soit f une fonction croissante sur un intervalle 
ouvert Ja; b[ (a< b). 
• Si f est majorée sur ]a ; b[, 

alors f admet une limite finie à gauche en b. 
• Si f est minorée sur ]a ; b[, 

alors f admet une limite finie à droite en a. 

Remar ~ 
De manière analogue, pour une fonction f décrois­
sante sur un intervalle ouvert ]a ; b[, on a : 
• si f est majorée sur ]a ; b[, 

alors f admet une limite finie à droite en a ; 
• si f est minorée sur ]a; b[, 

alors f admet une limite finie à gauche en b. 

196 Limites et continuité 

J 

m+----,.-------------
0 a b 

M 

a 0 b 

• 



Soit f uae fonction croissante sur un intervalle ouvert ]a ; b[. 
Si f n 'est pas majorée, alors pour tout nombre réel M, il existe un élément x 0 de l'inten·a.:....:c 
tel que : j(x0) > M. 
f étant croissante, on a : V x E }x 0 ; b[. j(x ) > M ; donc : lim j(x) = + 00• 

x➔ b 
< 

Cette étude justifie la propriété sui.ante que nous admettons. 

Soit f une fonction croissante sur un intervalle 
ouvert ]a ; b[ (a < b). 

• Si f est non majorée sur ]a ; b[, 
alors fa pour limite + 00 à gauche en b. 

• Si f est non minorée sur ]a ; b[, 
alors f a pour limite - oo à droite en a. 

,R.emar ue 

. J 

0 b 

De m anière analogue, pour une fonction f décroissante sur un intervalle ouvert ]a ; b[, on a : 
• si f est non minorée sur ]a ; b[ , alors fa pour limite - oo à gauche en b ; 
• si f est non majorée sur ]a ; b[ , alors fa pour limit<: + 00 à droite en a. 

Ces deux· propriétés, qui peuvent être énoncées en remplaçant a par - oo ou b par ·+ oo, seront utilisées 
ultérieurement. 

1.4 . .: Travaux dirigés 

.----.___,.-_ Limite en l'infini d'une fonction contenant des radicaux 
1 °) Calculer les limites suivantes. 

a) lim (h x- 2 - Jx+ 1) lim (J5-x - Jt -x ). 
x ➔ +oo x➔ -oo . 

b) lim ( /t- x + 2x) lim (x- Jx2 + 1 ). 
X ➔ -• X ➔ ♦ oo 

,/x2 + 1 - 2 
2°) Calculer les limites en - 00 et en + oo de la fonction f définie par : f(x) = 

1-x 

Solution 
1 °) a) • La fonction x - /sx - 2 - J x + 1 a pour ensemble de définition [ ; ; + oo[. 

Lorsque x tend vers + 00, les propriétés sur les calculs de limites ne permettent pas de conclure. 

2 On a : V x E [ 5 ; + 00[, 

or: X = + oo, 

donc : lim cJsx - 2 - J x + 1 ) = + 00 • 

x ➔ +oo 

• La fonction x ~ J 5 - x - Ji - x a pour ensemble de définition ]- oo ; 1]. 

Lorsque x tend vers - 00, les propriétés sur les calculs de limites et le procédé précédemment utilisé ne 
permettant pas de conclur. On utilise l'expression conjuguée. 

(5 -x) - (1 - x) 
On a : V x E ]- 00 ; 1], J 5 - x - Ji - x = 

/5 -x +h - x 
donc: lim Us - x - h - x) = 0. 

X ➔- oo 

4 
= 
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b) Dans les deux cas, les propriétés sur les calculs de limites ne permettent pas de conclure. On utilise 
l'un ou l 'autre des procédés précédents . 

• On a : V X E ]- 00 
; O[, h -X+ 2x = \ - .r (, 1 - ! - z✓- X) ; donc : ~~ - 00 ch - X+ 2x) = - 00, 

xz - [x z + 1) 
• On a : V x E R x - Jxz + 1 = ---====-

2°) On a : V X E ]- 00 ; O[, 

Ona: 'if XE ]1 ; + oo[, 

Jx 2 + 1- 2 

1-x 

Jx2 + 1- 2 

1 -x 

-1 
donc : lim (x - Jx2 + 1) = O. 

X ➔ +oo 

donc: lim j{x) = 1. 
x ➔ - oo 

donc: lim j(x) = - 1. 
X➔ + oo 

Pour calculer la limite en - 00 ou en + 00 d'une fonction contenant des radicaux, on peut utili.:­
ser l'un .des procédés suivants. 

• Mettre en facteur le terme de plus haut degré. 

• Introduire l'expression conjuguée. ~ 

• Utilis.er consécutivement les deux procédés précédents. 

1 .a Calculer les limites suivantes. 

1.b 

1.c 

a) lim (3x2 - 5x + 4) 
x ➔ +oo 

b) lim (-x2 + x + l) 
x ➔ - oo 

c) lim (.t:3 - 6x2) 
x~+oo 

d) lim (- 7x3 + x 2 - 1). 
x➔ -oo 

Calculer les limites en+ oo et en - oo des fonc-
tians suivantes. 

x 4 -2x+5 
a)x-

3.x4 + 1 

c)x-
x-3 

-3x2 +1 

b)x- -xz+x+3 
Bx+ 2 

d] (x2 - 4)(3 - x) 
x- l . 

x+ -
x 

Utiliser les propriétés de comparaison pour 
calculer les limites en + 00 et en - oo des fonc-
tians suivantes. 
a) X - - 4x + 3 - COSX 

c} x - x2 + 2sinx 

b) 
x sinx x---­
x2 + 1 

d] x - x3(2 + cosx). 
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1.d Démontrer que: 
1 

\/ X E ]O ; + 00[, IJ X+ l - ,/xi ~ ,-- . 
2 -J X 

1.e 

1.f 

En déduire la limite en + 00 de la fonction : 
x- Jx+l -Jx. 

Utiliser les fonctions composées pour calculer 
les limites suivantes. 

J r sin(tanx) 
a .i~o tanx 

c) lim 
r ➔ ..!E... 
- . 3 

sin(x - ~ 

3X -1t 

b} lim sinx 
x ➔ n1t-X 

1 - sinx d) lim 
7t 1t 

x➔ z x-2 

Calculer les limites en + oo et en - 00 des fonc­
tions suivantes. 

a] X - J4xz + X + l 

Jxz+ 1 
c) x- ---

x 



~ Étude â'une 6fanchè infinie~~,,~~ 
Dans cette leçon, f désigne une fonction, Dl son ensemble de définition et (~ ) sa courbe représentative. 
On dit que ('<6) admet une branche infinie dans les cas suivants : 

• en + oo ou en - oo, f a une limite finie ou infinie ; 
• en x 0, fa une limite infinie . 

._2. 1 . Asymptotes 
Asymptote parallèle à l'un des axes 

Soit /une fonction et ('<6) sa courbe représentative. 
• Lorsque fa une limite finie Z en + oo ou en - 00, on dit que la droite d'équation y = l est asymptote à 
la courbe ('<6). 
• Lorsque fa une limite infinie à droite ou à gauche en x0 , on dit que la droite d'équation x = x0 est 
asymptote à la courbe (~ ). 

Exemples 
• Soit fla fonction définie par : f(x) = sin x. 

X 

On a: V x E ]O; + oo(, 1 sinxx 1 ::; x1 et lim _!_ = 0 
X ➔ + oc X 

donc : lim f(x) = O. 
X ➔ +oo 

On en déduit que la droite (01) est asymptote à ('<6) en + oo, 

On démontre d~ m_ême que cette droite est asymptote à ('<6) en - oo, 

• Soit[ la fonction définie par: f{x) = ~ -
Df = ]- 1 ; + oo[, X + 1 

Ona: lim 2x = -2 ; 
x ➔ - 1 

> 

lim Jx + 1 = 0 et V x E ]- 1 ; + oo[, Jx + 1 > O. 
x ➔ - 1 

> 

Donc: lim f(x) = - 00• 

x ➔ - 1 
> 

On en déduit que la droite (.ô.) d'équation x = - 1 est asymptote à ('<6),. 

ReJ!larque 

J 

-1 

Une courbe et son asymptote peuvent se couper; par exemple, la courbe d'équation y= sinx coupe son 
asymptote (01) aux points d 'abscisses k1t {k E '71.J. x 

Asymptote non parallèle aux axes 

Soit f une fonction et ('<6) sa courbe représentative. 

Lorsque lim [f(x) - (ax + b)] = 0 ou lim [f(x) - (ax + b)] = 0, 
X ➔ +oo X ➔ - oo · 

on dit que la droite d'équation y= ax + b est asymptote à la courbe(~ ). 

Exemple 

S . f 1 f . d ' f ' . j{x) -- x(x - 1)2 . mt a onction e mie par : 
_x 2 + 1 

On effectue la division euclidienne de (x3 - 2x2 + x) par (x2 + 1). 
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On obtient : V x E IR, x3 - 2x2 + x = (x2 + l)(x - 2) + 2 

donc: V x E IR, +rx) = x- 2 + - 2-· -
jl .r + 1 

Ona: lim [f{x)- (x- 2)1 = lim ~ = 0 
x ➔ += r~ -e- = X + 1 

lim [f{x) - (x - 2)] = liin -/:--
1 

= O. 
x ➔ -oo r ➔ - oo X + 

Donc la droite (~) d'équation y = .r - 2 est asymptote à («6) 
en+ oo et en - oo. 

De plus : V x E IR, f{x) - (x - 2) > 0 ; donc («6) est au-des­
sus de(~). 

Soitfune fonction rationnelle telle que : f = i et d 0 (P) ~ d 0 (Q). · . 

Pour étudier les branches infinies de la courbe représentative de f en + 00 et en - 00; on peut 

• l effectuer la division euclidienne de P par Q. 

La propriété suivante permet une recherche systématique de l'équation d'une asymptote à une courbe. 

Soit f une fonction et («6) sa courbe représentative . 
. • 

La droite d'équation y= ax + b est asymptote à («6) si et seulement si, 

lorsque x tènd vers + 00 ( ou - oo ), f:) tend vers a et lf(x) - ax] tend vers b. 

D émonstration· 

On fait la démonstration dans le cas où x tend vers + oo. 

• On suppose que la droite d'équation y = ax + b est asymptote à (C~) en + oo. 

On considère la fonction g : x - f(x ) - (ax + b). 

On a : lim g(x) = 0 ; 
x ➔ += 

V x E D \ {O} j(x) = a+ ]!_ + g(x) · 
r ' X X X ' 

V X E Dr' j(x) - ax = b + g(x). 

Donc : lim j(x) = a et lim [f(x) - ax] = b. 
X ➔ += X x ➔ +oo 

• Réciproquement si lim f(x) = a et lim [f(x) - ax] = b, alors:. lim [f(x) - (ax + b)] = O. 
x ➔ += X x ➔ += x➔ += 

Donc, la droite d'équation y = ax + b est asymptote à («6) en+ oo. 

Exemple 
• Soit fla fonction définie par : f(x) = Ûx2 - 1 - x. 

On a : Dr = ]- oo ; - 1] U [1 ; + oo[. 

lim f(x) = lim x(2✓1- 1 
-1) = + oo 

X ➔ + oo X ➔ + oo X2 

lim /(~) = lim (2 / 1- 1
2 

- 1) = 1 ; 
x ➔ + 00 X x ➔ + 00 ~ X 

4(x2 - 1) - 4x2 
lim [f(x) - x] = lirn ~-~-- = O. 
x ➔ +- x ➔ +oo 2Jxz- 1 + 2x 

Donc la droite (~
1

) d'équation y = x est asymptote à («6) en + 00• 

200 Limites et continuité 



De plus: -4 
V x E D1 , f(x) - x = -----

. 2Jx2 - 1 + 2x 

donc: V x E [1 ; + oo(, j{x) - x < 0 ; (~ ) est au-dessous de (L\) sur [1 ; + oo[, 

On démontre de même que la droite (Ll2) d'équation y = - 3.r est asymptote à(~) en - oo et que (~) est 
au-dessous de (Li

2
) sur ]- oo ; - 1}. 

a ~.01argu~ 
Plus généralement, les courbes représentatives de deux _.:c=::­
tions f et g sont asymptotès lorsque : 

lim [f(x) - g(x)] = 0 ou lim (f(x) - g(x )] = C. 
x ➔ -oo 

C'est le cas des représentations graphiques ci-contre t:7-

fonctions f et g définies par : f(x) = x 2 et g(x) = x2 - ~ -
.r 

"'=~2.2. Direction asymptotique 
Dans ce paragraphe on suppose que, lorsque x tend vers + 00 ou rnrs - = . /{JC) a une limite infinie. 

On étudie alors la limite, lorsque x tend vers + oo ou vers - oo, de /{x). 
X 

On distingue trois cas : j(x) a une limite infinie, j(x) a une limite finie et j(x ) n 'a pas de limite. 
X X - X 

~x) 1· · · F· · x a une 1mIte m Ime 

On dit que (~) admet une branche parabolique cle,..direction celle de (OJ) . 
....... :.. 

Exemple 
Soit fla fonction définie par : 

On a: lim f(x) = - oo 
X ➔ +oo 

de même : lim f(x) = + oo 
X ➔ -CXl 

j(x) = - lo x3 + 2. 

j{x) 
et lim - =-oo; 

X ➔ += X 

et lim j(x) = - oo, 
x ➔ - = X 

(~) admet en + oo et en - 00 une branche parabolique 
de direction celle de (OJ). 

~x) 1· · f" · x a une 1m1te Ime a 
1er cas : a = 0 . 

On dit que (~) admet une branche parabolique de direction celle de (OI). 

Exemple 
Soitfla fonction définie par: j(x) = J--;-. 

On a : lim ✓x = + oo 

et 1. Hx) 1· 1 
lm _/l_ = lffi - = Ü. 
X ➔ +oo X X ➔ += ✓x 

J 

(~) ad;met en + oo une branche parabolique de direction 
celle de (01). 0 

J 

0 

Limites et continuité 201 



2e cas: a -::f:- 0 
On étudie alors la limite, lorsque x tend vers + oo ou vers - oo, de j{x) - ax. 

On a trois possibilités. 

• f(x) - ax a une limite finie b 
On a vu dans le § 2.2. que la droite d'équation y = ax + b est asymptote à (((6). 

• f(x) - ax a une limite infinie 
On dit que (((6) admet une branche par.iliolique de direction celle de la droite d'équation y = ax. 

• f(x) - ax n'a pas de limite 
(((6) n'admet ni asymptote, ni branche pa:ralx)liqu~. 
On dit que (((6) admet une direction asymptotique. celle de la droite d'équation y = ax. 

Exemples 

• Soit f la fonction définie par : f(x) = x - , x . 

On a : lim j{x) = 1 et lim (f(x) - x] = - oo. 
X-t+oo X X-t+oo 

(cg) admet en + 00 une branche parabolique de direc­
tion celle de la droite d'équation y = x. 

• Soit fla fonction définie par : f(x) = x + sin(27tX). 

On a : 'r/ x E ~. x - l ~ f(x) ~ x + l ; 

donc: lim f(x) = + oo et lim f{x) = 1. 
x-t+oo X-t+oo X 

Or, la fonction x 1---7 siii(2rrx) n'a pas de limite en+ oo. 

(cg) n'admet ni asymptote, ni branche parabolique en + 00• 

(((6) admet en + oo une direction asymptotique, celle de la 
droite d'équation y = x. 

~x) ' d. 1· · x n a pas e 1m1te 

J 

(((6) n'admet ni asymptote, ni branche parabolique, ni direction asymptotique. 

Exemple 
Soit/la fonction définie par: f(x) = x[1 +.cos2(2nx)]. 

On a : 'r/ x E ~. 1 ~ 1 + cos2(2nx) ; 

V XE [O ; + 00[, X ~f(x) ; 

donc : lim f{x) = + oo. 
x.➔ + oo 

On a : 'r/ x E ~* , j{x) ~-1 + cos2(2rrx). 
X 

Cette expression n'a pas de limite en + 00 (ou. èn - oo ). 

r7'!E'.l~~~ Tableau récapitulatif 

V 

Les résultats précédents sont résumés dans le tableau ci-dessous. 

a e~ b désignent respectivement l~s limites, lorsque X: ten'd vers+ oo (ou - oo), de JC_:) et de /(x) - ~-

Branche parabolique de direction celle de (OJ) 
~ 

a = + oo ou a = - oo 

bE~ La droite d'équation y= ax + b est asymptote 

aE~ b =+oo 
Branche parabolique de direction celle de la droite d'équation ou b = - oo 

y= ax 

b n'existe pas Direction asymptotique, celle de la droite d'équation y = ax 

a n'existe pas Ni asymptote, ni direction asymptotique, ni branc_he parabolique 
1. 
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2.a 

2.b 

Dans chacun des cas suivants, détenniner les 
asymptotes à la courbe représentatirn (f.€) de la 
fonction/ 

2x - 1 
a} f:x --­

x+1 

2.r-1 
c]f:x- - -

x2-1 

2x -1 
b) f: x - - 2 -

X -1 

2x-1 
d]f:x-~ 

vxz- 1 

Dans chacun des cas suivants, démontrer que 
la droite (.1) est asymptote à la courbe repré­
sentative (~) de la fonction f ; préciser dans 
chaque cas la position relative de (~ ) et de (.1). 

a] f(x) = x - 3 + - 1
- , (.1) : y = x - 3 

x2 + 1 

b} f(x) = 3x2 - 2x + 4 , 
x-5 

c} f(x) = / 2x2 + x + 1 , 

(.1) : y = 3x + 13 

(ô) : y = J2 X + f! 

2.c 

2.d 

Dans chacun des cas sui\îants, étudier les 
branches infinies de la ccmrbe représentative 
(~) de la fonction f. 
a) f: x - /4x2 -12x + 10 

b] f:x--x3+2x2 -3x 

c} f:x-2x - 3[x 

d) f: x - 2x + 4 + cosx 

Dans chacun des cas suivants, déterminer les 
asymptotes éventuelles à la courbe représenta­
tive (~) de la fonction f. 

x 2 +x - 2 
a) f(x) = -x3 + x + 2 b) f(x) = --2x....,,2_+_4x_ +-

6 

c} f(x) = x2 - 3x + 1 
-x+2 

d) f(x) = x
2 

- 4x 
x2 + 1 

e] f(x) = 3x + 1 
x2 -4 

x3 - 4x2 +8x - 4 • 
f] f(x) = (x - 1)2 

Continuité d'une fonction 
~ 3. t !.. Con~inuité sur un intervalle 

- Définition 
Soit f une fonction et x 0 un nombre réel. 

On sait que f est continue en x0 si f est définie en x 0 et lim j(x) = j(x0). 
x ➔x0 

Soit K un intervalle de IR. 
On dit qu'une fonction f est continue sur K si elle est continue en tout élément de K. 

Exemples 
• Toute fonction monôme est continue sur IR. . 
• Les fonctions X ~ sinx et X ~ cosx sont continues sur IRL 
• La fonction x ~ 1 x I est continue sur IR. 
• La fonction x ~ ✓x est continué sur [0 ; + ex>[. 
• La fonction partie entière.n 'est pas éontinue sur IR. 

• Lorsqu'une fonction est continue sur un inteIValle K, sa courbe représentative sur cet intervalle se trace 
d'un trait continu. 
• Lorsqu'une fonction est continue ~n tout élément d'un ensemble E, on dit q1/elle est continue sur E. 

. . 
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Propriétés 
Les propriétés suivantes se déduisent des propriétés de la continuité en x 0 et de la définition de la conti­
nuité sur un intervalle. 

Soit f et g deux fonctions continues sur un interralle K. 
• Les fonctions f + g , fg, kf (k E IR) et If! sont continues sur K. 

. • Sig ne s'annule pas sur K, alors _!_ et .L sont conti1n.œs sur K. 
g g 

• Si f est positive sur K, alors JT est continue sur K. 

Exemples 
• Toute fonction polynôme est continue sur ?_ 
• Toute fonction rationnelle est continue sur son ensemble de définition. 
• La fonction tangente est continue sur tout intervalle de la forme ] ; + kn ; ; + (k + 1)n[ (k E Z). 

Soit K et K' deux intervalles de ~ -
Soit f ime fonction continue sur K, telle que f{K) C K' et g une fonction continue sur K'. 
La fonction gof est continue sur K. 

D émonstration 
Soit x

0 
un élément de K. On a : lim f(x) = f(x0). 

X ➔ x0 

g est continue en j(x0); donc : lim g(y) = g(f(x0 )]. 
Y ➔ flxo) 

On en déduit que : lim gof(x) = gof(xol, 
x ➔ x0 

La fonction go f, continue en tout élément x 0 de K, est continue sur K. 

J:,)œm,ple 
2 

Démontrer que la fonction x ~ tan(x 
2 

-
1

) est continue sur IR. 
2 

X +1 
La fonction f: x ~ x 

2
-

1 est continue sur IR1 et on a: j(IR1) C ]- 1 ; 1[. 
X +1 

La fonction g: y~ tany est continue sur]- ~ ; ~ [ et on a:]- 1 ; 1[ C ]- ~ ; ; · [. 

Donc, la fonction gof: x - tan(x
2

2 -
1

) est continue sur~-
x +1 

,lùmar u~ 
Plus généralement, la composée de deux fonc~ions continues sur leur ensemble de définition est conti­
nue sur son ensemble de définition. 

~~3t,2~·~ Image d'un intervalle par une·Jonction continue 

Propriétés 
• La courbe ci-contre est la représentation graphique de 
la fonction sinus. 

Déterminer graphiquement les images par la fonction 
sinus des intervalles suivants : 
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• Soitf la fonction définie sur IR par :f(x) = x 2 - 2. 
- Étudier la continuité de f sur IR. 
- Justifier que f est minorée par - 2 sur IR. 
- Démontrer que tout élément y 0 de !'.intervalle [- 2 ; + 00[ a au moins un antécédent x

0 
par f. 

- En déduire l 'image de IR par f. 

Nous admettons la propriété suivante. 

Si f est une fonction continue sur un intervalle K. alors J{K) est un intervalle. 

Remar ues 
• Si f est une fonction constante, alors f(K) est réduit à CTl singleton. 
• Si f n'est pas continue sur K, f (K) peut ne pas être u::z i p::p.f\ aile. 
Par exemple l'image de IR par la fonction partie entière~=. 

• 

Sif est continue sur K, les intervalles K etf(K) ne sont~ r:écessairement de même nature (tous ouverts, 
tous semi-ouverts ou tous fermés). 
Par exemple, l'image de l 'intervalle]- 1; 1 [parla functio:i. .r ~ x2 est l'intervalle [O; 1[. 

Toutefois, pour les intervalles fermés, nous admettons la propriété suivante. 

Soitfune fonction définie sur un intervalle fermé [a; b]. 
Si/est continue sur [a; b], alors / ([a ; b]) est un intervalle fermé [m; M]. 

,Remar ues 
• On a : V x E [a ; b], m $. f(x) $. M. 
Donc, f est bornée sur [a ; b]. 
• m et Mont un antécédent dans [a ; b] par f. 
On dit que f atteint ses bornes. 
·• Les valeurs de m et de M ne sont pas forcément celles de 
f{a) et de f(b]; m et M sont respectivement le minimum et le 
maximum de f sur [a ; b]. 

M 

m - - --------

:"'-"!-~ ---,,-, -~•t Théorème des valeurs intermédiaires et conséquences 
Nous ne savons pas toujours déterminer les solutions exactes d'une équation dans IR. 

Ainsi en est-il des équations: x + cosx = 0 et x5 + x + 1 = O. 

Le théorème suivant permet dans certains cas de démontrer l 'existence de solution(s) d'une équ~tion. -

Soit/une fonction continue sur un intervalle K, a et b deux éléments de K. 
Tout nomhrè'réel compris entre /(a) etf(b) a au moins un antécédent par f compris entre a et b. 

D émonstration 

On sait que f([a; b]) est un intervalle K'. 

Soit y0 un nombre réel compris entre f(a) ~ (b). 

On a: f(a) E K' et f(b) E K' ; donc: y
0 

E K'. _ 

Or : K' = f([a; b]) ; donc : y
0 

E f([a; b]). 

On en déduit que y0 a au moins un antécédent compris 
entre a et b. 

f(b) - -- - --------- ---- --­

J 

:o : 1 b 

Yo 

------ - f(a) 
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Remargu~ 
Siln'est pas continue sur [a; b], un nombre réel compris entref{a) etl(b) peut ne pas avoir d'antécé­
dent par I dans l'intervalle [a; b]. 
Ainsi, E désignant la fonction partie entière, on a : E(2) < 2,5 < E(3); cependant 2,5 n'a pas d'antécé-
dent par E. 

On déduit de ce théorème la propriété suivante. 

Soit lune fonction continue sur un intervalle K. 
S'il existe deux éléments a et b (a< b) de K, tels que fla) etf{b) sont de signes contraires, 
alors l'équation l(x) = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle [a; b]. 

Exemple 
Démontrer que l'équation cos rr: = x admet au moins une solution dans l'intervalle [O ; 1]. 

Soit la fonction I: x - cos n:-x . Cette fonction est continue sur l 'intervalle [O; 1]. 

On a : l(O) = 1 et 1(1) = - 1 ; donc : l(0) . .1{1) < O. 
On en déduit que l'équation l(x) = 0 admet au moins une solution dans l'intervalle [O; 1]. 

Propr:iété:2 .· -
Soit I une fonction continue sur un intervalle K. 
Si I ne s'annule pas sur K, alors I garde un signe constant sur K. 

Cette propriété est la contraposée de la propriété 1. 

__3_.3~ Fonction continue et monotone 
Dans ce paragraphe, le repère (0, I, J) est orthonormé. 

i;Jlli.lmt:'"'S.~ Biiection réciproque d'une fonction continue et monotone 
La fonction sinus est continue et strictement croissante sur [- ~ ; ~ ] . 1t _______ __ 1 

L'image de [- ; ; ; ] par cette fonction est l'intervalle [- 1 ; 1]. 
2 

(<!-,p1) / 

J I 
Soit.l'application f: [- ; ; ; ] ➔ [- 1 ; 1] (<€1) 

x- sinx 1t 

• Démontrer que I est une bijection ; 2 

on désigne par 1-1 sa bijection réciproque. 
• Démontrer que f-1 est strictement croissante sur [- 1 ; 1]. 
(On pourra faire un raisonnement par l'absurde.) 

On désigne par (((6/) et (<g1_,) les courbes représentatives respec­

tives des fonctions I et 1-1
. 

[✓" Ü ' . 
' ' ' I 

/ 

. f -------- 1t - 2 
On sait que (((6/) et (((61.,) sont symétriques par rapport à la droite (Ll) d'équation y = x. 

La courbe (<fb1) se trace d'un trait continu ; il en est de m ême de la courbe (Cf61.J. 
Ceci nous conduit à conjecturer que la fonction 1-1 est continue sur l'intervalle [- 1 ; 1]., 

Plus généralement, nous admettons la propriété suivante. 

' . 

Soit I une fonction continue et strictement monotone sur un intervalle K. 
• f réalise une bijection de K vers f(K). -
• La bijection réciproque, notée 1-1, est continue sur l'intervalle /{K). 
• 1-1 est strictement monotone et a le même sens de variation que f. 
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l:itJII ·:::.11 Image d'un intervalle par une fonction continue et monotone 
Lorsqu'une fonction/ est continue et strictement monotone sur K,f(K) est un intervalle de même natu­
re que K et ses bornes sont les limites de faux bornes de K. 

Le tableau ci-dessous précise f(K) suivant la nature de K et le sens de variation de f 

~ 

K f strictement croissante 1 f strictement décroissante 

[a; b] [t(a) ;f(b)] [/(b) ;f(a)] 

[a; b[ ~ (a) ; lim f(x)[ 
X-;? b 1 

~; bf(x) ; f(a) ] 

]a; b[ ]lim f(x ) ; lim Jt-c-1[ 
x ➔ a x -.b 

> < 
~ /(x): lim f(x1[ 

b x~a 

[a ; + oo[ [t (a) ; 1~ + 
00 

f(x )[ J~ + ... f (x ) ; f(a )] 

R ] lim f(x); lim f(x) [ ]lim f(x) ; lim f(x) [ 
x ➔ -oo x ➔ +oo x ➔ + oo x ➔ -oo 

E!Zt:rt:Jc::':'!3 Fonction racine n-ième 
Soit n un entier naturel non nul et fn la fonction de R+ vers R+ définie par: fn(x) = xn. 
La fonction fn est continue et strictement croissante sur R+. 

On a : fn(O) =· 0 et lim fn(x) = + 00• 

x ➔ +oo 

Donc, fn est une bijection de R+ vers R+ ; elle admet une bijection réciproque de R+ vers R+. 

Soit n un entier naturel non nul. 
La fonction racine n-ième est la bijection réciproque de la fonction : R+ ➔ R+ 

x~xn 
• L'image de tout nombre réel positif x par la fonction racine n-ième 

1 

est notée ~ ou xn. 

• On a : { x E -~ <=> { y E R+ 
y= n,JX x=yn 

• On a : \;/ X E R+, cnf; )n = n~ = X. 

• La fonction x ~ ''Jx est continue et strictement croissante sur R+. 
• Pour tout entier naturel non nul n , on désigne respectivement par 
(«6n) et («6..J les courbes représentatives des fonctions : 

n 

R+ ➔ R+ et R+ ➔ R+ 
x ~ xn x ~ "✓x 

Les courbes (~ n) et («61 ) sont symétriques par rapport à la droite (~) 

J 

d'équation y = x. n o 

Eimlln~ Puissance d'exposant rationnel 
Soitp E 7L* , q EN*, k E 7L* et x E Rt. 

On a: ~ = ¾ et [(k~ )kp]9 = (~ )kpq = [(krx )kqj = xP ~ [(rx)qj = [(rxf r 
Donc: (xiqtP = (x¼Y: 

• 

---
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IJJ ,. . 

Ce calcul suggère la définition suivante. 

Soitp E "ll_*, q EN* et x E IR:. 

On appelle x à la puissance .1!.. le nombre réel, noté x~ défini par: x! = (x~t. 
q 

p -
• L'égalité ci-dessus peut s'écrire: r q = î x P_ 

• Soit r et r' deux nombres rationnels non nuls et x un élément de [R* ; on a : xrxr' = xr+r'. ' + 

Il existe en effet des n omh~ p . p ·, q (p E "ll.*, p' E "ll.*, q E N*) tels que : r = ..E.. et r' = p' . 
q q 

On a: (xrxr')q = (x)q (r )';° ·= (t r P)4._ (rxp)q = (rxqr (fxqt' = xPxP' 

- q - p+p' 
(xr+r')q = (t x P---P) = (î x q) = xP+P' = xPxP' 

On en déduit que : (rr)'l = (.\:1"+r')q; donc : xrxr' = xr+r·. 

• On éten·d de même alLx puissances d'exposants rationnels toutes les propriétés de calculs établies pour 
les puissances d 'exposants entiers. 

3.4. Travaux dirigés 

~,::=.=.-=..-=.. Résolution approch·ée d'une équation 
Un peintre place deux échelles [AB] et [CD], de longueurs res­
pectives 2 met 3 m, entre les murs d'un couloir, comme indiqué 
sur la figure ci-contre. Sàchant qu'elles se croisent à une hauteur 
de 1 m, on se propose de calculer la largeur x du couloir. 

1°) a) Démontrer que·: ~ + B~ = 1. 

b) En déduire que x est solution de l'équation j(x) = 1, où f 
désigne la fonction de lR+ vers IR définie par: 

1 1 ftx)=-- + --. 
J4..,.x2 )9-xz 

2°) a) Étudier la fonction f et en déduire que l'équation f(x) = 1 
admet une solution unique dans IR+ •. 
b) Déterminer une valeur approchée à 10-2 près de cette solution. 

Solution 
PH HC PH AH PH PH AH + HC = 1 1 o) a) On a : AD = AC et BC = AC ; donc : AD + BC = AC . 

1 1 
Or : PH = 1 ; dqnc : AD + BC = 1. 

A H C 

b) On a: AD~= CD2 -AC2 et BC2 = AB2 -AC2 ; on en déduit que: AD= Jg - x 2 et BC = J4 - x 2 • 

1 1 
Donc, x est solution de l'équation : -;:::== + -=== = 1. · J 4 - x 2 J g - x2 

2°) a) Soit la fonction f: x i---')' 

1 
+ 

1 
, x E Ill+. . J4- xz J9- xz 

• L'ensemble de définition de f est [O ; 2[. 
X • f est dérivable sur [O ; 2[ et sa dérivée est la fonction f': xi---')' 

3 
+ 

(4-x2)2 

X 

donc : V x E [O ; 2[, f'(x) > O. 

• On a :f(O) = 5
6 et lim f(x) = + 00• 

x ➔ Z . < 
f est c;ontinue et strictement croissante sur [O; 2[. 
D'après le théorème des valeurs intermédiaires, l'équation/(x) = 1 admet une solution unique a dans [O; 2[. 
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b} On a :[(1) ""'0,93 etf(1,5) "" 1,14 ;[(1) < 1 <[(1,5), donc: a E [1; 1,5]. 

On obtient une valeur approchée de a avec la précision voulue en utilisant un des algorithmes StL\- -: 

• Méthode par balayage 
On choisit un « pas » et on procède à. un balayage systématique de l'intervalle [1 ; 1,5). 
-Pour un pas de 0,1, on calculef(l,l),f(l,2), .. . ,f(L-i ). 
On obtient : [(1,2) "" 0,98 et f(l,3) "" 1,02 ; donc : a E :1.2 ; 1,3). 

- Pour un pas de 0,01, on calcule f(l,11), f(l ,12). .... /{1.19} . 
. On obtient : [(1 ,23) "" 0,999 et f{l,24) ""' 1,003 ; donc : a E (1,23 ; 1,24]. 

Donc, 1,23 et 1,24 sont des valeurs approchées, respecti~ent par défaut et par excès, à 10-2 près de a. 

• Méthode par dichotomie 
On a : a E [1 ; 1 ,5]; on choisit le milieu x0 de cet in~e; 
- sif(x0) > 1, alors a E [1 ; x 0]; 

- sif(x0) < 1, alors a E [x0 ; 1,5]. 

• 

On recommence ce calcul en choisissant le milieu .x'- èe lïnterralle obtenu, puis le milieu xv ... et on 
poursuit jusqu'à obtention de la précision voulue. 

· À la n-ième· étape, pour un intervalle initial d'amplihlà.e 0.5, l'incertitude est inférieure à ~~~1 . On 

obtient une valeur approchée à 10-2 près de a pour n tel qu~ : ~~~1 ~ 10- 2 ; c'est-à-dire pour : n ~ 5. 
On a : x5 = 1,226 562 5 ; donc : x""' 1,226 562 5 à 10-2 près. 

Pour effectuer la résolution approchée d'une· équation du type j(x) = k, on peut procéder de 
la façon suivante : 

. • étudier les variations de la fonction f; 
• en. déduire et justifier l'existence des solutions ; 

• localiser chacune. de ces solutions ; 

• utiliser un algorithme pùur déterminer une valeur approchée de chacune des solutions : 
- balayage d'un intervalle contenant la solution avec un pas correspondant à la précision 
désirée; 
..:. dichotomie (à chaque étapë, l'amplitude de l'intervalle contenant la solution est divisé 
par 2). 

3.a Déterminer l'ensemble de définition des fonc­
tions suivantes et justifier qu'elles sont conti­
nues sur cet ensemble : 

) 
Zx+ 1 

Q X~ 
X 2 - X+ 1 

x- Jx 2- x + 1 
c) x~---';:::===-

x + Ù:2 - X+ 1 

3.b Déterminer /(K) dans chacun des cas suivants: 
a) f: x ~ x2 + x- 2 , K = [- 2; 3] 

b} f: X~ X-; Z, K = ]Q; + 00 ( 

X 

3'.c Dans chacun des cas suivants, démontrer que 
l 'équation (E) admet une solution unique dans 
l'intervalle K : 
a) (E) : x4 - 3x = 1, K = ]1 ; 2( 

3.d 

3.e 

b) (E) : cqsx = x, K = IR 

x3 -3x-1 
c) (E): 

1 
= m (m ER) K = ]1; + oo[. 

X-

Dans chacun des cas suivants; déterminer le 
nombre de solutions de l 'équation (E) et une 
valeur approchée à 10-1 près de chacune de ces 
solutions: 

a) (E) : x3 - 3x - 1 = 0 

c) (E) : sinx = x - 1. 

b J(E) : x4 - 2x = 1 

Dans chacun des cas suivants, démontrer que 
la fonction f admet une fonction réciproque r-1 

et tracer sur le même graphique les courbes 
représentatives de f et f-1 : 

a) f: x - x3, K = IR 

b) f: X - Jx3 +X+ 1 , K = ]1 ; + oo( 

c) f: x - x - sinx, K = ]- 3n ; 31t[. 
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Le plan est muni du repère (OJ.fl. 

C alculs de limites • 

1 Calculer les limites en + 00 et en - 00 des fonc­
tions suivantes. 

) x2 +5x+4 
a x- - ---

2x2-8 

c) x-
x2 + 1 

- ZX + 3 

b) x - 3x-5 
X 2 - X+ 1 

x2 + 1 
d) x- 1 1· -ZX + 3 

1 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi­
te de la fonction f en O. 

sinx 
a) f(x) = -

Jx 
c) f(x) = tan2x 

X 

e) f(x) = x3cos3x 
sin2x 

. 3 
b) f(x) = sm x 

.xz 

d) f(x) = sinx 
tan.1: 
1 1 fJ f(x) = - - --- . 

sinZX 2tanx 

3 Dan s chacun des cas suivants, calculer la limi­
te de la fonction! en O. 

a) f(x) = sinx + tanx . 
X 

c) f(x) = sinx{x tanx 
xz 

4 1. Démontrer que : 
V x E (1 ; + oo(, 

xJx 
En déduire : lim 

X➔ + oo X+1 

b) f(x) = sinx - tanx 
X 

d) f(x) = sinx - tanx . . w-
1 X 
2 s; X+ 1 < l. 

et lim 
X 

.t· ➔ +QQ 

2 . Démontrer que : V x E IR, 1 cosx + sinx I s; 2. 
En déduire les limites en + 00 et en - oo de la fonction : 

cosx + sinx x - - - --
x2 

5 Utiliser les propriétés de comparaison pour cal­
culer les limites suivantes. 

a} lim x sin.1.. 
.r➔ 0 X 

b) lim x 2 cos.1.. 
x➔ O X 

cosx 
c) lim --

.r➔ +oo x2 + 1 

1 
dJ lim 

x ➔ + 00 X + Sinx 

X+ COSX 
e) lim 

X ➔ + 00 3 + COS.t: 

X+ COSX 
f) lim 

X ➔ - 00 3 + CQSX 

6 1. Démontrer que : r 1 - COS.:C 1 
/ ~o x 2' = 2 · 

2. En déduire les limites suivantes. 

a) lim 
.r ➔ O 

c) lim 
.r➔ O 

x3 

1 - cosx 

cos2x -1 
xta.nx 
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b) lim 
.r ➔ 0 

d) lim 
x➔ O 

sin 2x 
cosx-1 

h- cosx 
sinx 

7 Calculer les limites suivantes . . 

aJ lim 
x+ 1 

b) lim 
, x+2-hx-2 

x ➔ - 1 x2 -1 x ➔ Z x-2 

c) lim 
/x z + 1-1 

d) lim 
h +x- Js -x 

x ➔ O x2 x➔ l izx + 7 - J10- x 

e) lim 
, x + l -2 

f) lim 
x+2 

• x ➔ 3 , x z - x- 6 x➔ -Z Jx z +x - 2 

8 Dans chacun des cas suivants, calculer la limi­
te de la fonction f en + 00• 

a) f (x) = x + , 1 - x 
~- ~ 

c) f (x) = , 2x + 1 - , x + 1 

b) f (x) = 2x + Jx - 1 

d) f (x) = Jx- 1 - Jx+ 1. 

9 Dans chacun des cas suivants, calculer les 
limites de la fonction f en + oo et en - 00• 

a) f (x) = Jzxz - x + 3 b) f (x) = 2x + Jxz + 1 

c) f(x) = x - Jxz - 4 

· e) f(x) = x - M 
3x+ 2 

Jxz + 1 - 1 
d) f(x) = 

X 

X X 
fJ f(x) = -;;::::::==; - -;;::==;.-

Jlx + 2 1 Jlx+ll 

10 _ . h +x-1 1 1 . Demontrer que : hm - - - - = -2 • x➔ O X 

2. En déduire les limites suivantes. 

a) lim 
h+3x - 1 

b) lim 
J 1 + xz - 1 

.r ➔ 0 X x➔ 0 2x2 

c) lim 
J1 + sinx - 1 

c) lim 
Jcosx -1 

x➔ O sin2x X ➔ 0 X 

11 Calculer les limites suivantes. 

a) lim 
1 - cosZX 

b) lim 
1 - cos3x 

x ➔ O sin22x x➔ O xz 

c) lim 
cosx 

d) lim 
sinx- cosx 

Il 1 - sinx x➔-!} 2x-~ x 1T 
2 

11 Calculer les limites suivantes . 

a) lim 
1 + sinx - cosx 

b) lim 
1 + tanx 

X➔ 0 1 - sinx - cosx x-+½ 1-tanx 

c) lim 
1 - sinx + cosx 

d) lim 
cosx 

x➔½ 1- sinx - cosx x ➔!!. 1 - sinx 
2 

13 Calculer les limites en + 00 et en - 00 des fonc-
tians suivantes. 

a) x -Jxz - 2x +x x- Jx 2 -x+l 
b) x -

zx -J4x2 + X 

d) x - ✓ Jxz + 1 - x 


