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PREFACE

Da.ns un monde qui évolue rapidement, la maitrise et 1'approfondissement des ,;.namématiquﬂs
apparaissent comme une condition indispensable au développement des nations, pinﬂgéﬁ's
qu’elles sont dans I'ére de la haute technologie et de la mondialisation des marchés.

Voila pourquoi les mathématiciens africains ont commencé, dés 1983, & organiser des
réunions de concertation sur les problémes posés par I'enseignement des mathématiques qui
jouent un réle essentiel dans la préparation des jeunes aux défis de l'avenir.

La Collection Inter-Africaine de Mathématiques que nous proposons 'aujﬂ_urdfhui aux éléves

de I'Enseignement Secondaire des pays francophones d’Afrique et de I'Océan Indien est le fruit de
cette collaboration franche et fraternelle qui a abouti, au mois de juin 1992, & ’élaboration et a
I'adoption par tous ces pays des programmes des premier et second cycles de I’Enseignement
Secondaire,

Elle a pour objectifs majeurs :

— Tharmonisation de la pédagogie des mathématiques et la mise @ la disposition des éleves
et des enseignants africains de manuels de qualité tenant compte du milieu socioculturel
africain en tant que support et véhicule privilégiés des cancepts mathématiques ;

— l'acquisition par les éléves des bases d'une formation mathématique solide qui leur per-

mettent d’analyser une situation, de conjecturer des hypotheses et de les valider ou non a

I'épreuve des faits ou du raisonnement, de recourir aux modales mathématiques qu'ils

connaissent et de dégager une conclusion ;

—la diminution du cofit du manuel pour permettre la réalisation d’un vieux réve: un é

un livre.

Les ouvrages de la Collection Inter-Africaine de Mathématiques, rédigés par des équipes
d’enseignants, de chercheurs et de responsables pédagogiques africains, belges et francais, s’ap-
puient sur Ienvironnement des éléves pour les motiver, les faire agir, les amener & comprendre et
& agir de mouveau, de manidre autonome et créatrice, Les contenus adoptés et les méthodes péda-
gogiques préconisées. ont été systématiquement expérimentés dans plusieurs pays avant que ne
soient entreprises les rédactions définitives.

léve,

Conformément & notre conception de l’enseignement des mathématiques, nous n'avons pas
voulu présenter les legons sous forme d’exposés théoriques, mais comme des séances de travail au
cours desquelles des activités de calcul, de dessin, de lecture de documents (le plus souvent
empruntés au milieu africain) sont mises en ceuvre pour solliciter et provoquer constamment la

participation active des élaves.

Insérés dans les legons, des exercices d'application immédiate permettent 1'assimilation des
notions étudiées. Placés 2 la fin des chapitres, des exercices d'entrainement et d'approfondisse-
ment permettent aux élaves d’éprouver leur compétence el aux professeurs d'évaluer leur ensei-

gnement.

Nous exprimons notre gratitude aux différents Ministres chargés de I’Education dans les
pays francophones d’Afrique et de 1'océan Indien, ainsi qu'aux responsables de la Coopération
Frangaise et de la Coopération Belge qui, par leur compréhension, leurs encouragements et leur
soutien constant tant moral que matériel, nous ont permis de réaliser ces ouvrages dans les

meilleures conditions possibles.

Enfin, nous espérons que ce manuel répondra au mieux a l'attente et aux besoins des ulilisa-
teurs (professeurs et élaves). Afin d’en améliorer les prochaines éditions, nous accueillerons avec
reconnaissance les remarques, les critiques et les suggestions qu'ils voudront bien nous faire et
par avance, nous les en remercions. -

Saliou Touré
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PRESEMNTATION DU MAN!EL

Organisation d’un chapitre
e cours

permet & I'éleéve de reprendre seul le: travail
effectué en classe avec le professeur.

B L'essentiel 8 mémoriser, constitué des définj-
tions, propriétés, méthodes, tableaux récapitu-
latifs, est placé sur fond couleur souvent pro-
lonigé par un cadre couleur contenant des tra-
ductions mathématiques et des illustrations.

B Les exemples sont souvent des exercices com-
mentés et résolus entitrement ou partiellement.
Lénoncé de ces exemples est placé sur fond gris
afin d'inviter 1'éléve 2 le traiter avant de compa-
rer sa démarche & celle proposée.

H Les activités présentent :
— soit l'introduction d"une nation ;
= soit une démarche pour démentrer une pro-
priété on un probléme ;
— s0it une démarche pratique pour appliquer
une méthode ou une technique.
Pour les mémes raisons que dans les exemples,
la description de la situation mathématique et le
probléme posé dans ces activités sont placés sur
fond gris.

B Les exercices d'applications directes sont pla-
cés aprés chaque paragraphe.

_Les exercices N
cloturent chacun des chapitres avec en général
des différentes parties :

— Entrainement

— Approfondissement

— Problémes

[Les informations

Des informations historiques, scientifiques,
technologiques, culturelles... apportent un
<« plus» au thdme du chapitre. Elles se trouvent
dans le flash d’ouverture ou dans des encadrés.

EIES travaux pratiques
contiennent un zoom sur quelques thémes.
Ils sont de trois types :
1. Les exercices commentés qui présentent :
- des méthodes de résolution de problémes
— des modeles de rédaction de solution de ces
problemes
2, Le langage et la logique qui présentent :
— des différentes méthodes de démonstration
~ des concepts unificateurs sur les opérations
(notions de groupe commutatif, de corps
commutatif, d'espace vectoriel).
3. Des élargissements de notions.

Sommaire des travaux pratiques
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I.imites et continuité

I-_es notions de [imite et de continuité étaient considérées comme.
intvitives par les mathématiciens du XVIie et du XVIIF® siécles.

Cerfains mathématiciens fels que Gauss, Cauchy et Abel alfirérent
I'attention  sur la nécessité de produire des définitions et des
démonsirations rigoureuses, inaugurant ainsi une ére nouvelle de
I'Analyse qui eut son aboutissement au XXe siécle sur la topologie.

L'Allemend Karl Weierstrass; par les brillants résultots sur ses
recherches en analyse, devint 'un des plus célébres analystes
européens de son femps.

A la stpeur de ses contempo-
rains, il définit une courbe 47
conlinua n'admettant de ton- J
gente en aucun point !

E -] BD&I‘ER-\'DI!.FI'

Karl Weierstrass
rnathématicien allemand — 1815-1897.
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© Limites de référence
® a et ¢ étant des nombres réels, lim c=lim c=lim c=¢
x=—=a X3+ X=} —.00
sinx . cosx—-1
°*Ona: lim — =1 : lim =0
‘=0 X r=>0 X
x - i b = o 00
ln—l;ﬂ&_u 3 2 1‘]T+“J;
* g étant un nombre réel et n un nombre entier naturel non nul,
Iim xX"=+4ce . . lim x"= -
e L=t —c
Tm L= ; lim —=0
].::,IE_+6=..1"_0 " X X7
lim x" =0 ; lim (x-q)"=0
r—=0 X=
Pour n pair: Hm l=+w : [im -L =+ 00
x—0X" § xva [x-a)*
| : ; 1
lim —==m lm ——— =—0a
x0x" ! xsa [x—a)
Pour n impair : i
1 ;
Iim —=+o0 : Iim =4 oo
s *3a fx-ar

® Calcul de limite & V'infini de fonctions polynémes et rationnelles

| “Iﬂ (ﬂ-n.f: + ﬂn_lf"l F e

X—F =

+a.x+ a-u]- = Lh_l;l_;aﬂ'ﬂ

lim (@2 +a@ "+ +ax+a) = lim a

X =y -

1
uﬁ.ﬁ‘ + ap_i.tl" totax+ a,

o

G

i a R S g -
bt + b, x4 . 4 byx + by T bt
axP +a, X+ +ax+a, s a >

lim
X blrfl + bq_lxﬁ"d tutbhx+b,

X—3+4e b‘{‘tﬂ

@ Critéres de continuité en a

o fétant une fonction définie sur un iﬁlﬂﬂ’aﬂe-nuwﬂ contenant a,
Sfest continue en a '« lim ﬂf{x} = fla)
=

tout élément de son ensemble de définition.

+ == §in est pair
-« 5in est impair

e Toute fonction qui est somme, produit ou quotient de fonctions élémentaires est continue en

——-—-'-“s,ﬁ

e

8 Limites et continuité



__1.1.. Limites de référence et continuité en @

pmmesm Limite @ gauche - Limite a droite -

M Tableau récapitulatif

@ Définition

a et I sont des nombres réels, S une fonction d'

ensemble de définition Dy

On dit que f admet une limite @ gaucheena | On dit que f admet une fimite a droite en @
égale & I lorsque la restriction g de f a égale 4 I lorsque la restriction g de f 2
DN ]- == ; a[ admet en g une limite égale a L D, la ; + e[ admet en a une limite ég gal

i, /00 = lim o) = L. lim, 9 = gt} =

@ Propriété
a et [ sont des nombres réels,
éventuellement en a.
Dans le cas ol fn’est pas définie en a,
f admet une Jimite lena
si et seulement si

J ume fonction définie sur un intervalle ouvert centré en a, sauf
Dans le cas ot f est définie en @,
fadmet une limite en ¢t
si et seulement si
fadmet en a une limite a gauche et une

fadmet en « une limite 4 gauche et une
limite i droite égales a L Jimite 3 droite égales a f(a).
LLcqsgunsess f(a}[— 7
| /" i -;:’r | {- ::!- I I
JF g JF fs ]'
, B : e T
o I [ o Lue |
LJJ_:I} Jx) = ! lim f [x) = fla)
si et seulement si si et seulement sI
}gz%lu-f (x) = gguf(;} =1 }g%lﬂf (x) = L:;?ga!j (x) = fla)
m Exemple
oS T ite ot Gontinuiié en 1 do 1a fonction / définie par - : i
: f{ﬂﬁﬂﬂﬂmE}—w-lLf[I]=f-x+z
Jpourz e 1 sl =x L, AN e

i o S i S —_

—e

Calculons la limite & droite en 1 de /.

Calculons la limite & gauche en 1 de f0
yglf{x] =lim (x+1)=2

i, /)= im0 =2
d'on : Ixigif(x)ﬂh;lf[x]:z et f1)=2

donc fadmet une limite en 1 égale 2 f{1) ; par conséquent la fonction fest continue en 1

Limites et continuité 9



momm=m Prolongement par confinuité

= Exemple mtrutluuuf B e

'. ------ e o | i = L Sl s e """""_"'_.' ST 42 +xh
R\ 1 =i

fEtudmns la lumle etla mntinuité enl dela f“““‘]ﬂ“f déﬁmﬂ sur R\{1) par: f(.r) ——x_"'f""‘

1Dn veu! h'nuver une funchun g défime sm' R cuntinue en 1 et qui t:nmmde sur. R \ [1] avec j._“

Calcul de Ia limite
Pour tout élément x de RM\1) f‘(.:;] =x+2

donc : hm f(x] = llm {I +2)=

La foncuon f admet une limite en 1, égale & 3.
Etude d'une fonction auxilliaire — B, 1)
Considérons la fonction g définie par: { gl1) =3

Ona: 111:!1 glx) = hm f[x] gl1),

donc g est I:DIIT.IIIUE en 1 On dit que g est I prolongement par con

Définitionjelpropritci PR T L SR 1
finitionetproprieter o

| fest une fonction d’ensemhle de déﬁmtiun Dy @ un nombre réel n appartenant pas & Dy
| On suppose que f admet une limite finie [ en a.

pour x &D \la}, g gl =)

| , gla) =1

| est continue en a. Elle est appelée pmfungemﬂnt par cnnﬁnu:té de f en a.

tmuité' de fen.1.

;,.Alq;s la fonction g déﬁn.ie par : {

e R I e e e ———

tl]émunh'uns que ffa'ﬂ-metm prulongament par cuntmmte en ﬂ

e s e

Ona: Df—ﬂ'\[f.}] et 11111 %‘r—= .

Donc f admet un pmlungement par nnntmmté en 0, 1a fonction g définie par :

pour x € R\{0}, glx) = flx)
{ gl0) = '

WE KETCICOS BLLos o i s o oAy o

l.a Calculerles limites suivantes : l.c Ttudier la continuité en 1 de la fonction /déf
lim -f-i : lim x*-x-8 nie par :
r-y4 - - B
x-2 r=-2 x+2 pour x € }- = ;1L f{.r]—}(:
1
1.b Dans chacun des cas suivants, étudier la conti- pourx € 11 ; oo, fla)=—x2+ gx~4
nuité en 2 de Ja fonction fdéfinie par ; : fl}=-1
{paurx-E]—m'Ef flx) = 2x2 - qn— 4-
pourxe(z; +ol Sl 22D . 1.d  On donne Ia fanction f définie per :
~i# i = Xt yx—2
{pourxt—:l-u-z[. Jl) = 2x* - 4x -4 =TT
pour x € [2; + e, flx) = % Justifier que / admet un prolongemen! pr

continuité en 1 et préciser ce prolongemen™

10 Limites et continuité



—1.2. Limites, opérations, composition

memmmm Tableau récapitulatif

@ Lmntes d’une somme

| f‘ et g sont des funnnuns Let? des nombirés réels aun eamilita raal s — 7l

S5i f a pour limite en a l ! l + oo - s + oo

et si g a pour limite én a I + oo -0 + m - co =-on

alors '+ g a pour limite en a L+ R S . -0 ““",,‘,;f“tg
: pas co ur

® Limites d'un produit

S et g sont des fqnciiﬂns ; Uet I” des nombres réels ; @ un nombre réel, — o nﬁ + 00

| |[Sifa pour limite en a I (Li>0|Ll<0llLl>0|L1<0| + | 450 | —o 0,
el si g a pour limite en a U wort | geas | e | wme | g | —se | ocwn | T
1 L —
| |alors fyapourlimiteena | I’ | +0 | —o0 | —=o0 | 400 | 460 | =00 [ 4o pz:;j:::*
@ Limites d’un inverse
; )“ est une fnncuun I un numbre réel ; a un nombm reel —e0 DU + o=
=z, ﬂ I 5 n
Si g a pour limite en a F,I'#0 (g étant positive | (g étant négative| oo 0u + =0
| sur K) * sur K) *
alors:-% a pour limite en T + o0 i a

Dans le tableau « Limite d'un inverse

@ Limites d’un quotient

f et _q sont des fum:tinns L et I des numhres reels ‘a un numhre Téel, — cc on + oo

Si f a pour limite en a

[ [

{ + oa

-+ oo — o

-

0 T

-0

et si g a pour limite en

I,'#0

+ e

— O

b, s olt, <ol 'solt, <o

0 e

- 0d

3101'5% a pour limite en «

on ne peut pas-
conclure

de g et est I'un des types suivants :

— lorsque x tend vers le nombre réel a

a a

a

», K désigne un intervalle contenu dans ’ensemble de définition

a a 4
o e o

— lorsque x tend vers — e (resp. + =)

-2 ; Al

Limites et continuité 11

(resp. 1B ; +==[)



mummmm Exemples d'utilisation des opérafions sur les limites

B Limite d'une somme

lim x=4+ et
X =3 40

1 1 = t
lE}—mF 0 e
M Limite d'un produit

lim (-2)=- et
r—-—m

lim x=+0 et
X=—p 4 o

M Limite d’un inverse

i, i
pourx#1,(x—1)2>0 et
pnur.rE']—%-;[l[,sinx::l] et

-

lim _‘]r_ =+ ﬂDﬂC
Xt
lim (~7)=~7 donc
e
dim 23 =—ee donc
X — o .
lim ‘E- = 4 ea donc
Y )
donc
lim (x-1)*=0 donc
r=1
lim sinx =0 donc
prery)

mpmm=ms Formes indélerminées

H Notations

lim
X3t

lim
X =4 =eo

[:Z+J;]=+.m_

(Z-~7)==7,

lim (.— 2.‘.‘3] =

X -

Lorsque les tableaux ci-dessus ne permettent pas de déterminer la limite d'une somme, d'un produit oy

d’un quotient de deux fonctions, connaissant leurs limites Tespectives,

terminée,

On reléve quatre types de formes indéterminées :

L= Bl ]

traduit la derniére colonne
du tableau
« Limite d'une somme »

B Exemples
En faisant Ja somme des limites
pour calculer

— ]

[(3x2 + 5x—
on obtient la forme indétermi-
née !

lim
X =3 = o=

0 Xen

traduit la dernidre colonne
du tablean
« Limite d'un produit »

En faisant le produit des limites
pour calculer

lm [+ 2x- 5](- :B]

=3
on obtient la forme indétermi-
née :

on dit qu'il y a une forme ingde-

0 o

0 =

traduisent les dernigres
colonnes du tableau
« Limite d"un quotient »

En faisant le quotient des limites

pour calculer

lim -~ et lim ]
X - 0 BIILX xX—= teX—

on obtient respectivement lés
formes indéterminées :

o — GO oo E et e .
0x B

emmmem Limite d’une fonction composée

[ Exemple mtruduchf _

5'— : e e Sasr e ,_... panne '“‘"-"-.‘-"'—'.' ------- IR .m__ﬁ_.,__ﬁ,._._.. e e

On. dunne les fnm‘:huns fetg e’ Rivers R déﬁmas [m. e ﬂ_ﬂ =X et {x) —x+1

'On’ vaut etuﬂmr la hrmtea en 1.de fog, ? +1 4

Ensemble i deﬁmuan de fag T fﬁg = B

D;=RetD =R; donc D, - = R. ] .

Pour tout nombm réel x, fog(x] = [x—fh ; > "
x—1 glx)— 2 flgl =5

On obtient le schéma ci-contre.
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[Dj demantre et nous admettons la propriété smwmte
Sfet g sont des l‘unchnns, a,letl’ des éléments de R U {— o ; + o}
St lim gl)=1 et lim f(x)=0"  alors lim_fog(x) =1’

B Exemples
IC"]““JGDS ]3 IMti:zn 1 de e fﬂnctmn Calt.'ulr.ms lIa llmﬂa en + de la fun(.:lmn ' '
e ey | g i
Sestl del s ; i
est la composée de la fonction u:x > —— oy g est la composée de la fonction inverse suivie dela
suivie de la fonction sinus, femetion G s e T
X’ i .
= — B = 1 e
r=1x+1 2 s ].t_;lr—)n-t-_ou_f_o
or : or: Ry 4
lim , sinX = 1 | lim DX _4
% X=0 X
z
done : lim sin =1, done : lim xsint =1,
X~ 4aa X

g= peoinv

r=1 xX+1

S=sinou

sememm Limites de Vf et | £

B Cas particuliers de limites de fonctions composées

S est une fonction, a un élément de R U {= e ; + =}, | un nombre réel positif ou nul, I’ un nombre réel .
o Si ETa flx) =1 alors Eﬂam =J1 ¢ 8i lim fld=U alors yﬂaa Ifig] = 11"
° Si lim flx)=+e alors Lim 1f(x)| =+

e Si lim f(x)=+= alors lim Jf(x)=+¢e
X =+
¢8i Im fl)=-c alors lim Iflx)] =+

B Exemples
{ a;l;l:ulons les lumtas I;;ln-_ :;t a;;l_c-! de la j‘um;mm . Calculnns les lmutes en 0 et en'— oo lfle ]a fonctmn !
h Cind |.r°' +x=5 |

] h x»—>'xﬂ+x+3

E]_J;a.- lxll'_lil_u(.t2+.l:+3]— | Ona: _ltn;n;(}(.r3+.r—5]=_5
doiic ; Hrmm = + oo, donc : 1—;{?0 |x® +x=5] =5.
Ona: _Itix__z}u(xz+x+3}=3 Ona-: Lir_l;l_wl:'.tsi-.r—ﬁ]:—ﬁ
donc : Lifl_‘.}lum= .,1’5 donc : .lrj{_]}_ﬂlxﬂ"-+ x—5| =+ o0,

szl xercices s s

1.F  calculer les limites suivantes :

l.e Calculer les limites snivantes : - ul vant
Jax? ; Hm  (e—yxt+3); sin3x |, .. sinx* |
lhj}i'“{ e RN Im = LH—I,}-:I =

. Z—3x+2 ) . CO&X e

l@n x-10 : .].-Jﬂn xz limlmsx + 1 B eae

Limites et continuité 13



—1.3. Limites et inégalités

mmmmmm Passage a la limite dans une inégalité
Acbwlé Intmdur.'hve

._..;de,eramlR déﬁuiequr f[x] .z:* T

tg en0; EII-I—MBI'.BII - eay

- _._._.u_g._;.._._..._-_._d 1_.... B T,
S -.._...q,-'_._.__,.__ ST s L —

On démontre et nous admettons la propriété su;vante

{Propfiete AR T Raea T TR

a est un élement de R U {~co; + o), fet g deux fonctions adm&ttant de hn:utes en?%h&_" =
Si fzg alors ]ﬂu flx) 2 lu_?n glx).

Cette propriété ne permet pas de calculer des limites mais de les comparer.

mmmmmmm Caleul de limites par comparaison
On demnntre et nous admettons les propriétés suivantes. Eiles permettent de calculer des limiteg,

} i 7 s FBNE ?:;'.".T; NG e LK 4 ____w\l

aet I sont dES éléments deRU {- o ; + ), fetg das fnncﬁnm S

Si fag .Bl Im gl =+ |Si f<g et limgl)=-=|Si g <f<h

alors: l-i]_l;nf[r] = + oa, alors l“—?af[x] = -0, el ]jm Q(I] = hm fl_[.r) =1
alors

I [ e s i e —ma T

7y | |

T T T T e T

ﬂ! Ealculuus '}h' :

.bduu‘ -—m l\._‘.....-.-l -l\.“.,_.-_.[. Ty A._..-‘:-._.__ - e

Smt xun nnmhra réal strictement pusmf

Soit x un nombre réel smcla'ﬁle—ni ia_osmf o
ona: -1 < sinx £ 1 ona:; ~1 < COSX = 7
M 1 Si.n.t 1 ]
dofy w8 S doll:  x?-x < ®—xcosr € x%+x
. ; : : A . 5 "
oL ]xlglq-bo?h'ﬂ et ]fcu_];lq.au x"u or: llg+ ['t'z--t]=hn1 [;cz+x}=+n9
. i i.._= l ]
donc : }tlgl_'_&.x 0. donc : L].'gu (2 —xcosx) = + o,

/,v;fE XerCiCes eorsrsmmmmrs . v i

] '9 On donne la fonction fdéﬁnie par: 1 j .Dﬂ considare la fﬂnﬂﬁﬂnfdéﬂnie pﬂ._'_
J(x) = 2x - E(x). o 2
1. Justifier que : pour tout nombre réel x, Jix) = : :
x-1<Efx}sx el x<flx) <x+1. 1+ 1+x2

2. En déduire les limites en — e gt en + s de f;

1. Démontrer que :
1.h  Calculer la limite en — = ot en + o .de la fone- pour tout nombre réel x, 0< f(x) < - --
tion f définie par: f{x) = x + sinx,

2, En déduire la limite en + == dBf
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—1.4.. Calcul de limites et formes indéterminées

Les exemples ci-dessous fournissent quelques pmcedes classiques permettant de calculer une limite
dans le cas on les opérations sur les limites conduisent & une forme indéterminée.

mmmm=m Exemples d’ uhllsuhon d'une Fuc’rurlsuhun

rE‘.!rallh:ullms'. Iim (,:}- &] : 3o Calcu],onsﬁlﬂn :
X Fee T i
- — - : g !
Poux x> D Pour x>0
ona: .r-.,_E-:J_[J;_.l] ona: et - : 2
P2+ 8 8
xx+1+ -P]

1/x+1+%

lim (3-%}=3

; . X3 4oa
or: EE+“&=+-=° Et!JE*“[;E—1}=+W. or; g
}rlr_n’ gl X+1t -7 =+e
donc: lim (x—x) =+ e, s ‘. _%x-1
X5+ donc : EI—?+.=- m 0.
)l e Exemp[es d’uhhsuhon del express[on con|uguee
e A— 3
|Calcu]uns 1_15+m[‘x+1—:-'x 1] Rl 2 Calc:‘illons:ligl [J z+7'-l~3;|:] |
'n'ansfomatmn de I'expression Jx + 1 .f —-1. Transformation de l'axpresswn ,}9.:2 + 7+ 3x.
(On multiplie et on divise par I'expression conjuguée) | (On multiplie et on divise par I'expression conjuguée)
x+1-Jfr—1= 2 Jox? 4+ 7 +3x= —L
Jx+1 4+ Jx-1 Jaxz + 7 — 3x
or: H+“[JI'+1+J.1:—1]=+M or : ltim (VOx2 4+ 7 —3x) = + oo
d'olt: lim -2 =0 d'oit:  lim 4 2=
ot Jral4+x-1 -’-‘-"-“]Qx2+? 3x o
A _11%+ (x+1—Jx—1)=0. donc : ll!_l;‘l_ (ox2 + 7 + ax) =

Exemple d’utilisation de I expressmn comuguee et d’'une fuchnsuhon

lCaIculuns lim {"x2+3x '2+x] ; cien st o

UL : 4 | ek iy

Transformons l'expressmn .,’.tz +3x-2+xen mulllphant et en leISBIIl par |'expression conjuguée.

On obtient : yx2 + 3x -2 +x = — ol :
X2 +3x—-2—-x

La dernigre expression donne encore une forme indéterminée.
Poursuivons la transformation en mettant x en facteur au numérateur et au dénominateur,

3x—2 x(3 — %] x(3 - %’]
On obtient : = =
3 2 3 2
24 3r—-2-x \/.x""(.1+? —?) —-X Ix! 1+:'-_"fﬁ —-x

Limites et continuité 15



x(3— -E':-]

Pourx <0 x?2+3x-—-2+x =

J 3 _2 _
lelyf1+ 5 -2

3 2 +1)=2
¥ e — -
or: !‘cit—[:—u[_ 3+ %} =—3 &t E{E_u(m )

3
lim (2+3x-2+x)=-5"

X—e

donc:

e vunuhun

EEOETm Exemples d’ uhhsahun d un 'ruux d = o

e —
T AT

b
Ca]nuluns g hm

I'

x+d—1.
...—--—luI
X

I S P -

La fonction racine carrée f:x+» Jx est dérivable
enletona:

f(1+h) -£02)
O

1+h-1

i . o

R Jxr+1=1 1
lim — =5

donc :
xr—0 X

Calculuns llm ¥
a9

Ona’ ; =

1
z_,._
sx a

g
0

CaTh & e - F

1
cosix — % COSX — —~

1
= {cosx + )

X = xX=3

T
cosx — COS=

” (Y = et
G e STV T | 3:] == iD=

ril B

EEnE== Exemples de chungement d’écriture

I.__._._ —

I(L'a.lcl.llmls hm sim: fs

.I.'

N T A

b

i}'ﬂnsfarmanon d’écriture

sinx _ sinx ..
-
W
Calcul des limites
or lim ﬂ_'lx—=1 et lim Jxr=
r—=0 X x=0
: sinx
donc : 1:150 ,f_ =0.

On examinera comme dernier exemple le calcul de lim  xsi n—-

tion, dans le paragraphe 1.2.

g T — —q— r-——.\. i A e ————wm -

sinx’

‘ Ca]cnlons ].lm B 11

e e e s S ) l'_'

o e e L e N EE S e

Ih:msfurmaﬂnn d’écnmre

sine _ ginx . 1
xa X x?.

Calcul des limites

or: hm =2, sinx =1 et lim l_ + ca
20 X x—0 x2
dong ; SILE

Iim—=+
x>0 x3 =

., effectué & l'aide de la décomposi-

WExercme B s

1.]  Calculer les limites suivantes :
lini V1+x2+ 2x i ,,’1 +x2 4 2y
X b .00, x ¥ ENea x
" de+2
lim ¢ lim 241
S | A== (x+3 -2

16 Limites et continuité
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lim S 111

R ' xoee [r43-2
lim | SiRr-1, .
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o=l =

—2.1.. Définition — Propriétés

empE== Continuité d’une fcmcilnn SUr un mtervu“e

e e Rl | SO CSEE T Sl R

Gc-:ntmmte-sur un- |ntervalle~-m-w-w—wﬂ

ST e
i e e

IRiopriefe!

—— - g Lt g F RS TE
s |

3 BT —

Une fonction fest dite continue sur un

ment de K.

\\(

/

> |
7{

intervalle X lorsque sa restriction 4 K est continue en tout élé-

\“”2

O
[~}
o

Jest continue sur {a.; &)

L'xemp}e mtroductlf

P

0
Rp--
[ ]

Sest continue sur [a ; b)

O] a

o -

Jn'est pas continue
gur [a ; 4]

S est continue sur Ja ; b

Image d’un intervalle par une fonction continue

T T

Dn considére la fm:clmn f déﬁme sur. [—— 2 3[ par: }‘ [x] xE(x}

‘ Pour chaque intervalle K ci-dessous; étudmns g:ap]:uquement la r.ontmmte de fsur: K et determ]nuns;_5

graphlquement Pimage f' (K) de K : par i

'[—2*-1[ P11 1[ ;

;___ -

]-1 1{ H ID 1I

Formules exphc:tes de la foncuon f‘

[— 1; 0]

[1__»:_ 3[ 3 [ur 2[

b

O
ak---

JFn'est pas continue
sur [a; b]
fest continue sur la ; 5]

i l.— 1':-1]!2

SN B N TR TR A
| b th - . . e

pourx € [-2;-1[,

pourx € [-1; 0],
pour x € [0; 1],
pour x € [1; 2,
pour x € [2; 3[,

flx) == 2¢
fx)=-x
Jix)=0
Sl =
flx)=2x

Représentation graphlque def
Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, J)

3 4
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Continuité de f sur K et image de K par f
K |fezi-1t| asar | teagan | degal | [=1i00) 152000 gal ——_[?1_;;\
Conbinuitd Jest | fest | fest | fest | fest |fwestpas) fwestpas | rycy
defsur K| continue | continue | continue | continue continue | conbnue continuig o ':'“-lilllnl]a:
sur K sur K sur K sur K sur K sur K sur K sur g
F00 | 12:4 | l0;10 | fos1l | o) | [o;0 | Js20 jHs2AUIel|
Conclusion

On constate que :
Si fest contin
Si f est continue sur K et K fermé

Les réciproques ne sont pas vraies.

Eneffet: fn’est pas continue sur{~1;1]; cependant (- 1; 1)) = [0; 1.
Fest continue sur [— 1 ; 1 ; cependant f((~1; 1) = [0; 1].

ue sur K alors f(K) est un intervalle ou un singletdn.‘
alors f(K) est un intervalle fermé ou un singleton,

On démontre et nous admettons la propriété fondamentale suivante :

—— e (P e T R T A R R T R T e =
ete %E'r:f?.ﬁa LR 1 D e A A T S __3
Par une fonction continue : .
" —l'image d’un intervalle est un intervalle ou un singleton.
— I'image d'un intervalle fermé est un intervalle fermé ou un singleton,

i

hD!:-J
—

|
f:x'—r%ﬂ+%ﬂ—gr+%
Jest continue sur R
f-3:20)=-1;
=2 i+eof)==1;+e]

Jfest continue sur [a; b}
Sla; b))=[m; M]

m est le minimum de fsur [a ; b

M est le maximum de fsur [a : b]

Cette propriété est trés importante. Elle permet,
—d’une part, de déterminer I'image d'un intervalle par une fonction continue dans les cas particuliers ot :
lintervalle est fermé
la fonction est strictement monolone,
— d’autre part, de démontrer 'existence de zéros d’une fonction et de déterminer des valeurs approchtes
de ces zEros. '

mmmgmsm Défermination de I'image dun intervalle fermé par une fonction confinue

B Exemple 1

fﬂﬂﬁﬁﬂiﬁhm‘l*ﬁﬁé‘sé..ttg.-lefiétertaue:'tf;. TR e
Détermination du maxinumm: ef dhy minform 1o r o R W P 1

minimum de f sur [~ 1 : 2]

Soit x un nombre réel.

-1=x<0=0<x%2<1
0Sx<2 =0<x2<4

18 Limites et continuité
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donc : Pour tout nombreréelx, —1sxs2=05fx)s4

d’'ol: 0 est un minorant de fet 4 un majorant de f sur [- 1 2]

or:  f(0)=0etf(2) =4,

donc : 0 et 4 sont respectivement le minimum et Is maximum de f'sur [- 1 ; 2].

Détermination de Fimage de [~ 1 ; 2] par f — 4
fest continue sur [- 1 ; 2] ' I
{ le minimum de fsur [-1 ;2] est 0 T
le maximum de fsur [- 1: 2] est 4 1 TR
dong : —-1;2])=[0;4]. ! :
f )=1[0;4] 1107 2 |
B Exemple 2
ﬂéfﬁrmmg&lk,\lhmageﬂel’intermﬂﬂE—%,n]parlafunnhonnusmus
2 Sk S S S SRR dE e T

La fonction cosinus est continue sur R en particulier sur [- -g— ; |,

Détermination du minimum et du maximum de Ia fonction cosinus sur [~ -;E; ]

Pour tout nombre réel x; — 1 <cosx <1

donc: —1 est un minorant de la fonction cosinus sur [-'%; 7] et 1 est un majorant de la fonction cosi-
nus sur [- % |

or: cost=—1 et cos0 =1, ,

donc: -1 et1 sont respectivement le minimum et le maximum de la fonction cosinus sur [- -_g-; 7.

Détermination de I'image de [~ % ; o] par cos 1 |
cos est continue sur [- %; 7] \ '
le minimum de cos sur [- %; 1] est—1 / \ I
le maximum de cos sur [ %; n) est 1 = % n % t ;
donc: cos([— %; M =-1;1) i :

mmmmmmm Détermination de I'image d’un intervalle par une fonction continue et
strictement monotone

B Exemple introductif

|On donne la fonction fixm Z5L PRI il - i
’g'mﬁfﬁﬂ’iﬁﬁiE?ﬁl'ihiiiﬁ#ﬁhlﬁﬁfilfiﬁ#ﬁ?ibﬂ!'fﬂ!!’@hﬂ’!:!!n'-ﬂ??lin!?ﬂﬂ!lﬁﬁi [-2500etTt s +el 00 0
Ti_rbfemr de variation et représentation graphique de f ‘l
x - 1 + B
. \
f (.1‘) - " = g
. o s
s o]
'\‘

Détermination graphique de fl[- 2 ; 0]) et de fl]1 ; + <]} \\D |
fll-2;0)=1-1;1] ; fO1;+=)=]12;+] \
Conclusion

[est continue et strictement décroissante sur [~ 2 ; 0] donc: f([-2;00)=[f0): f[." 201 ;
fest continue et strictement décroissante sur J1; + [  donc: f(l1;+e[) = ]]}El,,, Sl ;Lj{?lf[x}[_
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On démontre et nous admettons la propriété suivante :

‘Propriefe A S

o et P sont des éléments deR U [~ + =} tels que o < B
S est une fonction admettant une limite & droite en o et une limite a gauche en .

_ _ . cooantesur | © Si f est continue et strictement décrojs
e Si f est continue et strictement croissante s sur [ ; pl alors fle; B = [F(B) ; f(ow)

los Bl alors f(lot; B1) = [fTe) ; (B
o Si f est continue et strictement décrojsg

s Si f est continue et strictement croissante Sur ; it CTOissant,
Jo; Bl alors f(o; D =]E§aﬁx]i Liglpf[x][ sur Jo.; Bl alors fUo ;D ]llgﬂf[x],]}gl (o)

Santa

@

— o
I3 g

Jlloe; BD) = () ; £(BY] f{]-%-,%[] =R fllo; B = UF(B) s fled] SO0+ e[} =105 + o

B Exemples

F_,,..“._..____._... ey

e e et ey

‘Déterminons V'in
{cube f: x> 2

— e e T T i St

La fonction f est continue et slricteméht c-f&;sante.h“‘ i - | / 1 _t ;'
sur [, en particulier sur chacun des intervalles : |
[-2;3],]-151[10;+=[et]-e;1] J |
. 2 ; |
donc: f(I-2;30=[f(-2);f(8)=[-8;:27] 7 |
—

fl-1:10=1(-1; fl=}1:1 A |o ||

£0; +ooD) = Jf(0) s lim _fle)[ =10+ el

fl-es1) =lim_f{x); fl)] =]-e; 1] /

X =3 =2

La fonction tan est continue et strictement crois-|La fonction f.es_[— cg;L]_nue é-t_ s_-tr_i-c;'t"a:;i;ﬁt décrais-
sante sur - & 5, sante sur ]0 ; + o[,
donc : done :
tan[]-jl:l[)=]lirn tanx ; lim ta.nx[=R. it o= lim Lo linh 2 =10 w[

21307 [ £, 0 R (iD= P, s igsi= 106

WE X€ICiCeS Bz ttmmssr s /s

2.0 Onconsidérela Iun;Eon fdéfinie sur R par : 2.b  On considere la fonction f définie sur R P
Sz} = ) Cfla)==-x+4x-1.
-‘:2 + 4 2 . P .dﬂs iﬂlﬂr
1. Etudier les variations et dresser le tablean de Lutariner ] imags gprs 09 Chﬂc'mi o i 1l
variation de f.
2. En déduire I'image de chacun des intervalles
[0;4] et [3;+ ool

valles suivants : [0 ; :2—]. [2;+el]
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—2.2.. Calcul approché des zéros d'une fonction continue
::_“ A ; -_ ._:"' 3 * 4L _ R TR T R R L e T T R DA R )

LT LR

a EF}’ sont des “ﬂlIﬂH'ES' réels tels que a < b, fune fonction continue sur [z ; b), (E) Péquation f{x) = 0.

® Sifla) et f(b) sont de signes contraires alors I'équation (E) a

° [Si de plus fest strictement
a; Dbl

dmet au moins une solution dans [a ; b].
monotone sur [a ; b] alors 'équation (E) admet une unique solution dans

SO oo |

fla |-
./ \

Ll et Y

(E) flx)=0
N Y o
)F (a) |-- f(b)
L'équation (E) admet trois sclutions. L'équation (E) admet une seule solution.

mmme=m Exemple dulilisation de la méthode par balayage

‘Démontrons que l'équation % ¥ x5 1= 0 a iine seuls salution %, apparienant 4113 0f of détermi | 4
|nons un encadrement dex, d’amplitude 0,001, : o &l

Résoudre I'équation &® + x + 1 = 0 revient a chercher les zéros de Ja fonction f: x = 2 + x + 1.

Localisation du zéro de f

f est continue et strictement croissants sur R.

or: fl=1)==1 et f(0)=1

donc: faun seul zéro, x,, appartenant a - 1; of.

Encadrement de x, par la méthode de balayage INlustrations graphigues

* Recherche d'un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d'ordre 1 :

Calculons, de proche en proche, les images par fdes nombres déci-
maux d'ordre 1 de Pintervalle [~ 1 ; 0] jusqu’a ce qu’on observe un
changement de signe,

x |-09]|-08|-07|-06|-05|-04[-03[-02]-01 qf:
x| - = | Y |
L -1 =07 =06 0

On obtient: —0,7 <x,<—0,6 e -06- (-0,7) =0,1.

e Recherche d’'un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d'ordre 2

Calculons, de proche en proche, les images par fdes nombres déci-
maux d’ordre 2 de l'intervalle [- 0,7 ; — 0,6] jusqu’a ce qu'on obser-
ve un changement de signe.

x |-060[-06a]-067[-066-065[-064|-063[-082|-081| >
- = '_ﬁ —t 1 o T

On obtient : — 0,69 <x,<-068 et -0,68—(-0,69)=0,01.
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® Recherche d'un encadrement de x, par des décimaux consécu-
tifs d'ordre 3

Calculons, de proche en proche, les images par f des nombres
décimaux d'ordre 3 de l'intervalle [~ 0,69 ; — 0,68] jusqua c8
qu'on ohserve un changement de signe.

x  |-0689|-0,688|-0,687|- 0,686|-0,685 |- 0,684|-0,683|- 0,682 - 0,681 ﬁu_\,

- s = | ——t— _
Lf{x} = = = i _0169 m

o — 0'6 - ,ﬁuﬂ
On obtient : - 0,683 < x,, <— 0,682 et — 0,682 — (- 0,683) = 0,001. 82

sEmmmm Exemple d'ufilisation de la méthode de dichotomie

ifon () Goae 2 & Démontons que 1/équation (£) a une seule solution o et djr
lour approchée de o 01prés. -

e b T G e e

oL g 1;...'\ .."

B Approche graphique

Le plan est muni d'un repére. Désignons par (%) la (4)/

courbe représentative de la fonction cosinus et par 1

(4) la droite d'équation y = x. = _’%,/ '
&

T
&
I
pour abscisse o tel que : ' ' 1
O<o<g ' |

b
donc I’équation (E) admet une seule solution o et
cette solution vérifie o € 10 ; w[.

La courbe (%¢) coupe (A) en un seul point, ce pointa -7

m Ftude algébrique
Résoudre I'équation (E) revient & chercher le zéro de la fonction définie sur [0 ; -gi] par : f(x) = cosr-r,

Localisation du zéro de
Jfest dérivable done continue sur R. _
Pour tout x élément de [0 ; -lt-], fx) =-sinx—-1

d'oli: pour tout x élément de [0 ; *3’:“]': flx) <0,

fest donc continue et strictement décroissante sur [0 ; %].

De plus : f(0)> 0 et f(3) <0 (carfl0)=1 et S = %_ 3

d’olt: faunseul zéro o} ce zéro appartenant A [0 ; &), I'équation (E) admet donc une seule solutiont
etae[0; E]_.

Encadrement de o par la méthode de dichotomie Ilustrations graphiques
Xo ) L
flo)>0 et f{-g-] <0 donc O<o< -% [_] '3,
f[%]?ﬂ et ﬁ%]*:ﬂ; donc %c:u(-;i %.'- 'r : ¥
My I 5 n T T
ﬂEE]}D et ﬂ4)<ﬂ., donc Fu<T s ] :
ot re L . om n Lo
f5)>0 et flz)<0; donc g << %4'{: ! _145_
Conclusion 5 X )
Ona: D,ﬁﬂi’é{ﬂ{%{ﬂ,ﬂ ORI 4 gy
b4 :
donc: 0,7 est une valeur approchée de o 2 0,1 pras, 06 %g 0,7 T 08
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—3.1.. Applications bijectives, injectives, surjectives

memmsm  Applications bijectives

Définition

A gt___B sont 'ﬂ_l:_s=l_3ns_lje__]:!1blgg._ non vides, fest une application de A dans B.
On dit que fest une application bijective lorsque tout élément de B a un unique antécédent dans A.

On dit aussi que f est une bijection.

f est une bijection de A dans B
si et seulement si
pour tout élément b de B

I'équation f(x) = b
&dmetsq‘_lutim_:l dans A.

mas e e e s

(4)

fest une bijection de K dans L
si et seulement si |
pour tout élément b de L

! la droite d’équation y = b
coupe (€) en point.

Exemples
'On considére 'application .~~~ | 'Onconsidére Papplication |
[ i+l o 354l 5o g: R\1} — R\IZI
x'es el 1 i et - |
Démontrons gue f est une bijection. .| Démontrons que g estune bijection. |

Soit b un élément de [— 3 ; + =<[.
Résolvons 1’équation (E) d'incennue x :

(E) flx)=b

tésoudre (E) revient & :
— résoudre I'dquation (E') x*—4x + 1=bh

— ne retenir que les sclutions de (E'} appartenant
a[2;+ed.
tésolution de (E')
E") x2—4x+1=>b [b2-3]
{x—zjz—{b+ 3)=0
(x-2—Jb+3)(x—2+/b+3)=0

'équation (E’) admet pour solutions :

2+yb+13 2-Jb+3.

at

Soit b un élément de R\(2).
Résolvons 1'équation (E) d'inconnue x :

(E) glx)=b

Résoudre (E) revient & :
— résoudre 1'équation (E) % =b

— neretenir que les solutions de (E') appartenant
a R\{1}. N

Résolution de (E’) _
Ensemble de validité : V = R\{1}.

(E)
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Solutions de (E)

fﬂg::rﬂzs}dffj Ona: b+1#b—-2;
2+(b+3>2 et 2-yb+3<2 donc : %—i—%?&l
(E) admet une seule solution : 2 + Jb + 3. aule solution : b+1
ey (E) admet une s O oy
(E) admet une seule solution : 2. ;
Conclusion _ Conclusion P TTe .
Tout élément b de [= 3 ; + =l admet uD antécédent | Tout élément b de 1 + 1“ unigue antg,,

dent par g, le nombre réel ==

I’application g est donc bijective.
Sa bijection réciproque est g~ 1: B\2] - my| 1

unique par f, le nombre réel 2+ b+ 3.

L'application fest donc bijective.
Sa réciproque est f~1: =33+ oo = [25+=l
x = 2+4b+3 x;—p-i_i-_%

mpem=m Applications injectives R

| Définition \
A et B sont des ensemb
- On dit que festune application injective lorsque
férentes. e
' On dit aussi que f est une injection.

ides lication de A dans B. _
les non vides, f une app les images de deux éléments distincts de A sont djf,

)

fest une injection de K dans L
si et seulement si
pour tout élément b de L
la droite d’équation y = b

coupe (€] en fun ou zéro[point.

fest une injection de A dans B
si et senlement si
pour tout élément b de B

Péguation f(x) = b
admet sclution dans A.

----- e i 1 e o P A

s

o

Bemarg ue

L'application f de A dans B, de diagramme ci-contre, n’est
pas injective car deux éléments de A ont la méme image.

# T—— —

A et B sont des ensembles non vides, S une ﬂpplication- de A dans B.
pour tous éléments x, et x, de A,

n#rx, = fin)=fl)

pour tous éléments x, et x, de A,

i (-'ﬁ_] =f(-tz] = x=x;

[ est injective si et seulement si {

f est injective si et seulement si

Démonstration guidée

La premigre propriété caractéristique est une traduction de la définition _
La deuxidme propriété caractéristique est déduite de la définition a 'aide du raisonnement p&f I'alr
surde suivant :
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_Suppasnns que [ est injective

S
Soient x, et x, des éléments de A - upposons que :

flx,) = flxy). Slx)) = flx)) = xy =25
Démontrons par l'absurde que : X, =x Démontrer, en utilisant la définition et un raison-
Supposons que : x, # x, ¥ nement par I’absurde, que fest injective.

or : fest m]ecuve
donc: flx))# flx,);

ceci est'absurde car = f(;
dott: flay) =flx,) = x, = .r.{[x1J )

Exempie

—r—— —r—e - y = |

Rt T T p— R = .._..__.._- .

Démnntmns que; l'applmahunf do R\ia} dans R définie par f[x) __5 est m]eclwe.

Démnntrons que : pour tous é]éments x, Je: A -
Soient x, et x, des éléments de R\{3). et x, de R\{3}, f[xﬂ f(-rzj =>x = xz

Ona: fl)=flx) L Eat - 51
x; — 3 i 3
= xlxz—Bxi—xz-l-a = x-].\:z—s.tz-xl+3
(—1 xl = ;.'t,'z

mazm==a Applications surjectives

A et B sont des ensembles non vuies, fune applmatmn de A dans B.

On dit que f est une application surjective lorsque l’:mage de A par fest égale a B.
On dit: ausm que f est une sm;.-echon

| Y — } @) |
| :
1 i L—— b
| | ) B / (@) '
| [ il NS
| 1 ;
! : 1]
| ° b
S est une surjection de A dans B | - fest une surjection de K dans L
si et seulement si .j si et seulement si
pour tout élément b de B : pour tout élément b de L
I'équation f{x) = b | la droite d’équation y = b
admet/une ou plusieurs|solutions dans A. | [:ﬂ'llPE [‘Ej} en |uu ou plusieurs|points.

B emargue

» Une application est bijective si et seulement si elle est & la fois injective et surjectwe
e fétant une application de A dans B, E une partie de A, si la restriction de f & E est injective alors f per-

met de définir la bijection g: E— f(E]
x> flx}
On dit que f détermine une bijection de E dans [(E).

WE XETCICCS BB i o s e )

3.a Les npp]icalmns suivanles sont-elles bijec- 3b Ondonnela fonction fde B vers R définie par:
tives, injectives, surjectives 7
[:R\-1} =R g: R—![%Hw[ f{}_1+l =
X ""'—1'2;.,,_ 2 x> Bxf-2r+l Trouver deux ensembles A et B pour que fdéter-

mine une application bijective de A dans B.
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—3.2. Fonctions continues strictement monotones

mmmmmmm Bijection continue strictement monotone

Toute application strictement monotane est injective.
Démonstration

Soient A et B des ensembles non vides de R
June application de A dans B strictement monatone

X, et x, deux éléments de A
Démontrons que : x,#x, = flx,)#/f(x)
Si f est strictement croissante
x,<x, = flx,) <flx)
x>x, = flx)>flx)
d’onr : x,zx, = flx)) = flx,)
I'application f est donc injective.
On dedmt msément de Ia pmpnete précédente la mnséquence suivante :
' | h L _ _'4"','*1. ;;_‘ﬂ'i«u }.?-* '.‘n't m» e Rty s evliiniey "]

Toute funchon f cnnlmue et strictement monotone sur un mtervalla K détermine une bijection de §

dans f(K).

Remargue

La continuité de f est une hypothése superflue dans la propriété précédente. Cependant elle permet dz
déterminer f(K].

Si fest strictement décroissante
X, <x, = )‘_’[xl} > flx,)
x>x, = [flx)<flx,)

Exemples
E“*"'*---"_".. S S *E 22ty |
’Démnnlrunsaque Ia fnnt:tlun f da IR vers. R dél:'ime | 5 Dﬁmﬂnlmns quel'application g de ]- = ; —[ dans
par x] r détermmn tme hl]eutiun de ;‘] g ; + o[ définie par glx) = 2% ~ 2 + 3 est hijec:
PO Lol e
SELUL L bR L i A R L '
Etud'e d’es variations de f . Etude des vm'mhnns de g
On obtient le tableau de variation suivant : On obtient le tableau de variation suivant :
3 — oo i
X - - ? -+ oo X E
£x) + + g =
+ oo . 1 + o
fo L= | T 96x) \
=
fétant continue et strictement croissante sur g 6tant continue et strictement croi'ssmte sur
3 : ' 3 1 .
- "2_:""""{, ona:f(]- T_‘r"‘m[]:]_“; ‘2‘{ J=eo: %[! ona;g(l—e; .-—[]_ ]—- + [,
Conclusion Conclusion
; : . e 3
fdélerf;une- une bijection de |- 5-: + e[ dans g est une bijection de ] ; __1 dans ]-_4, + wl:
J=oo; 5.
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Lagis, | I .y a - -
EomE— Recrproque d’'une b||ecﬂon confinue strictement monotone

M Activité introductive
S S ——
Onveut: - démontror que f détormine une bijection ¢ de ]~ 2 ; + »[ dans |- ; 4L, |

L e R ma e e

Pour ﬂela,- on peut :
— étudier les variations et dresger le table jati -‘an dédui ' bijection
pdel-2;suldans Lo o au de variation de f; en déduire que f détermine une hijec
—représenter graphiguement ¢ et ¢! daps | ] : i ' étudi hi-
quement la continuité de ¢-1; ans 1é plan muni du repére orthonormé (O, 1, J) et étudier grap

— déterminer la formule explicite de

Propricic
i B -
¢ est une hijection d'un intervalle K dans un intervalle L,
51 ¢ est continue et strictement monotone sur K,

alors sa bijectiun réciproque ¢ est également continue et strictement monotone sur L.
De plus, ¢ et ¢~1 ont le méme sens de variation.

Démonstration

Admettons la continuité de ¢ et démontrons que ¢ et ¢~ ont le méme sens de variation.
Soient x, et x, deux léments distincts de K.
Posons : y, = ¢lx,) et y,=glx,);
— Si ¢ est strictement croissante, alors x <x, & ¢k, <olx,)
d'on o) <oy, & ¥ < Y,
donc ¢! est strictement croissante.
— On prouve de méme que si ¢ est strictement décroissante, alors ¢! est strictement décroissante.
— On en déduit que ¢ et ¢! ont le méme sens de variation.

91 et étudier son sens de variation.

— S 3

==

BT AR R e

B Exempls: ——
[On a vt que Tapplication g de |- = ; 0,50 dans 12,6,
\ Déterminons sa bijection réciproque g-%, - S
Résalution de I'équation (B} 22-2x+5= y ly>25]
1-/2y—9 5 g 14 J2y—0

2 TR 2

(E) admet deux solutions x; et x, 1 x; =

- 1 1
On vérifieque:x, <5 ; X,>5.

Léquation f(x) =y [y > 2,5] admet x; pour unique solution dans }— = ; 0,5,
Conclusion
On ohtient g :]-es;0,5[ = 12,5; + o[

1-/2y-9
_—_————
% 2

WE XETCICOS BHzrs o AT oo

3.c Dans chacun des cas suivants, f est une [onc- (4) flx) =-4x"+ 6x + 5, K=[1:+ce
tion définie par sa formule.  x-2
Démantrer que f définit une bijection de l'in- (58) flx) = T K={o;z2]
tervalle K sur un intervalle que 'on précisera.
(1) fix) =322 -7x+4, K=I[2:+«[
(2) [lx)= 2x+3 K=]1:5]. 3.d Déterminer le nombre de solutions de chacune

&1 des équations suivantes :

(3) flo) =51, K=12; 4l (1) 2x®-24x+3=0.

2) P+2v+2=0.
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__3.3. Fonctions puissances d’exposants rationnels

mnmemmn Fonctions racine nm®

B Activité d’approche ) e e
fﬁ;ﬁ.{ﬂl; lﬂ"f;,'l'mm cnmg fet la l‘unt:tlnn cube g définies pm- i f (x) = et gl =
| Démontrer que : e d 0o
: ‘une bijection g, de ang
', ;_:‘&' . ( une bijection f; de R dans R+ Il détemg{ une bijection g, de R, da.nsg*
;f EEI;‘III,}I__IB-[ i bl}eﬂtlf-'ﬂ fa de R-: dans H+ liEatee s ai une hljBL‘tlﬂn 93 .n:le [R_ ﬂans EL
e e S LA S ST e L - - . 3 a hl u d | .
Représentation graphique de [} it faet); Repropaptafion grepianeCeg ét g
@) (€g)
£ Gy
(@0 Ir.
b - 0| —
¢+ 3 R IS &
= ._| -qu‘ﬁ-")
| Présentatmn

ey e e AR e o —— . -

f'" nestun numbre antler naturel mm nu], T ia fouctmn de R tlana H deﬁme par f;,l[x]
Déumntmns que f' détermme une ]n]e::tmn de H+ dans R+ o
Etude du sens de variation de f
f,, est une fonction polynéme:. Elle est donc dérivable sur R et pour tout nombre réel x, f(x) = nx*.

n est pair n est impair

x |—oa 0 + co X |=oe 4] + o=

£ - [g] & ) + [o] *
£ [P ——[g] —"" |, fo—"""

Recherche de bijections
/,, est continue, strictement décroissante sur R- et J,, est continue, strictement croissante sur R.

strictement croissante sur Re. . De plus,
De plus, £,(0)=0 et LIE_ Sx)= l1§+ Slx) =+, f£0)=0 et hE}_.,.,f (X} = —oo et }ri-mﬂ J; (x)=+°
[, détermine donc : /,, détermine donc :

—une bijection de R+ dans R+. — une bijection de R+ dans R+

—une bijection de R- dans R+. — une bijection dé R- dans R~

—une bijection de R dans R.

_ Conclusion
D'une manidre générale, f, détermine une bijection £, de R+ dans R,

Pour tout nombre entier naturel non nul n, l'application p_: R+ — R+ est une bijection.

Elle admet donc une bijection réciproque. i
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D e e TSR
' n est un nombre entier naturel supérieur pu égal 4 2.
'On appelle fonction racine n*me |, bijection réciproque de la bijection ¢, : R+—} Re

xoext

| Notation
| y est un nombre réel positif ou nul.
| L'antécédent de y par ¢, est noté :

_5 Yy etonlit « racine nitms g y» |
;J . ou bien i
: y" etonlit« y axpusant'—:l- »

| —Pourn=2,
! on écrit E et on lit « racine carrée de y »

—_—

—Pourn =3,
on écrit ¥y et on lit « racine cubique de y ». |

Les propriétés suivantes sont des conséquences immédiates de la définition.

‘x et y étant des nombres réels positifs ou nuls et n un nombre entier naturel supérieur ou égal a 2,

o 1
.-tn-=y [—] x='{{; .I"=_y' &5 x=yn

Yy 20

i
y* 20

()= () =

Exemples " _ 4

52 = 25 donc f_ 252=5 ; 2°=8donc¥B=8"=2 ; 1,14=1,4641 donc 91,4641 = 1,4641% = 1,1,

memm== Caleuls avec les racines n*me

= Ty T

a et b étant des nombres réels positifs, m et n deux nombres entiers naturels supérieurs ou égaux a 2

@ ¥a xyb =%ab = (ab)™

1 1
a® x h®

si b = 0 alors

rr _i‘!_ a"- -— II'i
@ & it -

@ Va = ™fa T

@ (¥a)" =t
[5] "{;X r{/E =m!#'dm'+n aiﬁ x ﬂfz_ =

Démonstration

(1) (¥a x§b)°
donc:  %ab

On démontre de méme les propriétés (2), (3) et (4).

) (Wa x¥a)™ = (va)" x(¥a)™
=[(¥a)"] x[(Va)T

e —nfa x Ya.

- (6@ ) () =i
=va x%b.

done :
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Exemp]es

= it 2';:3 =a_@
e 8l saja 4

rationnels

memmmm Fonctions puissances d’exposants

Convention d'écriture

x étant un nombre réel positif ou nul, p un nombre entier et
P

Rl _ P
le nombre réel (.ri.’-)’*f est noté x 7 ;
2
pour x 0, 171 estnotéx 7.
q
X

g un nombre entier supérieur oy éoal a3

Exemples

2 4 Az - 1
647=(64) =42=16 ; 167°= 25 =——=p

Définition

[ 7 étant un numhre ratinnnel non nul, on appelle fnncﬁnn pmssunce d’exposanr ¥,
‘lafonction: R+ — R+
x>l

On démantre aisément les pmpné!és suivantes :

ki T = o : ESTEATTA Yre SR TR T
jﬁ_m ietest T wf""h-w e e ?’m@n"‘i—?. s e

r et r’ étant des nombres rationnels non nuls, x et y des numbres réels strictement pusi'lifs,

X xy = (xy)r _ () = 257
=T X =
Exe-mpfes
2 ;
EALRIC LR C D A LA L A N (LI Y Rt e iy
92

WE xercices D A AT et

iy 3.9 Alaide d'une calculatrice, calouler une ‘-’ﬂleff
(1) ¥15625 (2) %/0,000064 approchée de chacun des nombres réels ®
(3) $1728x81 (4) 4/ Je561. vants :
(1) 5% (2) 20242857
3.f Simplifier : i
-4 (3) 7% 4) B
(1) 132 x 675 () 12x14°F W (4)
05 B e s E
b4 7 g d (5) (%)Dﬂﬂ © 2 3 1.4
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e e e

—JP1. Calcul de limite

Ce TP a pour objectif de donner un exem
Exercice comments

T e R e

ple spécifique de calcul de limite par comparaison.

B g e vy

E étant la fonction partie entiére, calculer : lim xE(_f)_ I i o AT B %
e R SSAN L S a0 L L2

E éatnt la _fopcﬁan « pariie entiére », Ia difficulté de cet .exemfce pc;;f}m;'f résider dans la recherche d'un

« bon encadrement » de x s _,-.;E(_I_) par
X/

Encadrement de E(%)

‘Soit x un nombre réel non nul, par définition de E,

ona: E(%) < _}E < E(%) +1

deux fonctions affines ayant la méme limite en 0.

Encadrement de .rE(-%) et conclusion
pour.x >0: 1—x e:..zcE(—i—)i-’l
pourx <0: *15..1r:El <1-=x
d'cti : E(%—)—ig 114« E(-_i_) (=)

OT : lizu[l -x)=1
teni; %_’1 ¥ E(?lc') = % donc : .lriEuxE(%):L
—_—— . o -
@ 0 () 1 e

—JB2 Démonstration par implication et par contraposition

L'objet de ce TP est de poursuivre la mise en place des différents types et méthodes de démensiration.
Dans Ie cadre de I'apprentissage a la résolution de problémes, ce TP doit étre consulté tout Ie long de
I'tnnée et tendre & devenir une fiche de référence personnalisée par des annotations individuelles.
B Implication _ _
® Dans un énoncé de propriété, « I'implication » se traduit par : si (p) alors (q)
onnote: (p) = (q)

o on lit : (p) implique (q)
Cependant, dans certains énoncés de propriété, 'implication est implicite.
® Dans une démonstration, l'utilisation d'une « implication » permst de déduire directement une
conclusion G & partir d'une dennée D du probléme, on évitera alors l'expression : « si D alors C », ce qui
pourrait sous-entendre une supposition (cé qui n'est pas le cas d'une donnée D de probléme).
En général,on écrit indifféremment : _ ‘

(1) ona D;donc C. (2) puisque D;done C.

'L'implication permet une démonsiration par déduction _tﬂl_'ectt_: d'une conclusion C i partir de
‘1a donnée D d'un probléme, ou de I'hypathése H d’une propriété. "

M Contrapesée d’une implication

Définition = Propriété _
® On appelle contraposée de l'implication : (p) = (qg)
fhd Yimplication: non (q) = non (p). .
® On admet qu'une implication et sa contraposée sont logiqguement équivalentes,
Lorsqu'il est difficile de démontrer une implication (p} = (q), on peut penser & démontrer sa contrapo-
sée : non (q) = non (p}.

Exemple N
Pour reconnaftre une injection, on peut utiliser :
I'implication : x,#x, = f(x,)#f (x,)

bi
EEes < sa contraposée : f(x,) = flx,) = x, =X,
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A\

ENTRAINEMENT

Limite et continuité en a

Limite & gauche, limite & droite

1 fest la fonction de R vers R définie par :
3x* 4+ bx
x+2

2¢% 4+ Bx+ 2
pl}mIE]—'Z;'I'N[, le‘.']E m".

Calculer la limite & pauche et la limite & droite de fen
-2,

pour x € J-= ;- 2[, flx) =

2 fest)a fonction de B vers R définia par:

IA: 3! —lx+5[
) = 24 d

Calculer la limite & gauche et la limite 2 droite de fen 2
et en — 2.

3 festla fonction de R vers R définie par:
2x-Jx+5
ﬂ-t] = —xﬁ .

Calculer 1a limite A gauche et la limite 3 droite de f enl
eten—1. |

B Festla fonction de R vers R définie e
flx) =xE(x).
Calculer la limite & gauche et la limite & droite de fen
1, en— 1 et en n {n étant un nombre entier),

5 Déterminer les limites suivantes :

b 1 ; (1-2:p
[1}}%0[-;+ 1) +1) [2]1111 e

. Xr=dx+1 ' ; 1—4x
(3) }clgl;zT @) 1_1_1%13 =g

Prolengement par continuité

6 fest a fonction de R vers R définie par :
{ pourx € 1w ; 1, flx) = —x

x+2
pourx € J1; o, flx}=/3x+1.

Peut-on prolooger f par conlinuitéen 1 ¢

7 Dans chacun des cas suivants, f est une fonc-
tion déﬁme sur ]0; 1].

(1) flx) = = (2) flx) = 1E0x
(3) Sl = 250X (4) flx) = %

Peut-on prolonger f par continuité en 0 7

8 Dans chacun des cas suivants, S est une fonc-
tion définie sur [0 ; 1[.

(1) i) = 21 (2) f[x]=f::

xr—1

392 Limites et continuité

Exercmes/

le

(3) flx) = 4) fix) =

Peut-on prulnuger f par continuité en 1 %-

x(1-
H—.-f-)-
L |

Limites et opérations
9 Déterminer la limite en 0 et en + o, g -
o
tion définie sur J0 ; + o[ par f{x) = .1_ g _'1?2 L i,
10 Pour chacune des fonctions sulvantes Fa
déterminer leur limite en + . 't g

(1) fra—3xfx+7 [2) g:tz_xa_l_m

Limites de fonctions polynémes

‘et de fonctions rationnelles

11 Dans chacun des cas suivants, fest une fgq,,
tion rationnelle.
Calculer les limites de f'en + oo et en — e,

_ 7x*+3r-8 . _ 3% e
(1) flix) = T-Nx=-2) {2) f(I]—.——;;-é.ti

12 Dans chacun des cas suivants, fest une fone-
tion polyndme.
Calculer les limites de fen + =&l en —es;

(1]f[.r]=—13'+4.|:?+51.—1 {3]f[-'!:l=xz‘—3x+ﬁ
(2 flx) =2 +422 + 5x~1  (4) [lx) =— 52~ 3545

Limites d'une fonction composée
13 1. On sait que : ]Jm E=]
Etudier les limites smvantes

(1) lim 502X (2) lim S26)
-0 x—s0 ¥
5 sim: . sin2x
® I = b4y Jimy
2. Calculer: lim 522X [a € B*, b & R*].
x—=0 bx
3, Calculer: lim  sin-L-.
XT34+m X
14 Démontrer que : lim a8
S50 x 2

Etudier leés limites suwnntes
PR 1+x2—1
1 | p et I ol 3

&) .cml—pu dx

(211 q".l-}-smx ‘l
ix

15 On sait que : lim __smx= 1

x—x -
1. On considire la fonction f: x + 1-

Démontrer que flx) = 2sin‘x

cos2x .

=

et déterminer lim fe-
- _.[';---:I,l]_.

2. Déduire que : lim 1—cosar _,
T30  xi

Passage d la limite dans une inégalité
16 On considére une fonction fdéfinie sur nit
admettant une limite ¢ finie en + =, et vérifiant:
144 < flo g 24 L surlrieel
Déterminer un encadrement de la limite £



Cal¢ul de limites par comparaison

17 Déterminer les limites en + « 8t en—sde chii.
cune des fonctons suivanles :

(1) x— x+ 2cosx 2)x—>a2- 2cos(x?)

18 ftudier la limite en 0 de chacune des fonc-
tions suivantes :
1

(1) x> x¥sin 2) xb—b.n:sin:lf

(4) x— x”cua%
_ 19 E‘,tu_dier les: limites en + = &t en — = de chacu-
ne des fonctions suivantes :

(3) x— '.'r;: 51‘1"_%?

(1) x~ x+ sinv (2) 2> —2
X + Cosx
(3) x> Xt OOSE (4) x> SIOX
2 + sinx ) ir+2
COEXY
(5) x> = (6) xrs B0
= x

20 On considere la fonction S définie sur [2 ;+ [
par: flx) = Zr + sinx .
X=1
Encadrer f par deux fonctions rationnelles,
En déduire la limite de fen + < et en — =,

21 On considare la fonction f définie par :

X COSX

f[xl T 14ar’
Encadrer f par deux fonctions rationnelles.
En déduire la limite de fen + e et en— ==,

292 On considére la fonction f: x E(x) ;
Encadrer f par deux fonctions. *
En déduire la limite de fen + o= et en — oo,

23 On considére la fonction 2 x = 2x + E(x).
1. En utilisant la définition de E, démontrer que :
pourfoutx, x—1 £EQ)< =
Encadrer f par deux fonctions affines.
‘2. En déduire lim  f(x) et lLim f{x).
X+ x—3—sa

Calcul de limites - Utilisation d'une factorisation
21 On considere 1a fonction f: x = Jx2 + 3 + Bx.
1, Calculer: lim  f{x).
x—+w’ z
2. Démontrer que : pourx <0, flx)= .'t.'(—- 1+ 4+ 8).

x2
En déduire lim  f{x). '
s

25 On considére f:x—2x2 +1-3x
1. Calculer : E{n#_ % fix).

f 1
‘2. Démontrer que : pour x>0, flx) _=x(1’2 + o 3)_

En déduire lim  f{x).
X3t
Calcul de limites — Utilisation de P'expression conjuguée

96 On considére f:x~— [2x2 + 3 - 5x. .
Calculer lim  f(x)en utilisant1'expression conjuguée.
' X =+

Q7 En utilisant des expressions conjuguées,
déterminer les limites suivantes ;

X8 9—x 213 2_fex—2

. Jx+7-—3 T 5+x2—35
() lim S (0 1m, T3

: - - .::+41--aJri
@um sl e ST

=]

28 On considere Ja fonction fdéfinie sur [0; + o
par: f(x]=~|'3x+1—.|f€r+ 1. -
1. Justifier que ni les régles opératoires sur les limites,
ni la « mise en facteur » par /3x ne permettent de déter-
miner la limite de fen + . . _
2. A V'aide d'une expression conjuguée de f(x) -1, et en
s'inspirant de l'exercice précédent, déterminer la limi-
te de fen + .

Calcul de limites — Utilisation du taux de variatien

29 AYaide dutaux de variation de fonctions bien
choisies, calenler les limites suivantes :

(1) Lim ¥3%=5-3 @ i 2=
x52 x-2 oL 6x-7
1 Zeosx — 1
. simmx : i
(2) _lt!ﬂj x=1 (5) .II}E(II;— Jx—m
: sinxr -1 1 cosx+ 1
(3) }ru—nrl x—nm (6) .rul]m x=m

2

30 a étant un nombre réel, calculer les limites
suivantes :
—sin ., COSX —Cosa
()i BRI (2) lim SOSX-cose
x—=a X—0a X-a X —a

Calcul de limites — Changement d'écriture

31 1. Rappeler les limites suivantes :
LSBT . g, COEE-D g, BOX
x=0 x ! x—0 X ' x-0 X

2. Calculer la limite en 0 de chacune des fonctions sui-
vantes :

- 2 .
{1} P S1n°x ST

(3) xr=xsinx (4) x v frsinx
tanx fanx
i O e
7) x tanx —siny (6 x s 1~ COSX
' x X2
32 Sachant que lim' ol
x =0 X

(voir exercice n® 15), calculer les limites suivantes :

(1) lim 1—cos2x

= (2} Yim, 1—t052¢
x=0 slIn°x :

x50 xlanx

; x asing
1 e e PRt i
) xuﬂo 1—cos2x @) .lrhﬂo 1 = cosZx

Continuité sur un intervalle

Continuité sur un intervalle

33 Dans chacun des cas suivants, étudier la
continuité sur R de la fonction f définie par :

Limites et continuité 33



(1) {P.ﬂuxx Elewol, fl=1-x
POUrX €E10;+w], fla)=52+x+1
m}{puur.tE]—nu:ni. Jix)=72 -3 +9
flo)=9

_ 38 Dans chacun des cas suivants, déterminer a
pour que f soit une fonction continue sur R :

() {puur xeERN), [flo)= %—_%f
Jl)=a
pourx € R\ (7], flx)= il
(2) =7
fN)=a

35 Dans chacun des cas suivants, déterminer.a ¢t

1[! pour que fsoit une fonction continue sur l'intervalle
—-1:1]:

. : 1

ourx € [-1:1], flx) = .

[.1}_p f ] ,I'l-—.‘l:“+2:l:+3
fi-1) =a
\ ) =b ol .
f : : . = '
pourx € [-1:11\0; 2.]..“-\7] =ik R 4.3,

f[l]] =0
; 1
feLy=b

Détermination de I'image d’un iniervalle par une fone-
tion continue

(2]

\

36 1. Construire la courbe d’éguation : y = — 2%
En déduire la représentation graphique de la fonction
polyndme f définie par: f{x) = (x—-1)*-2.
2. Justifier que festune fonction strictement monotone
(on évitera d'utiliser la dérivée de f).
3. Déterminer graphiquement I'image par f de chacun
des intervalles suivants : -3 ;1] et [0 +=[.
Vérifier par le calcul les résultats obtenus.

37 1. Construire 1a coutbe d'équation : y = 2.,
En déduire la représentation graphique de la fonction

rationnelle fdéfinie par: f(x) =I1 5 +1

2. Justifier que fest une fonction strictement monotone:
(on évitera d'utiliser la dérivée de [),

3. Déterminer graphiquement ]'image par f de chacun
des intervalles suivants : [-2;2[ 8t [3; + [,

Vérifier par le calcul les résultats obtenuns.

38 f est une fonction de R vers R admettant le
tableau de variation ci-dessous :

X [-» -4 - 0

+ oo

r—i-m + oo i N
/@) 1 \@\*—E

Quelle est 1'image par f de chacun des intervalles sui-
vants 7

F4;=30 0 13000 5 =354 5 Jmeey —4).

Caloul approché des zéros d'une fonclion continue

39 1. Construire la courbe d'équation : y = cosx.
En déduire la représentation graphique de la fonction. f
de R vers R définie par :

flx) =1 + cos(x + -g-]

34 Limites et continuité

2. Déterminer graphiquement un encadremen
de fayant la plus petite partie entiére positive
pombres entiers consécutifs.

On désigne par o ce zéro de JA

Déterminer par la méthode dﬂ_bﬂ-‘layage: (6 s
mie) une valeur approchée de o 3 10~ pras,

2y
P gy,

dichgy,

40 festla fonction polynéme définie par :
flx)= [+ 2)2 — 47,

1. Justifier que f est une fonction canﬁny Stricten,.
croissante sur B* et qu'elle admet un unique 24y,

2. A I'aide d’une calculatrice programmable, détermy,
an encadrement de o par deux nomhreg COnSACutifs, g
3. Déterminer par la méthode de balayage (ou de gy,
tomia) une valeur approchée de o & 1072 pras, |

Fonctions continues
strictement monotones

ﬂ_pp!jmh"ons bijectives, injectives, surjectives

B1 Les application suivantes sont-elles bijectives
injectives, surjectives 7 '
fixrxttl ; gixe x24+1 : hrx—=Xx=1

AT
Bijection continuae strictement monotone

B2 fest une application de R vers R définie par,
Slx)=x2+ x2+1.

Donner des ensembles A et B tels que f détermine upg
application bijective de A dans B.

B3 f est une fonction de R vers R admettan| 1o
tableau de varistion ci-dessous.

X [—eo 0 T oy
Flx +3';._________‘ e \\A_“

Donner les ensembles A, B et C tels que / détermine les
applications bijectives :

‘—de]-==;0] dans A

—-de[0;1] dans.B

=de(1;+=[ dansC.

Réciproque d'une bijection continue strictement monotone

B8 On considere 1a fonction -
Sil-1;+e] 51-41y el
e 2r—3
1. Justifier qua fesl une bijection.
%. Déterminer la bijection Téciproque de f.
3. Etablir le tableau de variation de .

4, Construire la représentation hique de fi €0
diduitn ool de. pirriseptation. graphig:

Fonctions puissances a exposants rationnels

. 5 Eerire sous 1a forms la plus simple possit®
chacun des nombres réels suivants :

P 200
4) &7

2 % J3 x40
(53 23



Dérivée — Primitives

On a vu en classe de Premiére SE que Isaac Newton
(1642-1727) en Angleierre et Gottfried Leibniz { 1646-1716)
en Allemagne créérent la notion de déri-
vée, indépendamment l'un de l'autre.
A la fin du XIXe siécle, le probléme
qui se pose est le suivant : quelles
sont les fonctions qui admettent
pour dérivée une fonction

= ' L PP s e o' 1 PO =
{ =l . ST P m e R )
oy i = e e v ' TS = T
e e e e Ml o S e e T, LT e R B A, il

1 donnée ¢

I Le mathématicien francais %
Lebesgue apporta une réponse & o
L cette question, ce qui permit d'intro-

i duire la notion de primitive.

|

i :

i Henri Lebesgue

France — 1875-1941.

b g el =, B N T
e e T T e T

1. Dérivation -..coconvmimricinn i, 30
Q. Fonctions dérivées ........ reresrerensnartsersaa e e 41
3. P"mitives L T e R T PR AR N 49
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Les deux propriétés suivantes sont équivalentes.

(1) La fonction h — fleg + B) - /1) admet une limite finie [ en 0.

h ]
(2) 11 existe un nombre réel I et une fonction ¢ définie sur

flxy + h) = fl)) + Ik + holh) [x,+ h € Ketlim o(h) = n']: -
que la fonction [ est dérivable en x,,

un intervalle K contenant 0, tels gy,

Lorsque Fune des deux propriétés est réalisée, on dit
Le nombre réel [ est appelé le nombre dérivé de f en x, et se note f7(xy)-

: flx) = flx,)
. Sleg 4+ h) = flx, . _ _ Sl —flx e
}1“1:1[; 0 - o =Flx,) ou encore LJE!{., % T
Interprétation géomeétrique Interprétation cinématique Interprétation numérique

Si la fonction fest dérivable en x,, | Si la loi horaire d'un mouvement ]_J.'aprés_ la définition,
alors la représentation graphique |est une fonction fdérivable en £, Seeg) + hf ()
(‘6) de f admet une tangente au |alors la trajectoire (%) admet une | est une approximation de Sl + 1),
point M, (xj:. [ (-’Cu))- tangente an point M, (f.e of. [tu]). I’erreur étant hip(h).

Une équation de cette tangente|La vitesse moyenne entre ¢ et t,)On a donc :
est: ost i

¥ = gl — xg) + flxg). | ﬂ_ﬂt:# fleg+ h) = flocg) + Bf(x,) .
o
. o=h I{.xu + h) --------------- ’i
i U S M° i B F LR )] — Ay
& NGO
I J f-eeeeee
= i ;'::0 'i: < II é" ;'0 ; t; ] :I xp X +h

)"’{xﬁl est le coefficient directeur de | f'(t,) est la vitesse instantande a|h flx) + hf(x) estlam eilleure
la tangente'a (6) en M, (-t.'g. :f(x.]]). I'instant ¢, appr ol tien G_%CI'RE da Fen

vz xercices B A s

1.0 Dans chacun des cas suivants, fest une fonc-

7 1 b : ek e ; foné-
tion de R vers R. En utilisant la définition de la Dans chacun des cas suivants, /est une

dérivée, étudier la dérivabilité de la fonction f ;&n pﬂ; zf:pi} ;f:g::;fﬂu:ah]ﬁ;:ucui}o; eoisi?
en X de zéro, - ;
(1) f=lx2+2 ; x =1 (1) SW=324+1 ; a=
(2) flx)=sine® ; x;=0 (2) ;[,ﬂz_.lz ; a=1
i -t + ¥ il
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—1.2. Dérivabilité sur un intervalle

meem=m Exemple introdycif
(G diine 1a foReiion F Gufnia pa ™
[ If POUr X E ooy 4], (o) = x2
L POUTEE[1 4, f) = L
Etudions la dérivabilité de il
Donnons une interprétation graphique des

S et déterminons 1a dérivée /.

S ——

|1: X — 1 + oo !-'

1 i

Jx) at = i

résultats obtenus. | o II

Dérivabilité en tout élément de J-=;tfetde 1 ; + oof

Sur }-= ; 1], f coincide avec g : x s 22

donc, fest dérivable en tout élément de ]—es; 1],
On dit que f"est dérivable sur ] oo 11 et

pour tout x élément de ]— e ; 1], S(x) = g'(x) = 2x.

Sur [1 ; + e[, fcoincide avec k : x — =

1

dong, fest dérivable en tout élément de 11 ; + e[
On dit que fest dérivable sur 11 ; + ==[ et : .
pour tout x élément de J1 ; + e[, f{x) = ') =— 5 -

Etude de la dérivabilité en 1
Etudions la limite en 1 de la fonction x — Sx)-f1)

i JE-AQ o gl-gly) _

.t?-l x—1 31 X=—1 g'1) = 2.
On dit que fest dérivable a gauche en 1.
Ll:;iﬂxT]:—);ﬂ est appelée le nombre dérivé &
gauche en 1 de f, noté : jE{I].

x—-1

hix)— h(1)
x—1

fR=f) =1

lim.

lim
xr—1
>

x ;' 1
On dit que fest dérivable & droite en 1.
Sl -f)

llg:l x—-1
droite en 1 de f; naté : f3(1).

est appelée le nombre dérivé a

Conclusion
La fonction fest dérivable sur ]1 ; + [ et dérivable
A droite en 1, on dit que la fonction f est dérivable
sur [1 ;+ eof
pourx € J1;+ef, fx)=h'lx)= %

L) =h(l)==1.

La fonction f est dérivable sur ]— o= ; 1[ et dérivable
a gauche en 1, on dit que la fonction fest dérivable
sur |- o= ; 1]

( pourx € J-eo; 1, flx)=g'x)=2x
et { [ =g)=2

et:{

Interprétation graphique

Le plan est muni du repére orthogonal 0,1, D).

(<€), (@), (9€) sont les représentations graphiques res-
pectives de f; g, h.

(@) et (3¢) sont sécantes au point All;1).

(6) coincide avec(®P) sur }-e= ; 1].

(%) coincide avec (7€) sur [1 : + eol.

— La tangente en A A (P) est appelée la tangente a
gauche en A a (%), c'est la droite passant par A et de
coefficient directeur /(1) égal & 2.

— La tangente en A & (%) est appelée la tangente a .

droite en A 2 (6), c’est la droite passant par A et de
coefficient directeur f(1) 6gal 2 — 1.

Dérivée — Primitives 37



memmmmm  Dérivabilité a gauche, dérivabilité

Définition

On dit qué fest dérivable @ gauche en x,lorsque
lim S8/t 0 existe et est finie.
| EETEE Xy

'Cette limite est appelée Je nombre dérivé a

. gauche en x, de f. 0-f l—!f.g.]

On note : filx)) = .13?: T-x,

| La droite passant par le point M, ( x, 5/l ) et lie
coefficient directeur f(x,) est appelée la tangen-
‘te a gauche i la courbe r'feprés't_int'at_ive_ de f au

f'est une fonction déﬁmg sur un intervalle K cuntenant K

_point M.
‘ Y

)

¢ a droite en x,

On dit que [est dérivable & drg;
o SE) =T

exist
-?-'In SETE et €St finje,

Cette lim.ita est appelée Je nombre
te en x, de f.

On note : f(x;)

dérjpéﬁdl'ﬂj

= lim 9=/t |
xgr, Xt-x,

La droite passant par le point Mu( 3 ‘ﬂ*ul) i,

coefficient directeur fi(x;) est appelg, |, hgss
gente a dreite i la courbe représentalj'.re de fa

point Mn

On dit que
M, est un point anguleux de (%]

T—
Slaeg) = filxg)
(T,) = (Ty) Jleg)p-===r22> :
1
! o | =

A I'mde de ces a'éﬁmfmns on démontre Ia prapnete suivante :

Il S ErTT T s mme

.-1.'_' L
: - & X =

[1H

‘-,_.sr_:.__..r-"- :1“?; € p ey i

r—r—

G|

festune funchun deﬁme sur un intervalle nuvert K contenant x,,.

[ est dérivable en x, si et seulement si f est dérivable & gauche en x, dérivable a droite en x, el :

I ’[J-' ) = fﬁ(I]
Sest dérwable enx, )" ’[xn} = )"d(x] = f (EA)

Exempfe

)Bn donne la fonctmn )" de R VETS. JR ﬂéﬁme par 3 !
@ =xlx-11, |
[Calculons le nombre dérivé & gauche el le
Lnnmhre dérivé a droite en 1. !
‘La: functmn f est-elle demrab]e en ‘.l ? |

fr oo A SRR e R <= A e 1

Nombre dérivé a gauche en 1

Pour xr<1, }'[.r]—.ﬂl] _x(—-x-;l] —
re

donc : ilgif[ﬂ );[1} =-1

d’oi : j;{l} =-1

e BT

e
signe de x — 1 - E):l
Jx) -x+1) [(:]j xtx—

Nombre dérivé & droite en 1

Pour xs 1. f{x.]_'ﬂ].) _ I.'[I*— 1] =X
x-1 xr—-1
donc : lim M
ro1 x-— 1
d’on ; [&[]‘) =41

La fonction f'n’est pas dérivable en 1 car f(1)» fi)
g J-
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memE=m Tangente verticale
B Exemple introductif

e e e I —— 0
\Son ensemble de définition aet 1/ "=El:]“-'fest."ﬂ'-*ﬁ-‘-‘_ii*'-fliﬁr=': S=f \ ' P or|
e e tnition est [o; * . Etudions la dérivabilitd de f'en 0 . S Ry e |
.E’tudedafadérivabiﬁtédefena T -
On sait que la fonction fest continue et dérivable sur 1040
ona: fim FASO o oo + ®
™, X230 X X230 \E TR
donc, la fonction racine carpge n'est pas dérivable en o
Interprétation graphique ' ) il
Le plan est muni du repara (O, 1 1) On saj
; W L L) t - '
sentative de fadmiet une tangente vertic'alle_ g;en?a courbe repré-  —5—
On démontre et nous admettons Jg Propriété suivante -
f est une fonction définie sur un intervalle X contenant <
Lorsque la limite 3 droite ou la limite 4 gauche de Ia fonction x— IT—_—-I{W est infinie, la repré-
: — X
sentation graphique de fadmet une tangente verticale au point Mn(-’.-'u- ;.ﬂxn]).
Bl Exemple
P T T . o ; “-"" s’ i .. --._TT— .J.-.,-,_ crhen _ __.7?_... ., .. _-_,_._,__. ek _ — — _I
[.ﬂndunnelafoncunn fastmepar [P E S 23l fb) ks e an 3 |
PR R e S Upintivae =3 4ol fla)=x+ 22 + 10+ 21
Etudions la dérivabilite de fen~3. oo 0o
® pourx < -3,
fE)=/1=3)  x+3+fP+2x—3
Xo-— [_ 3] - x4+ 3
_ flx+3)(x~1) _ 1o b+ 3)x - 1)
-x-3 - ( o — 3)2 |
e . flx)—fl=8) _ N f=x+1 ., :
d'oir : Ll%}waw—l .rgrl.—:i -x-3 -3
' : On dit que A est un point
. - /=13 :
® pour x > - 3, on obtient de méme : l}g_a% e de rebroussement
o =3,

® La représentation graphique (€) de fadmet donc au point A(- 3 ; — 3] une tangente verticale.

mummmm Dérivabilité sur un intervalle
 Définition : | =
fest une fonction définie sur un'intervalle Ja ; bl. | fest une fanction définie sur un intervalle [a ; b),

e dérivable sur l'intervalle ouvert On dit que f est'_tlérimfab]e sur lintervalle fermé
E:-J}:ll.l?i::i{l; :5;'.0 st_l-::'l'é_rivabl"e en tout élémentde  [a ; b] lorsque f est dérivable sur Vintervalle

Ja ; bl ouvert Ja ; b, est dérivable A droite en a et déri-
S vable 4 gauche en b.
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H Exemple 1

T R R e R e
Y=

P
e ——— TR Lo Y
ey TR

Evwons i dcsabid aa aaneon 4o vrs R e por FOZ5E

Lo el ey s,

==tE= S R S e e e

Ensemble de définition de [
D. » [ﬂ : + M[ = Btk '
L‘; fonction [ est le produit de la fonction identité x+—>x et de la fonction racine carrée x ., [

; : : : est dérivable sur 10 ; + sof &t s
La fonction identité est dérivable, et la fonction racine carrée 2on dEﬂ\'ﬂhte
en 0.

Ftude de la dérivabilité de f sur 10 ; + o[ Dérivée de f
La fonction fest dérivable sur ]0 ; + e[ et : _ ‘ _
pour t:it ,_- &lément de 10 ; + [, [(x) = —g- ﬁ La fonction fest dérivable sur [0 ; + oo gt g5 s

£” est définie par : Vg,
_ pourx € J0 ; + [, ff{x) = 2
Etude de la dérivabilité de fen 0 { iﬁg E‘ﬁc
on a: lim flo+h) fm}=lim h_‘f_.. =0
k=0 h h=ao h ' _ 2

donc fest dérivableen0et:  f(0) =0. £ est donc définie sur [0 + o par: flx) = i
H Exemple 2 _ -
T T T R i SRR
'Etudions 1a dérivabilité de la fonction f de R vers R définie par: f() = = —41.

Etude de la dérivabilité de fsur J-ca ; - 2], sur [2 ; + o[ et sur [~ 2 ; 2]

Considérons donc les fonctions polyndmes g et h = . 0 R
définies par glx) = 22— 4 et h(x) =4 -x% i

i —4
fcoincide avec g sur ]—ee ; ~2] U [2 ; + =] signe de a*

SOENE
fcoincide avec h sur [~ 2 ; 2], expression de b8~ 41 | #*—4 fath E:::'] il

Les fonctions g et & sont dérivables sur R et g'(x) = 2x ; h'(x) = — 2x
fest donc dérivable sur - ; —2], sur[2 ; + e [, sur [-2 ;2] et:
pour tout x élément de |- ; -2, flx)=g")=2x
. ot fi-2)=gl-2)=—4
pour tout x élémentde ]2 ; + [,  fx) = g'x) = 2x

ot fi(2)=g(2)=4

pour tout x élément de -2 ; 2, Sx) =hx) =—2x "5 "0 5

et [i(-2)=h'(-2) =4, fi2) =h'(2) = -4

WE XeTCiCes Bzzrrirsmmtmmrssy vy oo

1.c  Déterminer la tangente au point d'abscisse a d
. 9 1d Dans chacun des iy : iner le
i i ' ( es cas suivants, détermi
}‘Z'nﬁ?;g:?&?iﬁeﬁl-ﬂgsqsﬁj;& FRREuma oy g;.u les) intervalles sur lesquels la ipnﬁnnf 2
(1) f(x)=a%+3x— |x| . i vers R définie ci-dessous est dérivablé:

W fW=2x-3-5 (2 fr)=a"-*

pourx € [1; + =, flx] =22 _ g1 4
{z]{pom-xe[—m;1['m}-=312:;+1 i a=1 (3) f{x) = — (4) r{'(;]:;—;ﬁ
(5) flx) = cos’ (6) fx) = Zesin
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ﬁFenctions.~der|vees

—2.1.. Dérivées successives
meamms  Définition
EABHIPIE mtmduct:f

e T e e e e e =

{Déterminons la dél’l‘fﬁe dela dérivés. 7 de 1a fonction pul:,m&me 7 déﬁms par:
S SR R f(x] 5.:|E‘+¢lg|:2 7.t.'+1 Ipd : e

- i e

e e T T Pl

Sa demrée [ estla func:tlun pnlynﬁme définie par :

[ estune fonction dérivable sur .
fx) = 152 + 8x — 7.

f” est donc aussi dérivabl i : ; . | o
(f7(x) = 302+ a_e sur R et sa dérivée ()’ est Ia fonction polynéme définie par :

La fonction (/)" est appelée dérivée seconde de J; on note f7.

Définition .
f est une fonction dérivable sur un intervalle K.

S5if" est dérivable sur K, sa dérivée est appelée dérivée seconde de f, notée /” ou f©
f* est aussi: appelée dérivée premiére de f, on Ja note f1,

Par itération, la dérivée n® de la fonction f est la dénvée de Ia dérwéa (n=1)def

;! an note : ﬂil' =" f(zl g )n‘n] Uﬂ,’n—l]} 'il
Notation différentielle )

On adopte souvent en physique la notation suivante: 1) = c% ; ﬂzl=g P ) M=
Exemple

= g bt L e

m ‘estun nnm]ire enher: naturel mm mlL e
E]Jéi:ernmmmm la dsmrée n®dela fonctmn fde R 'Irers IR déﬁme par: f' [x] : COSX.

S |

Calculons les dérivées successivesde [ A Paide d'une démonstration par récurrence,
[ est dérivable ainsi que ses dérivées successives. |contrélons cette conjecture (veir TP p. 55)
Soit x un nombre réel ; O B 1 FE e il _11]
opas: flx] =cosx . — Supposons que : f®(x) = cos(e + k x —-] [k e NJ

flx) =—sinx = cos(x + -2_] ona: f“"”(.‘l,] “ [f“"]] (x)=— Slrl.(.t +k x —]

" 1 ﬂ
[7(x) = —sin(x+ 2% -g] = cos(x + 3 X %] = cos(x + (k + 1) X = ]
. . Conclusion

On peut alors émettre la conjecture suivante : pour tout nombre entier naturel .

f0)(x) = cos(x + n X %] [n € N. fiNx) = cosle + n x —]

V/Exercmes e A o A T A PP S A S A

?.a Dans chacun des cas suivants, déterminer les (3) flx)=sindx (4) flx) =xf2x.
deux premiéres dérivées de la fonction /* de R
vers R définie par sa formule axphmte 2b  nesturinombes entier naturel non nul.
x2-4 Déterminons la dérivée n® de la fonction fde R
@ fe) =-" +1 (@) /0= ¥ vers R définie par : f{x) = sinx.
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__9.9. Dérivée d'une fonction composee

wmmmmm Présentation et propriétés
Exemp]e introductif R e v .

B s T s

fdﬂiﬂv

__H_1__"I,.__,'_|.-—: '.- o

e e ey i e

HDéterminons lmnumhre dénvé de: la fonnhnn

L s R i et
e i ¥ _,.-._,..._._-..n.-__....,a--u

Jest une fonction po]ynﬁ-me donc continue et dérivable sur R.

Considérons la fonction f comme composée de u: x> gx— 5 suivie de v i x = 2%,

) = 8a3 — B0x? + 150x — 125 ot /(%) =24x% —120x + 150

Ona: pourtout nombre réel x, flx = 6(2x — 5)2

or: pour tout nombre réel x, u’lx) =2 et v'(x) = 3x*

donc: pour tout nombre réel x, f{x) = w'(x) % v'(tlx)):

On démontre et nous admettons les pmpnéiés suivantes :

e = ——=

o e T

Iif et _?"F .,,_-""‘E.'r 5 et -1_.-
;—.;-r.l;-gp.-,r CAC .': T'fi- o1y _— ‘t‘ g 'J:'g-‘._—:'_.l.— Feg s D e,

u est une fonction définie sur un intervalle K, et v une fonction définie sur un mtEWﬂﬂB L contenan

u(K).
e Si la fonction u est dérivable en un glément x, de K et la fonction v est dérivable en ”['tn]
alors 1a fonction veu est dérivable en x,, et : (wou)’lxy) = u’(xy) % v'(ulx,)).

e Sila fonction u est dérivahle sur K et la fonction v est dérwahle sur L,
alors 1a fonction veu est dérivable sur K, et (vou)’ =u’ x v'ou.

mmmemmm Racine carrée d’une fonction dérivable et strictement positive

@ Présentation

On! domeunefonnhonu demrah » et stri tement p
Da!erminulis Ia:‘, ,_,'nvee d&la funchon, , BEE

walila— R et e

Considérons la fonction racine carrée v, elle est définie par : vfx) = Jx
donc: Ju=wvow. '
La fonction v est dérivable sur 10;+eofet:
N 1
our tout nombre réel x, v'x] = ’
P , v'(x) m
La fonction Ju est donc dérivable sur K et :

pour tout x élément de K, (qurl'}),= u'lx) x

1 —
2 ulx)

B Exemple.

 rom o -.d,.-.-.-.,.-.—_——.-—.-._.m-n..,....r—.qr . .
e - «—.-.,_...-_-...-.-,.—g e sy Sy

Ei]alermnnm la dénvée de. la,fum:huh fda le.s JF! ﬂaﬁme par: f(a:] e

e P
o e

On considére la fonction u: x> x>+ 1,
Pour tout nombre réel x, ulx) > 0.
u est dérivable et pour toul nombre réel x, u'(x) = 2,

La fonction [ est dérivable sur [t et pour tout x élément de R, f(x} = wlx) __ 2x
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sum==m Puissance pi¢me g/ ‘
o N“Mme d’une fonction dérivable

5] Présenia_lmn

{Dn donne une fonction 1. dérivabla
Détenmnnns la denvee de Ia fnu

le sur .
chun u]:n mte“"ﬂlle K i nnm'hre entler na;ture] Ilnn nul |

Considérons la fnnctl_un
s vde R vers g defime par : u[.r) =<

La fonction v est dérivable syr R et :
Pour tout nombre rée] v'(x) =pa-t

IIH

La fonction u" est donc dérivable sur K et -

pour tout x élément de K, ( [u[x]}n)f___ ) x nlu(x]e-t, (")’ = nu’u"1
I Exempie ' .

rDét rmin 1 : - -
! e ons é_{_ifthéB das fum:tluns f el:.g deﬁmes ‘par: [x] = [5;_2 24 3,5 : g[x] = sin?j;. J

Dénvee d’e f Denvee d’e y

uest la fonction polyndme définie par ; u est la fonction sinus ;
’ _ u[x}=5.1""-—2x+3; '

dot: f=ub dloti: g=us

donc: f'(x) = 6u'(x)us(x) = 6(10x - 2)(5x% - 2x + 3)5 | donc - 9'(x) = 5u’(x)u?(x) = Scosxsinix

mmsemEm Cosinus ou sinus d’une fonction dérivable

| Presentatwu

e ——— o e e et e e
=Ty - e e ——

I

1On dunne una foncl:mn | denvab]e sur un mtanrallﬂ K. Détermmnns la dénvee de cosu et sinu. i

|__... B o S bl e A R o e A Ry g LT

Les fonctions cosinus et sinus sont dérwables sur Ret: .
pour tout nombre réel x, cos'x =~ sinr et sin’x = cosx. :

Les fonctions cosu et sinu sont dong dérivables sur K et :
pour tout x élément de K, (cosu(x))’ = u'(x)(- sinu(x)) =.----
(sinulx))’ = u’(x)(cosu(x)) :
(cosu)’ = — u’sinu
(sinu)’ = u’cosu

I Exemple

Détermmnns Ia dérivée de la fonction g de R vers R définie Pﬂl' 9[1'] = cus[:!x? 3]

T i s i i £ e

est la composée de u : x — 2x% — 3 suiviede v : x> cosx; donc: g=vou.
ﬂ est dérwalI:le sur R, v est dérivable sur R et I'image par u de tout €lément de R est un élément de 'R,

La fonction g est dérivable sur R et : pour tout x élément de R, glx) = u'(x) x v'{ulx)] = — 4xsin(2x? — 3).

Y

(6) f:xv> 2sin?e + x2

- . des cas sluiva'nts, déterminer la _ .
2.c Dans chacun B oo ot

dérivée de [ i

[ﬂnv; _:i Jaxz+1 . (8) f:xrssin(1-5x)

(2) [ix—[4x'-x-1 (9) f:xw 2sindc

g fins R 722
(11} f:xe> cos®(d — %)

(5) f:x+stan(x?—4)
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2rive réciproque d'une fonction cq
—2.3.. Dérivée de la recip
strictement monotone
Le plan est muni du repére orthonormé (O,1])

ntin Ue

semmmm Etude graphique |
B Etude préliminaire : droiles symeétriques par rapport  la droite (A) d’équatigp i
e . X

* Caractérisation analytique de 5, ;

! “5‘
M(x ; y) et M'[x"; y) sont des points. |\’ = SW[M} @{

y =x

e Relation entre les coefficients directeurs de deux droites (D) et l
(2') symétriques par rapport d (A) Y
La caractérisation de la symétrie S, permet d'obtenir une équation

de ("), image de (@) par S,

(%) est la droite d’équation : y = ax + b, [a 0. | xt.

: 1 b
. 1 ' ’ ! ., P o _—— J

i t la droit d'équation : x’ = ay + b c’est-& dl[‘ﬂ.y- 1 x :
e o e

B Exemple

- it e Y
T e e - r

/A étant la droite d'équation y = x, :
deux droites distinctes de (OI) et (DJ] symétnqm;:-s parrapport a (A)
‘ont des coefficients directeurs inverses 'un de Pautre..

-crulssante at [[I 1] =[sin0 ; sm—]

Eﬂn \"EI:IIZ délllelj.:mmar gmphlque}:uent le nomhre dénvé ff‘] [ —-] f o étant Ia bljechnn I‘Empmqm__z )

Ona: £ =f[—-} 'I(J-:'-'"-
(6} et [‘E ) sont 195 représentanons graphiques respectives de P et

(T,) est la tangente & (%) au point A(Z T3 ”’;—J
{3 k3
(Tg) est la tangente 3 {€") au point B(X- 5 3
Les points A st B sont symétriques par rapport 3 (A)
dong (T,) et (Tg) sont symétriques par rapport & (A),
elles ont des coefficients directeurs inverses |'un de ]’
— coefficient directeur de (T) =4k 3) = _%_

autre :

— coefficient directeur de (Tg) = (-1y ..'g. 1

EEEmEn Efude algébrique
l Exempie. '1

AL tstnctem nt'munotnne sur un’ mtervaﬂﬂ K.
Vel 1) (m ol g pst un élement de f [l{]

=

"la e
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Soit x un élément de Pintervallg K tel que

F'x) 0.
On sait que : = f](x}
o =2
par suite : U’;‘l“ﬂ"(.l:} sy
La dérivation d'une composée ge fonction donne ; U"q]'(f'(xl) X fx) =1
d'oit : 1y l .1
U(e) = 75

Cette étude algébrique d

1€ al Onne une méth
tion f dérivable et strict s

de détermination de 1 dérivée de f-, réciproque d'une bijec-
EInent monotone syy un iﬁtewalla K. Sriykeile) L afetpopindung bij

Pour calculer Je nom

bre dérjve en =1
tement monotone ¢ %de f,

: réciproque d'une fonction f dérivable ef stric-
ur un intervalle K, on pe i3 J /

ut procéder comme suit :

® on pPose ; f—l(u} = E’
® on écrit : S0 =P & o= o) :on vérifie que : f{?],;.ﬁ .
® on calcule ; F(8) on conclut : (a) =%]
B Exemple 2
10n donne un nombre entier nafurel non sk,

(Déterminons la dérivée de Iapp

lication réciprogue de Papplication bijective £': 105+ o] =104+

f: PR [l R* 5 RY
X > x" x%'{&i

n
-?
e L

Jest dérivable et pour tout i élément de R%,

Sx) = nett et flx) 0,

£~ est dérivable et pour tout x élément de R,

. i I,
(1) ()= —2 1 L,

P (7)™

i) L S
[ On donne un nombre rationnel r. [Oﬂﬁﬂ“qﬂ’ll existe p et g tels que : p € Z*, g EN*, r=
?'-ﬂétgrmindnﬁ-_liﬁdéﬁﬁé’é'lfl_é_i:_l’eipjﬂii:&ﬁﬁn-]_jijaciive--g-:'_]I] j+oel =10 ;4 =
ettt gt i g [

Soit x un élément de J0; + ol ;
A_(a) .
ona: glx) =.:t:’=.1lc“=(-’~"~qr lp € Z%, g € N*]. 4
g est donc la composée de la fonction u : x> xT suivie de la fonction v: x> xP
A . oyt =g * p' H[-t]]
d’oit : g'(x) ul[x]F_I[ : ( 71,-)”'1 b e
=G ) xple®) T < 2 .

P
gy :

S X

WE X@TCIC@ S BLs LA o A T i

2d Le plan est muni du repére orthonormé (0,1, ]). 2.2 Leplanest munidu repire orthonorms (0, 1, J).
; Démontrer que la fonction f de R\{- 3} vers Démontrer que la fonction fde [~ Jé—; I 1 vers

. ; 2

R\|{2] définie par: I=1: 1] définie par ; f(x) = cosr, est une bijec-

fla= %"":_,—__31 tion. On désigne par f1 sa bijection réciproque.
est une bijection Représenter graphiquement les ‘applications f
B ' . ; et /= sur le méme dessin,

soiton oo Wioeton réciproque L, cal-

Sans expliciter sa bijection réciproq 4 Calculer le nombre dérivé de flen —1~
culer (11} 2
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—2.4. Tableau récapitulatif

@ Dérivées des fonctions élémentaires \\

Fonction f - Fonction f Festderivap,
A : " Ving,,
Al
x> ¢ [cER] X3P ®
. xaxaER e | R
: 25 |
x> x [re QY HEETE R
| solpeon | x> o T30l au gg.,
o - o e e _xﬂ - ) , ]nHw[
x> X e 5 10; 4o
2l e
x> sinr X~ COSX R
X > COSX -’{“"“'ﬁﬂx R
[ ' ’ o l' : o i Y . L T T
; : -1
x> cotanx S - Yen i m+ bl [k 7]
@ Gpérﬂﬁﬂns
: b ' ' ' - w’
Dérivée sur K w+v aw' ' uXv+uxv -%; uuu_z
 Conditions e o0 v(x) # 0
@ Compositions
i ' SR S T e 3 inu
Fonction . pou iy Jﬁ cOSu o
s . Eruhes ; rcost
" Dérivée sur K wxveu | iyt u’ - u'sinu oo
‘ I‘ N ; I u
r Conditions | - . reEQ ulx)>0
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2.5.. Application de la dérivée

gsmmmm Dérivée et sens de variation des fonctions — Tableaux récapitulatifs
e m— -
@ Variations d'une fonction

S est une fonction dérivable sur un intervalle X.

* 8i f” est strictement positive (sauf en des éléments isolés ot elle s’annule),
alors [ est strictement croissante.

o Sif” est rstricit_ement négative (sauf en des éléments isolés o elle s’annule),
alors [ est strictement décroissante,

e 8i f” est nulle, alors f est constante.
@ Extremums d'une fonction
fest une fonction dérivable sur un intervalle K contenant x,,

f(xp) est un extremum relatif de la fonction /' | Si fadmet un extremum relatif en x;,
si et seulement si

f” s'annule en x; en changeant de signe. alors f'(x,) = 0.
| flx,), flx,) et f(x,) sont des extremums relatifs de f,
1) __ ! flx,) et flx,) sont des maximums relatifs de £,
:. f{x,) est un minimum relatif de f,
ﬁ-"gi [ ET ' flx,)est le minimum de £,
213 G SR RS S -
] B — . 7 flx,) est le maximum de f.

pEmr==s Derivée et EﬂCﬂderents

H Activité

,.J). On donne une fonction f définie sur [« ; b]. On désigne par (€) la|
Fsur [a; b, A etB les points de (6) d’abscisses respectives a et b. |

Le plan est muni du repére (0, L,
|représentation graphique de

o i

‘A l'aide du graphique, on veut comparer le coefficient directenr de la droite (AB) avec les coefficients.
‘directeurs extrémes des tangentes a (€).
:. % M b= 'r EI-
b ¥ !

.~ ;

~ , I

- — ~ [ ]

Sy -f(a) Y :

W bt s < - ! i
b-a "“—-._,____\;‘* ' &

mt-- .‘u\_ l

i

A l'aide d*une régle qui matérialise la position des tangentes  la représentation graphique (6) de f sur
la; b], on peut déterminer approximativement les tangentes & (6) dont les coefficients directeurs sont
extrémes, m et M. : : :
On constatera alors que le coefficient directeur de la sécante (AB) est compris entrs ces deux extrémes :
J(b) - fla)
m< ——— <M
b-a
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B Point de vue cinématique )
La vitesse moyenne entre ¢, et ¢, d’un point mobile est comprise entre les vitgggg, ford
; Ntay

Seg
B Inégalités des accroissements finis ak“%

Broprietein i s e - i
S est une functmn dérwab}e sur un mtervalle ouvert K, a et b deux élements de Kt l,g %

S'il existe des nombres M et m tels que : pour toutx élément defa;bl,m< Flx) < M, '1 Sa “b T
alors m(b - a) £ f(b) - fla) < M(b-a).

D émonstration

— Considérons la fonction g définie sur [a ; b] par : g(x] =ﬂ?"}__ .
g est dérivable sur K et : pour toutx élément de K, g'lx) =fx) ~=m 20

dong : g est croissante sur K,
gla) < g(b) (car a < b).
Par conséquent : fla) - ma < f(b) —mb

- a) < f(b)—fla).
— En utilisant les variations de la fonction k définie sur [a ; b] par : h(x) = Slx) -

on établit que : Sb)—Jla) < M(b - a),

— Dans le cas particulier ol m = - M,

on vérifie que : —M(b-a)<f(b)-fla) < M(b a)
c'est-2-dire ; |f{a) - f(b)] < Mla-bl.

e N T RS eIt
_Bropriéte iy b e e
f est une fonction dérivable sur un intervalle ouvert K. :
5'il existe un nombre réel 3 tel que : pour toutx de K, 157(x)1 < M,
alors, pour tous éléments a et b de K, If{a) - f(b)| < Mla-bl.

o Exe:n_;il‘a de recherche d’encadrements

La fonction sinus est dérivable sur R et a pour dérivée la fonction cosinus

or: pour tout x élément de [0 :%}, % < ocosx <1

Soit ¢ un élément de [0 ; %l. L'inégalité des accroissements finis appliqués

4 la fonction cesinus sur [0 ; u] donne : -"‘22 (u—0)<sinu—sin0 < u

donc: pour tout x élément de [0 ; -:—], «‘Ex < sinr <€

2 o
P‘F/E Xercices ez 2007 ARG A W
jsser

-mégahtés das accmlssemants finis 2 1a fone- finis, démontrar que ; “tif, - "“51
tion cosinus sur l'intervalle [0 ; x], ‘pour tout nombre réel x pOstt
En déduire que :

1-22 < cose €1, . 2h Démontrer que : s

pour tout x de [0 ; 5, tanF
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3.1.. Notion de Primitive
gammmm Définition

M Position du probléme

e Etant donné une fonction f der
I'opération qui A toute fonctio
* Inversement, étant donng y : o o . .

F telle que f est 1a dérivée de F fonction / definie Sur un intervalle K, peut-on déterminer une fonction

de F ? Quelles sont lec o 200 W A e e
t-il d’autres fonctions vérifiant lagléme Pi:::'iléetsé il[:ltd;rﬁ?om Vexisterice d'une tella fonction F ? Existe-

(e s et S
nction careze 7 o e lonction dé le, Leterminer sa dérivée. 1

GG 7 Po o o détorminer une foncion ¥ dévvable g un inforalle K of
SRS O déterminer une autre fonction vérifiant Ia méme condition queF ]

R SR SRE

Dérivation . e e e Tw
éterminati : . « Anti-dérivation »
ot deter_mmatmn de la fonction dérivée d'une fone- | ou recherche d’une fonclion ayant pour dérivée une
tion dérivable donnée, gl )
4 & PR Gy — - 9 ’ f est la dérivée de & F
x - x > -
X ""'9'-‘-.3“'5 & _—\\\“.-"“ T xg“__,-""'""_ S T e ndiaes
=14k ke H] _..—/ \L ; ...............

---------------

On dit que F est une primitive sur R de f.

S définie sur K est la dérivée de F &  F est une primitive sur K de f

Définition & %
f est une fonction définie sur un intervalle K. ,
/On appelle P_J:_'imjb't'p:s'm;l_( de f to_ut'e_ifuncl_':i_op_F. dérivable sur K telle que fest 1a dérivée de F.
B Condition d’existence d’une primitive

On démontre el nous admetirons la DPropriété suivante :

° =

el e R L=

Taute'-'fonclinn continue sur un intervalle K admet une primitive sur K.

mmm Les primitives d'une méme fonction

3=l

® 8ila fonction F est une primitive de la fonction f'sur I'intervalle K,
alors, pour tout nombre réel ¢, la fonction x— F(x) + ¢ est une primitive sur K de f.

® Toute primitive sur K de f est de cette forme.

Démonstration | |

— Soit F une primitive sur K de /. Donc F est dériv.aﬁlja_ sur K et, pour tout x élément de K, F'lx) = flx).
Soit & un nombre réel, désignons par G la 'fnglctjtlm définie par : G{x) = F{x) + k.

G est donc une primitive sur K de f'car G est dérivable sur K et G’ = F" = J,

— Soit H une primitive sur K de f. La fonction (H - F) est dérivable sur K et (H~F)’ est 1a fonction nulle,

La fonction (H ~ F) est donc une fonction constante sur K et pour tout élément x de K, (H -Fl)=k kR,
D'oil H est définie par : H{x) = F(x) + k [k € R].

Dérivée — Primitives 49



Exemples

fonctions x = sinx + k [k g R,
’ ]I-:Zs Pfl:_mttt?'ﬂs iﬁ :2 ;Z;Zﬁﬂll x> 1 sont les fonctions x'— 2\& +Ik ke R].
* Les primitives de i

mEmmmm La primitive d’une fonction vérifiant une condition initigle

Démonstration o
Jfétant continue sur K, elle admet une -ptimlﬁve G-SIJI
Toutes les autres primitives sont de la forme G+ k.
On cherche les valeurs de & pour que : (G + k)(x,) =G

e

= I ir un intefvalle K, x, un nombre réel de K'ei un npmy, -
i : intervalle K, x, un non réel de Ket y, Ombre pg
jl-i-e::iﬂeegzcelz'::;:?:uleu;:i‘:niﬁw 'd: la fﬂnﬁﬁ'i_'_l_l._fs'_“ Pintery alle_.K qui prend la vaje, e],

'H{, En J:ﬂ'

KI

['tﬂ} + k = yﬂ'

La primitive cherchée est donc la fonction F, définie sur K par : F(x) = G(x) + Yo — Glx,).

Exemple

La primitive de la fonction Siﬂu‘s'qmﬁmd la valeur /3 en 0 est de la forme : x > — COSE + & [k g B

Elle vérifie:  F(0) = ~cos0 + k= 3.
On a dongc : F:xw —cosc+1+,3

mmmmmm Représentation graphique des pr
—Le plan est muni du repére (0, 1, J). On désigne par
fla fonction affine définie par: f(x) = x - 5,
F la fonction polyndme définie par: Flx) = -.-21--1!:z - 5x
F est une primitive sur R de f;
sa représentation graphique est la parabole ().
— Une autre primitive sur R de Jf est une fonction G,
définie par: Gylx) =Flx) + k [k € R,
Sa représentation graphique (4,) se déduit donc de (4)
par la translation de vecteur i O, ' '
— A chague valeur de k correspond une courbe (%,),
Une seule de ces courbes contient Jo point M (x, ; y,).
C’est la représentation gra

phique de la primitive sur R
de fqui prend la valeur Yo en x,.

ME xercices W’WA’WMM

3.0 Dans chacun des Cas suivants, F et f gant des
fonctions de Rvers R Démontrer Ljue F est une
primitive sur Vintervalle K ge f '

(1) Flx) = 2% 4 G _ 1999

Jx) =524 4.6 K=R

(2)Fix) =xfr + 2 :ﬂx]=-g—ﬁ: K¥[6:+wl

CFE-x+ L frgar_2 K= [0, + o]
(4) F(x) = xcosr + 56 ¢
= COSX — xsinyg
(5) Flx) = tanx — x ;
S(x) = tan2¢

K:R

K:—.l"g_. T
i 2"‘2&[

30 Dérivée — Primitives

imitives d’une fonction

LN =
35 -
3=
o5
yn .............................
90 =
i (65
- (%)
L. | k i3 1

=13

3b Dans chacun des cas suivants, fest une fo

tion de R vers R, Déterminer la primitive

ftelle que Flx) = Yy

() fl)=s5xi48 Xp=1,
(2) ﬂx]:%& x5=—1,
(3) f[x]=1-;2_, X, =2
@) fx)=x+5 x,=—2
() flx) = sinr .ru=-§j-

Fde



3.2. Détermination d'ype Primitive
gemmsm Recherche de primitives

Nous pouvons utiliser les proprigtsg

dérivables pour rechercher des prim qui se déduisent de

ftive s opérations et des compositions des fonctions
SF

ﬁéﬁ?}rﬂ?n#e de linéarisation de Jx dérivation, on déduit 1a propriété suivante :

=

= = -. - : .. - il 1
SiF et G sont des primitives respectives des fonction
alors pour tous nombres réels o et §, |

(af + Bg)-
Exemple

! : . 1 5
2 fum:tm:} B g e 5% +2x + 1999 est une primitive sur R
de la fonction : x> x® + 3x2 —5x 4 2 |

i) Ed ooy L4 v S e

I s f el g sur un intervalle K, _
a fonction (oF + PBG) est une primitive sur K de la fonction

M De la technique de dérivation de Ja puissance n® d'une fonction, on déduit les démarches suivantes :

fest une fonction dérivable sur un intervalle K, /7 sa dérivée, n un nombre entier naturel non nul.

® f* est dérivable sur K et (/2)" = 2 ; dong ':3_' J* est une primitive sur K de ff”.

® f*1 est dérivable sur K et (f**1)’ = (n + 1)f*f’; donc Fh S™1 est une primitive sur K de /"

Exemple 1

T B e e . e e— —

(On considéxe la fonction / do R vers R définie par + /(<) = sin’ cosr.
f est une fonction continue sur R ; elle admet:donc des primitives sur R.

(Déterminons une de ces primitives. -

e

e o el e S o Pt e bt e g T N L e e e e £

Désignons par u la fonction sinus. Elle est dérivable sur R et, pour tout x élément de R, u
donc: f=ulu’, 1
or une primitive de u®u’ est 7u?;

x) = cosx
donc une primitive sur B de fest la fonction : x — %sin?‘x.

Sfest une fonction dérivable sur un intervalle K qui ne s'annule pas sur K, /” sa dérivée, n un nombre
entier naturel plus grand que 1.

r

. % est dérivable sur K et (T}J'__)' . }_,_2.; donc - % est une primitive sur K de )ﬁf :
§. 4 est dérivable sur K El( 1 )’ =- (n- 17 ; done ;1*—1' est une Primiﬁvﬁ sur K de I
Fi T =9 Fii (n - 1)/~ ' fr
Exemple 2 _ )
PR . pr———— e _ a5 T s oo
'On donne la fonction rationnelle f définie par: flx) = ——. 3

(Fx-1)*
f est une fonction continue sur R \ (3) ; elle admet donc des primitives sur }-.c; 3[ et sur ] ; + e,
Déterminons une primitive sur 13 ; + = de f.

I:
1 .= S 1|
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1
Désignons par u la fonction affine définie par : “{"_"] =g*-—1
Elle est dérivable ot ne s’annule pas sur ]3 ; + o[ et : pour tout x élément de 13, ,
¢ Pan W
dﬂnﬂ . f—- 3 _H;; v
Or une primitive de-? est —

L u’[_x-} a5 ‘L

3
1

3ut’ -1
donc une primitive sur 13 ; + o[ de f'est Ia fonction : x+ " 3
($2-1)
3
® De la technique de dérivation de la racine carrée d'une fonction, on déduit démare

he s"i"ﬂmq

f est une fonction dérivable sur un intervalle K, de dérivée f” strictement Positive gy K.

® [f est dérivable sur X et (fry= H’;- ;“donc 2{f est une primitive sur K dil

Exemple

1—_.. S i e e e o D —
L i = - .

\On domne Ia fonction f de R vers R définte par.: /(x).

st e fonton contin e L+ < ol et don do pimitoes s 1.5

|Déterminons une de ces primitives.

Désignons par « la fonction définie par : ulx) = 2 —
u est dérivable, strictement positive sur ]% ; + <[ et, pour tout x élément de ]—%
donc: f= S

2Ju ,
or une primitive de % est fi :
2%

donc une primitive de f sur I-%—; + =[ est la fonction : x > 5/2x—1.
B Plus généralement, de la dérivation d'a

R e i

A e e vad ik

i

i+ o], w'(y) = 2

ne fonction composée, on en déduit 1a démarche suivante:

f est une fonction dérivable surun intervalle K

_ et.g une fonction dérivable
J(K) soit inclus dans L, J' la dérivée de fsur K

Sur un intervalle L tel que
et g’ la dérivée de g sur L.

® gofest dérivable sur K et (99fY = f x (g’f) ; dong ;qrof'est une primitive sur K de (g’of) x f'.

Exemple

[.—v. et R T e

On donne la fonction fde R vers
f est une fonction continue,
{Déterminons une de ces primiti

(s T
AR

=— % u' X (v'ou)
or une primitive sur R de u’ x (o ‘ou) est (voy) -
donc une primitive sur R de fest la fonction ; g4y 1

; ; 5 sin(2x - 13:-}.'
® Ici on aurait pu utiliser Ja méthode suivante -
— on vérifie qu'une primitive sur R de la foncti ' s 3 e Rl
Ecm peut alors déterminer 1a constante g, o0 fest de la forme P X asinf2e - T} +b b
n effet,

On a : pout tout nombre rée] x, (asin(2y —

Remarqyes

1
—g-) +b) = 2acos(2x - %}, d'ot:a= 5
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poemmm Tableau récapitulatif

@ Primitives des fonctions élémentajres
Fonction f — oot :
: 4 Une primitive de f sur l'intervalle
x=a [a€R] e e o
o, . R
1 s
x— = [re @ 1 ;
oF [ Q> \ (1} X = [T—l_].l:”'_f J-e ;0] ou ]0;+ [
xrs A
e x> 2)x 10 ; + ool
x> CasT x> sinx R
1 ;
T Costx x > tanx FEek; Eakl ke
1 5 b . "
X SinZx . x> — cotanx Jiem 3 o+ ke, [k € Z]
@ Opérations et compositions
Fonction f . aw u' +v"  uxu Er: ' u’cosu  u’sinu
_ v & |
‘Une primitive sur- 1 i o i _
Pintervalle K au u+v | —ut (e 2/u sinu - cosit
E e a*\
Conditions a € R* reQ urnfsamiﬂe sh'igt:fnleni
pas surK positive sur K
R e o e e I

Détermination pratique des primitives

H Utilisation directe des tableaux

Exemples
[ﬂn donne la fonction . ~ | 'On donne la fonction £
s x> a4 322 - Bat . fixrs =X
| o = i e
Détermmuns e prmntwe F sur IR* ﬂg_f b Détﬂ‘rm—l_l'_ll?_ll? une prmuhve F sur [R de f
fest égale a la somme de quatre fonctions. uest la fonction pulyname définie par: u[.x] 1+ .r-’-

Déterminons les primitives de chacune de ces fonc-
tions ; on a ainsi une primitive de f

on constate que : f= T = (Juy,
F:xHTf‘+x-"-—-Tx3—-?+f¢ [k € R]. Fix—>{1+x2+k [kER).
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B Linéarisation pu transformation das fonctions Lrigunumﬁlriqu&s

ety o ey P
ARy e oy e iact s

lf—(—ln dnnne la funt:hun

f X smﬂ:cx uusi' o
L‘.Détermnuns une primitive sur R de f

SR S b R S A

Soit x un nombre réel, on a :

N 2 . 2
S1x) = sin%x x cos?x = sinx x sin?x X cosx ,
= ginx X (1 - cos®x) X cos’x
[ ] 11
= sinx X cos®x ~ sinx x cos’x

Une primitive sur R de f est donc la fonction
x> — %msz‘x + %{:Gsﬁx +k [k ER]

| Det:nmpnsntmn des ﬁ-achom rauunnelles

g P

functlnn 2

fﬂn dunne Ta fo
L .xl—bsinrxm S2y,

2 n-—..--u;-n_

la fnncuon_

S\ 3 ]ub.{, m[ ﬂef

2L

Décomposons f(x) sous la forme “’ -

MCFEIE
Ona: flx) = i t "":_112
_ a[.t + 1) + b
x4 1)
bx® + ax? + 2ax + a
T P e
dou:b=1;a=1.
dong, pour tout x element de10;  + oo,
W =St .
Une primitive sur ]0 ; + o[ de fest donc la fonction ;

2 x+1+k [k R}

1 ]]Btarminnns __,,__pnmithra sur i d e,
Soit x un nombre réel, op 5 . :
flx} =sinx x cos2x = -%-[Sin[x + 2x) 4 sin
x
~
= Flsinax g “
Une primitive sur R de fest don
x> Ly Cos3x ¢ Ia fone Clion ,
3 7 cosx] + ke R],
; iﬂnﬁdunnﬂ lafn;chﬁn R
i ‘ ” e X-3x+ 3
L XAlx—1y |
J llétermmuns une’ prmhve sur ]1 s ,q[ de I |
o G R T e S,
Décomposons j' (x). -
P -3x+3
x—3(x—1)
X(x—-1)
-
x—1 af

donc, pour tout x élément de J1 i + oo,

- =1 _ 3
flx) _.‘r___l Py

A ce stade de notre étude, nous ne connaissons pas
de primitive 4 la fonction x r» —2

Pour cela nous attendrons 1e chapttre-*i pour com-
Pléter cet exemple.

3.c

Dans chacun des cas suivants,
primitive de la fonction f et
grand intervalle sur lequel elle est définie,

(1) fixs iz
(2) frxes ;52
(3) f:xsz—-l

_'F_
@) fix I Ez"r
(8) frxw (x4+2)

(6) frxrs xJxZ §1
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déterminer une
préciser la plus

3.d

la
Dans chacun des cas suivants, détermme: B
primitive sur K de la fonction f prenan
valeur ; Yy en x,.

':ﬂff-ﬂ——+[x L

=0 ; yo=—1 ; K=l-oo;3l
(Z)fix)=-—-3x+;2z

Xo=1 ; y,=2 ; K=jo;+=l

[31f(x]=zu1+i‘;.,
%=0 ; yp=1: K=iﬂ':+m{
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TP. Démonstration Par récurrence

Ce TP a pour objet d’introduire une noyvelje méthode de démonstration

Jrayauxpratiques

H Exemple
:"'""'_”“'""'" IR0 E RS S e e st S O
n étant un nombre enier naturel, déterminons la dérivée ne de la fonction f de R vers R définie par: |
i i ﬁx];x'-ﬂ [F:’ER]_. e R S
* Détermination des dérivées f7, r7, fi2)
Soit x un élément de R\ (a} | i . (F1Px1x2
Ona: f{x] =_[x—a]"1 =j:%a o f [I} =[— 1)["‘ 2]':-‘:—\‘1]-3=———,(x-a]a
i iy = _— 1 ’
Fassle-a® == %) = - 1) 2) 3l -t = DA

En continuant ce calcul de proche en proche, il semble que:

. o ; = — 1) n!
pour tout nombre entier naturel n, fi?(x) = g—ﬁ—i (1)
x—a)"
On veut contrdler cette conjecture lorsque n prend les valeurs : 4 ;5 :6; 7 ;...

Cependant, il n’est pas possible de contréler cette conjecture en procédant & une infinité de calculs !

® Détermination de i
Pour démontrer que (1) est vraie, utilisons un raisonnement appelé démonstration par récurrence.

Soit x un élément de R\{a}, n étant un nombre énﬁer--natu.rel différent de 0.

— 1) nl
On considere P, D ) = [i IL]:q
1™ étape : établissement de la condition initiale i
On vérifie que P, est vraie : kR = —-ap
2° étape : démonstration d'un algorithme récurrent
— On suppose que : ; _ —1)k k!
pour un nombre entier naturel, Py est vraie 1 fM(x) = [E:—;ﬂ)’“‘l-
; ; — 1% (k 4 1)
— On en déduit alors que P, est vraie ;o fex) = : - L}Hz )

On conclut que (1) est vraie.

B Principe de la démonstration par récurrence _ .
La démonstration par récurrence comporte deux étapes avant la conclusion.
Pour démontrer que ; pour tout nombre entier naturel supérieur a n, P ,
on peut pracéder comme suit :
17 étape:  établissement de la mndil‘m.n initiale qui est « I'existence d’un héritage ».
On vérifie que : P est vraie.
2° §tape;  démonstration d’un algorithme récurrent ; c’est « le principe d'un droit de succession »

On établit que : si pour un ]l.ﬂ]]l]]l"E entier naturel k supérieur a n, Pk' est vraie,
alors P, est vraie.

Conclusion : pour tout nombre entier naturel n supérieur i n,, P,.
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E xercices
CENTRAINEMENT

Dérivation
Dérivabilité en x,

1 On considere 1a fonction f définie sur 10 ; + ==l
1 +5e-1
par: flx)= -'-l—I'— .
1. Démontrer que f admet un prolongement par conti-

nuité en 0. _ s o
2. Ce prolongement par continuité est-il dérivableen 07

Si oui, quel est son nombre dérivéen 07
Tangente

2 ‘a est un nombre réel et £ est la fonction définie
O+xt+x+a

par: j; (x) = r
a) Déterminer les intervalles sur lesquels f, est dérivable.
b} Calculer f},.

¢} Déterminer @ pour que la représentation graphique
de f, ait, en son point d’abscisse— 1, une tangente paral-
lele 4 la droite d'équation y = 0.

Dérivabilité & gauche et & droite en x;

3 Dans chacun des cas suivants, studier la déri-
vabilité a gauche et la dérivabilité a droite en x,.

1) = le-1l xy=1
(2) Sl = ;—__12;[ Xy =0
ray jpOUT X € [0 1], flx) =542 -3 e
{EJ{PUW-‘?EU;N: Slx) =3x~1 Te=4
2 [powrx E[0; 1], flx)=5x~3 i

(&) {pm'u'.r'E (1;3), fix)=3x-1 Xy=4

Tangente verticale

& Dans chacun des cas suivants, () est la Teprs-
sentation graphique de f.
Etudier Pexistence de tangentes verticales au point M,
d’abscisse x; & 1a courbe (€).

(1) flx)=J1-x

pﬂme[ﬂ:-}wL f[x]:&
e {Pﬂmre [-e; 0], flx)=/x

Xy =1
X, =0
Dérivabilité sur un intervalle.

5 On considére 1a fonction fdéfinie sur B par: -
Jx) =[xl -1l
Etudier la dérivabililé de /;
Dans le plan muni du repére orthonormé 0,1, ]
construire la représentalion graphique [tﬁf]_ de )"' et' Iae:
tangentes (éventuellement la tangente 3 gauche et |
tangente 2 droite) 2 (¢,) aux points O et L. .

B6& Dérivée ~ Primitives

W

—

6 On considere la fonction. <
par: fe) =1 -x}{1~a2, 4
Justifier que fest définie sur [-
vabilité de fsur [-1 ; 1).

On désigne par (4] la représentation *
dﬂnﬂ le P].an mmli dll IEP{‘_B]‘E 'p-rthﬁﬁnrmé- [E]j:.hlqu
Préciser les tangentes (éventuellemppy I L)) |
gauche et la tangente & droite) ayy Pdinllzng"ﬂle ;

d'abscisses:—1 ; 1 ; ~=; 0, de ()

de i}
R V\Bt_s R déﬁnl
1; : =
et btud &

Ed&I

m|:-1

Fonction dérivée
Pétermination de la dérivée

7 Dans chacun des cas suivants, détermingg, .
vée de la fonction f aprés avoir déterming gop o, . |

de définition et I'ensemble sur lequel ellg gst g ;f:lrﬂﬂb |
2x% + 5x —12 B |
(1}I:I'-’T-i—-—— [2]f'..1'i-+_t+&+?]t,r |
' I—F; P : '1—‘|r-
{3} f'-t [3_‘:_3]3 '[4] f.x:—} 1+.i

8 Dans chacun des cas suivants, déterminer |3 déri-
vée de la fonction faprés avoir déterminer son ensembly
de définition et 'ensemble sur lequel elle est dérivablp,

(1) f: x = sinx + cosx 2) fixw— X
. siny -1 sn:lu'
(=) f:xﬁ‘l + sinx (@) frx sin(x)

9 Dans chacun des cas suivants, délerminer
dérivée, quand elle existe, de fsur l'initervalle K,
; sinxe + 1
1 FA R ———
L fn sinv—1
1+ tanx
1—tanx

K=]o; £l

(2] fixw KZJJ;E_;_E['

Dérivées successives:

10 Dans chacun des cas suivants, déterminer 165
trois premidres dérivées de la fonction /.

(1) f:xH.rll (2) I:x,_,-lts_-4,13+z'.
(3) )":._J:HQ;T“-_E (4) .f:_,_.,_}%%%

11 Dans chacun des cas suivants, déterminer les

doux premidres dérivées de la fonction /.
(1) fixw sinx (2) f:x+> cosc
(3) frxrsxfe (4) )“ x> CcOS2L

Dérivée d'une fonction composée

12 Dans chacun des cas suivants, détermin i

dérivée de la fonction. f; g
{1] f: X = Sin[x- xZ]f (2] f: X CUS[-t= + 3-;]-]
(@ x> sin(ax- @ fixo Cdsz[:i_w A

() frxws faxdt7

© SrroTEeet



=3
{?}f!x""\li_ﬁ

(g) frx+> sinx

(1) f: x> !Euszx-l

[ﬂ] f: X -1—+_‘x_.z_
1# =
(10) frxs (7 ~ sinx
Cosr~1
Dérivée de fonctions réciproques

13 On considbre 1a fonctiopn
j‘:]ﬂ:%—] — 115+ o]
1

X o —

siny
Démontrer que [ est une bijection.

Calculer le nombre dérivé en 2 ds

sipifey 5 4@ la fonction récipro.

14 On considere Ia fonction
2003 =051
X > cosx
Démontrer que fest une bijectin
Calculer le nombre dérive
proque f1,
Construire la représentation graphique (€') de £

{3
en - de la fonction réci-

etla
= fps . 1 J’E
tangente & (") an point d'abscisse -

Sens de variation d'une fonction

15 Dans chacun des cas suivants, étudier les
variations de la fonction £ puis préciser ses extremums,
1i
1) S xd—3x+2 2) fixvms ——
s : @ f a4

g xt—9 o, 1
{3 f.xsz+Q (4]}'..?.!-5.1.-'1+x+1

Dérivée et indgalite

16 Pour 0 <.x < &, appliquer les insgalités des
accroissements finis 4 ]%1 fonction sinus sur [0 ; «].
En déduire que : pour0 <x <X, 0,85 <sinx <x,

2 E ]
Primitives

Détermination d'une primitive

* % Daus chacun des cas suivants, délerminer les
primitives sur R de la fonction /.
(1) flx) =2+ 22+ 3 (2) flx) = (2 - 1)
(3) fx)=f~2x+3)(x-1) (@) f)=x'+2*-1
(8) flx}=5lex+ 1) (6) St} = (= 322+ 1)°

13 Dans chacun des cas suivants, délerminer les

primitives sur l'intervalle K de la fonction /.

[1]}'[.&:}::13—..1:31-%2—2 K=10;+e
) j[.t]=(xj1]= K=11;+=l
(3};1;]-_"2‘..13;-:2_*;‘!. K=10:+ ol
@) flx) = 1;:‘2 K =10+l

(8) flx) = —1
(2x + 1)?

K:]—%,"F“[

. 9 Dans chacun des cas suivanls, déterminer les
Primitives sur l'intervalle K dela fonction f.

(1) flo)= =2 K=10;+[
[flx) = 10;+
(2) flx) = — K=11;+ e

x—1
@) fi = = K=10; 4 ol
@) fix) =2 K=]-L; ol
v +1

20 pans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives de la fonction f; sur I'ntervalle K.

(1) f{x) = sinxcoslx K=R

2] Fii) = SBE Ko X
(2) JTx) Feve -5
(3) f(x) = sin%xcosx K=R

(4) S{x) = sin2x cos?2x K=R

21 Dans chacun des cas suivants, déterminer
pour la fonction définie ci-dessous, la primitive sur
Vintervalle K qui prend la valeur Y, en X,

(1) flx) = (x=1)°

|
(2] Jr (x) = m

@2 pans chacun des cas suivants, déterminer
pour la fonction f définie ci-dessous, la primitive sur

I'intervalle K qui prend la valeur Y, en x,.

X =2;y=0:K=[0; +eof
=0y, =0;K=|-0a;1]

(1) ﬂxl=ﬂx;ﬂx— T=YPg=1; K=]0;+es[

@ /0= == mcy =1 K=]os el

APPROFONDISSEMENT

Dérivée - Tangente

23 On considére la fonction S définie par ;
; Xrac+h

= 2+1
a el b étant denx nombres réels,
1. Déterminer a et b pour que la tangente (T) ala Tepré-
sentation graphique (€) de la fonction /. au point d’abs-
cisse 0, ait pour équation : y = 3x + 2.
2. Préciser la position de (T) par rapport a ().
3. Btudier les variations de f;

24 1, Démontrer que les représentations ‘BTa-
phiques des fonctions :x— L4245 et xrs 2.
onl une tangents commune.

2. Délerminer une équation de cette tangente commune.

3. Combien y a-t-il de solutions 7

25 Détermines, de deuk manitres, la dérivéa de la
fonction : x — sinx + cos'x + 2sinZxr cosly,

Dérivée - Primitives 57



26 Déterminer, de deux manidres, 1a dérivée de la
fonction : x > sinfx + cosx + 2sin’r cosx.

27 Dans chacun des cas suivants, déterminer m
Pour que la fonction f'soit dérivable sur R.

pourx € J-es; 1, fi] =i
pourx € [1;+ o, flx) = m{x?-1)

X—m

2) pour x € ] ; 0], flx) = =
pourx €[0; + [, flx}=+x2+x-m

28 1. Démontrer que si une fonction dérivable est
paire, sa fonction dérivée est impaire,
2. Donner un exemple.

29 Démontrer que chacune des fonctions sui-
vantes ne prend que des valeurs positives ou nulles sur
V'intervalle [0 3 + oo, a2
(1) =+ x~sinx (2) X 4 00ST

Dérivées. sucoessives

30 1. Déterminer la fonction dérivée nitme de la
fonction : x - sinx. {On exprimera chacune des déri-
‘vées successives sous la forme d’un sinus.)

2. Méme question pour la fonction ; x> cosr.

31 Déterminer la fonction dérivés n™ de la
fonction | x s sipiy

32 1. Déterminer les dérivées successives, quand
elles existent, de la fonction rationnelle Jdéfinie par:

fl = 1

x+1°
2. On considére la fonction rationnelle g définie par:
2x =1 :
(x+1)2°
Déterminer deux nombres réels a et b tels que
. _a b '
M=
En déduire les dérivées successives de g, quand elles
existent.

glx) =

33 On considére la fonction rationnelle définie
(o) = I —x—1

Jix e e
On désigne par (/) sa représentation graphique.
1. Déterminer une équation de la tangente {T)a [‘Ef] an
point d'abscisse 0,
Existe-t-il un antre
paralldle a (T) 7
3,?(‘?; admet-elle une tangente de cosfficient directeur
3. Existe-t-il des points de [‘ﬁ,,] ol la langente est paral-
l2le & Ja droite d'équation 11x + 4y ~1= g »

par:

point de (%) ol la tangents est

Primitives:

34 fest une fonction de R vers

: - {x -_,_2)2.
Six) = R

R définie par ;

58 Dérivée ~ Primitives

Transformer cette expression, f5:
mitive de f'sur un intervalle QE: I ':lmﬁ‘nnine-]r
Ol détepy,,.” Ung
35 fest une fonction de R vers ra
; 3x*—6r+5
fo =" ®
1. Déterminer deux nombres réels o, b
pour tout nombre réel x différen a1 telg Qug

f[x] =a+ '[;_—1—}?
2. En déduire une primitive da fsur

;40
3. Déterminer la primitive de fsur | : ++===l : .
valeur 8 en 3. Prenay,

36 On donne une fonctio
par: fx) = (x-3)/x -3 i

1. Teouver I'ensemble sur lequel fest dérivabe g "
' les.

fdéﬁniﬁ..sm. [ﬂ i

miner la dérivée de £
2. En déd'ﬂll.'& la PIi]II.i[i‘.re sur ]3 kg

[delq
g ix+w> {x— 3 prenant la valeur en 5. fﬂne”‘lﬂ

37 1. Linéariser cosfr.
2. Utiliser cette linéarisation pour délerminer ne
mitive sur R de la fonction f: x> costy., "
38 1. Développer (1 — costa)2,
2. En remarquant que sin®x = sin’rsinc, déterminery,
primitive sur R de la fonction f: x> sinSy. %
3. Utiliser une méthode analogue pour déterminer yp,
primitive sur R de la fonction f': x v gosse.

PROBLEMES

39 On donne une fonction f définie sur B par;
f{x} = 15cosx + 6coszx + cos3x.
1. Calculer la dérivée de f;
2. Vérifier que : sin3x = sinx (dcoste — 1).
Utiliser cette relation pour vérifier que :
Jx) = - 12sinx (1 + cosxl2

3. En déduire que fTx) = 4(1 + cosx)? + k, k étent vn _
nombre réel que I'on déterminera,

R0 On considere les fonctions fetgdeRvers@ |
définies par :
J) =5in(3x) et glx) = 3sine—4sin’,
1. En utilisant les formules de trigonomérie, démontier
quﬂf: g. i de |
2. Détorminer f* et g. En déduire une expressio
€os(3x) en fonction de cosr,

o A
M n étant un entier nature] supérieur ou égﬁ}-
On considére la fonction fde R vers R définie par'

12
| el =5
1 Déterminer sq dérivée sur J- o ; 1 et sur 11 *=
2. Démontrer que pour tout nombre réel x différ
LAx=1+x+a2y . 40,

3. En déduire une expression de : -
1+2r+3%+ ... +[(n—1a""

eif

(de
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graphig

modes.

la mise au point du concept fonclion, la représentation
ve de celle-ci nécessilait au préalable des nolations com-

Clest olors que, grand philosophe et mathématicien, René
Descartes, auteur du Discours sur la méthode, @ simplifié les nota-

tions algébriques, et Gottfried Leibniz les notations du caleul diffé-
rentiel, : - ;

Un grand nombre de mathématiciens apportérent leur contribu-
tion & ['étude des fonctions:

OCn peut citer Be

roulli, Leibniz...

- 8 Fhafcihbaus HECHETTE. —

' Phoioihéque HACHETTE

e il

Reneé Descartes

Gottfried Wilhem Leibniz
HAAS ] France — 1596-1650.

physicien et mathématicien
allemand - 1646-1716.
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r’f“lgﬁsﬁ*fﬁn%
.z - ro . ’ r -_:._ i ns
—1.1.. Propriétés géométriques d'une représentation Srapp;
Le plan est muni du repgre orthogonal (O, 1. JJ. ; | hICIuE
En classe de premitre, nous avons construit certaines représentations graphiques sap,

de ces fonctions. Ce sont les courbes obtenues & partir de courbes connues, & I'ajde d'yp, Eﬂfpréaiﬁbl
du plan. : - ; Ormygy, -2
Pour réaliser ces constructions, on a utilisé les propriétés suivantes : i
() estla représentation graphique d'une fonction . ~ <
't}]'..ﬁrfﬁnntion g, dont la représentation EF_"P-M_'I‘#EE“_-I_‘ unag_e..._de ¢)
. — par la symétrie orthogonale d'axe (OI) est définie par : g(x) = —f{x) ;
. = par la symétrie orthogonale d'axe (OJ) est définie par : glx) =f(-x) ;
| — par la symétrie centrale de centre O est définie par. g =—fa;
' —par la translation de vecteur ¥( ; f) est définie par ::g(x) = flx—a) + .
memmmmm Centre de symétrie
B Activité
On considére la fonction f de R o
50 =) £+
;
4
: = '

de (6)p 09
En abservant Ie. graphiqu 2y |

'Le plan est muni du repére (o, I'_,_ 1.6 ) est la représentation graphique d'une fonction /.
Pour démontrer que le point Ala ; b) est un centre de symétrie de [‘ﬁf] on peut procéder
., comme suit : ' ' '

17 méthode 2¢ méthode
- on détermine la fonction g dont la repré- - on vérifie que I'ensemble de définition de
sentation graphique ﬂst.'l’iinp'age de (€,) par S est centré en a, c’est-a-dire :
Ia translation de vecteur AO, cette fonction pour tout x élément de R,

g est définie par: g(x) = flx+a) - b ;

~ on démontre que g est impaire.

- on vérifie que : _ _
pour tout nomhbre réel x tel que @ +x € D

fla+x)+fla-x) _p
2

blesfesaas) N ..
(ﬁggj il |' ‘f)
I i ;
2 Q | a

60 Etudes de fonctlons



L — : B—

r .ﬁnnnﬁ'ﬂns que le pomt A[z 31 est uncentre de symétna de la; représenlatmn graphlque (‘@;] de 1""
.1:3= =r=1 |

( n-ratmnnelle définie. par f[x] =

Premiére méthode Deuxiéme méthode

¢ La fonction g dont la représentation E.Iaphlque °*D,=R\ (2]
sst I'image de (€;) par la translation de vecteur AD | Soit x un nombre réel,

gst définie par: glx) = ; 1 _ 2+xED, oy g_x ff‘r
— —2 - o = -X
e BO(C%) o 60= flx 2+ -3 S sed
+ g est une fonction impaire ; o Pritip a0 Se+x)+fl2-%) _ z
L] z

donc le point A est un centre de symétrie de (¢ ] donc le point A est un centre de symétrie de (€.

pupmmm Axe de symétrie

B Activité
fOn.considére Ia fum:tmn fdéﬁme pa.r R i G0 ‘_'_r—-——n-rﬁ-ﬂ.
. % | |
0= s . |

dl’.‘ re]_:résentannn graphique (%) ci-contre.

On veut démontrer que la drmle (A) d’équation x = - 1_ |
est un axe de symétrie de (6). Pour cela, on peut démon- |
trer que la fonction g dont'la représentation gl'aphlql.le

est ]L’lmage de (¢,) par la translation de vecteur AO est |

pmre, A étant le point de coordonnées (- 1; 0). | ;
En observant le graphique ci-contre, trouver une autre | | i

-
lrméth'?ﬂﬂf_ e . j

S e M R — - e e =mtxam

Le plan est muni du repére orthogonal (Q, 1, J).
() estla représentation graphique d'une fonction h
Puur démontrer que la droite (A} d’équation x = a estun axe de symétrie de (€ ) on peut pro-

céder comme suit :

17 méthode 2 méthode
— on détermine Ia fonction g dont la repré- - on vérifie que I'ensemble de définition de
‘sentation graphigque est I lmage de {‘@f] par [ est centré en a, c'est-A-dire :
la translation de vecteur AO, A étant le pour tout x élément de R,
oint de coordonnée (a ; 0). Cetle fonction g a-xED, © a+xED
est définie par : gld) = flx + a); - on vérifie que :
— on démontre que g est paire. pour tout nombre réel xtel que a + x€ D,

fla+x)=fla-x).

W (4)
- AQ(-a; 0) '
. la
0 | a | O
x—a x+a
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Lo A ;

de Deuxiéme méth;&; }|
A est le point de coordonnées (2 ; 0). | ® D= R, donc D,est centré e 5. o
* La fonction g dont 1a représentation grﬁphiQ_‘-_lf ° Pour tout nombre réel x, Jl) = (x 22
est I'image de (‘EJ.} par la translation de vecteur AQ | Pour tout nombre réel x, JR+x) < flz - 3
est définie par : glx) =% + 3, donc la droite (A) est un axe da Symétri:t]i:_t.zﬂ
—_— . 1
car AD (-2 0) et g(x) = flx — - 2) el%)
® g est une fonction paire ; .
donc la droite (A) est un axe de symétrie de {€).

mEmmmm Représentation graphique d'une fonction périedique

M Pour reconnaitre et étudier une fonction périodique de période T, on peut pracéde, Cony
suit :

~ on vérifie que : pour tout x élément de D, fix + T) = flz) ;

- on choisit un ensemble d'étude E tel que E = Df N K, K étant un intervalle d’amplifudé T;
—on étudie les variations de la restriction de f'a E et on construit sa représentation graphique (¢,
— on obtient la représentation graphique (€) de f en prenant les images de (%,) par les trans.
lations de vecteurs (kT ; 0) [k € ZI. |

B Exemple

(L plan estminl du ¥epers (0;1; )} E(R) W6STgHe 1A paFis entiere'de % OR Gonsidere 1a fonction /e
R vers R définie par:: f(x) =(x — E(x)lf, o[- Comp i S Lnae o oE
\Démontrons que fest périodique de période 1 et construisons sa représentation graphique (¢).
Scit x un nombre réel. ' 1| |

Il existe un nombre entier relatifn tel que: g o o

nSx<n+1 L n = E(x)

donc: n+l1<x+1<n+2 & | Ek+1)=E@)+1
d'otr: fle+1) =[x+ 1~ Blx + )= [x +1— E(x)-1]* = f(x).
Désignons par (6,) la représentation graphique de la restriction
J; de fa 'intervalle [0 ; 1].
Jq est définie sur [0 ; 1] par: fj(x) =2,

On obtient la représentation graphique (4,) de f en prenant —©
les images de (€,) par les translations de vecteurs O [k € Z).

Rl i e e e A o L T
T o R e S BT

Q

1
-

WE xercices B

l.a Le p]au-n:st muni du repére orthogonal {0, LJ). par: flx) = X2 Bix 45. L3
On considére la fonction rationnelle f définia Démontrer que-la droite (D) d’éguation .rg}_a_
: éq i
par: flx)= Esii ; . estunaxe de symétrie de la représenlauﬂ
phique (6,) de /.

Démontrer que le point A de coordonnées
%; —3 est le centre de symétrie de la repré-

J
: : th'i::-gﬂ""].- [ﬂ'énj;n
‘gentation graphique (€,) de f.

l.c Leplanest muni du repdre orthogo
On considare la fonction f'de R V8

1 b lLe plan est muni di repére orthogonal (0,1, ). par : fx) = cos (% £ %_.' )

a*
On considere la fonction polyndme f définie Démontrer que f'est périodique de périﬂd"
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__1.2. Branches infi

gommm=  Asymplotes
g Tableau récapitulatif

nies d'une représentation graphique

Le plan est muni du repére (0, 1, ). (€) est la représentation graphique d’
'ﬁfﬁf&ﬂ:ﬂ:ﬂﬁﬁrﬁ ‘?5 La droite (D) d’équation x = p La droite (D) d’équation
es a est une asymptote horizontale 3 Y = ax + b est une asymptote
i y ‘ (%) en +oo (resp. - o) obligue 4 (€) en + = (resp. - =)
si et seulement sj si et seulement sj

une fonction f.

: si et seulement si

Egﬁlf[xll = 4 oa iil_f"1_+“[f(£]-—b]=n lim [f[;r]-[t':!.r+b]]=ﬂ
ou X=h 4 oo

I.{:i];-lu" FEN =+ oo (resp. Lll_')n_ T -bi=0 (xesp. 5:151_ V&) -(ax+b)1=0)
ou

&i%lu!j'{x],l =+ o

(D) I
; (D)
@
! (€. il
O i a o i (@] i
'lti_t_gn'lﬂ__:{:]'l =400 ¥E+“ﬂx}=b Liﬂl+mU'[x]—[ax+b]] =0

B emarque

L'équivalence logique suivante donne deux techniques qui permetient de reconnaitre que la droite
d'équation y = ax + b est une asymptote oblique en + == de la représentation graphigue de la fonction f.

lim _[fle)-lax+b)]=0 & lim [flx)-axi=b.
H Exemples |
liﬂémgnh'nns:qu-la'_mprésentat_iqp'graphlque-[‘6_} de la fonction f: 5> I_q_"_";- 3., d’ensemble de |
l 3 et pour asymptote oblique
: e S el o
Asymptote oblique

Ona:lim [flx)l=lim |f{x)l=+ e
X=3—om X o= e,

 définition R\(3), ﬁﬂmat'jp"m;]r asymptote verticale la droite d'équation x =
la droits déquation y=+1,

Asymptote verticale

Ona: lim |f(x)] =+
<

et: flx)—(xr-1) =_-‘__—2__—3_ :

or :_Lig_ “Lf[x} —[x— 1_]_1' = ELH+ ﬂ[f;[t] -(x—1)] =0.

Par conséquent, (‘6) admet une asymptote vertica-

Par conséquent, (€) admet une as
le, la droite d’¢quation : x = 3,

en +o el en — e, Ja droite d’équati

ymptote oblique
on:y=x-1,
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[ 5 il S e e e s A f { \ 5 |...;. w +-1 i
‘Démontrons que la mpr&ahtaﬁmgr s * 2x d
iﬂﬁﬁmﬁm R; admet pour asymptnle humnntalg..]a_..,:_.rm 2 ,-_éguahun y =0et pour “Bl’mpt:?;, Mibj, q
|la drmt_._all‘équahun' A S L s nhli’l : |
Asympto!e Iwnztmtnle Asmp mt‘* ﬂbiﬂme
Ona: 1131_ gl = hﬂl_m 2_+ = 0. Ona: EE'WH[I) = 11E+.h{m+ 2) -
t: glR)=—4r=J2x24+1-2¢= 1
\\1\‘
or: -lim. [g[-t] —4x] =0. Ex?.l‘l + 2y

Par conséquent, (6) admet une asymptote horizon-
tale en — e, la droite d’équation : = 0.

mmmmmm Branches paraboliques
Le plan est muni du repére {0, 1, J).

B Exemples de deux cas slmples

= - o

annsidernns la fnm:imn f' R+ —> Ra- SR )
;da représentation graph;qua I’am de parahole/
[9’] ci-dessous. M étant ‘un_point de (%) d‘abs—’
icisse x nomn nul, déterminons la pusitum hmte da
ila drnite (DM] lnrsque x tem:l :

B Cnd T AN

Jix)

D, I x
Notons que : Iim _glx) =+ oo,

Le coefﬁc:.ernt chrecteur de la droite (OM) est. ﬂ_]

. fix) _ x2
Ona: bz, Z-lm T otm seiw;

A =3+ oo

donc: la position limite dela droite (OM) est (o).

On dit que (€) admet une b i
iy ranche parabolique de

B Exemples d’une autre situ'a!mn
FConsidérnus la funnhun h: R+

’J’mlﬂﬂt& ﬂbllqua T
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Par conséquent, (%) admet une asym
en + o, la droite d’équation : y = 4:;: Plote 0bliy

Cunsxdérnns la fonchun g: R+ = {E+
: xefx
de representa.tmn graphjque r arc de ﬂl‘ahnl
[E?r"_] ci-dessous, M étant un point de [9}"] ﬂ'ah;
}clssex non nul, déterminons la Position limite go
Ea drmte {DM] lorsque .J:tend Vers + oo, T

e R i

()
i | SO L
it i
0 T 2

Notans que : ]im glx) = + oo,
+
Le coefficlent directeur de la droite (OM) est ﬂ‘]

Ona: lim f_]_ £_ ; ._1_.-=U.
A=rtem X ]_‘.;I.El;-‘-m X —!:l_rilq-acr. x
donc: 1la position limite de la droite (OM) est (oD

On dit que (€) admet une branche paraboliqué de
direction (on.

] Ilﬁ“‘i“ﬁ;iﬁﬁ:la;_t un point de [r'g] d’abscisse x non nul, détermin®®®

VELE + oo, .



Notons que : lim hlx) =+,

e coefficient directeur de la droite (OM) est
ﬂi‘) = lim ('1— + 1 =1 .

x>+ \4 ﬁ') BN
La position limite dela droite (OM) est 1a droite (D) : y = L
On admet que,
& () avait une aisymptﬂtﬂ oblique, celle-ci aurait pour coeffi-
clent directeur —-, donc pour équation ; y=

flx)
=,

etond: lJE.+= X

1

EI + b,

. 1 i

Or: }flr_[1’+_uih[x) — [TI + b]] = Lull_‘_ ”'[J__ - b] = 4 pa,
donc (6) n’admet pas une asymptote oblique.

On dit que (€) admet une branche parabolique de direction (D) d'équation

TI.

ok
y=—4-x.

epmEmza  Organigramme d’étude d’une branche infinie

lim |f(d] =+

X4

lim

l‘lil;-rm%} = [I:ﬁlﬂ

S

im L8 - R
X—tm X e -lx‘-‘._?m
g,

[l

a;*)

 Lim m[f[x]—ax]:I) lm_[f6) - axl=+ ﬂ

(6,) admet en + e (/) admet en + =
‘une asymptote oblique, |une branche parabolique
' la droite d'équation : de direction (@) :

' y=ax+b y=ax

[.‘Gf] admet en + oo \ net
une branche parabolique|une branche parabolique
de direction (O])

(€;) admet en + o=

de direction (O])

_—-"'-.’--

(¢6) n'admet pas d'asymptote oblique en + e

On obtient un organigramme similaire en — <.

ME XOTCICOS BErs i A s o

l.e

1.d

Le plan est muni du repére orthogonal (O, I.._I].
On considére la fonction rationnelle f définie

4x?—-1
par: f{.t] =E+—2F'l

Démontrer que la droite (D) d’équation y = 4
est une asymptote horizontale pour la repré-
sentation graphique (6 de [.

Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, ).
On considére la fonction rationnelle f définis
2x% -1

par : flx) = T

Démontrer que la droite (D) d'équation
y = 2x— 1 est une-asymptote pour la représenta-
tion graphique (6;) de f. Par ailleurs (6,) admet
une asymptole verticale ; donner son équation.
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—1.3. Variations d'une composée de fonctions Monotone,

ey § P ? _:'— Y L R R B T
o -‘-'5'a R '? .1-‘- f u__ .;f. ;-.-:':l! .--. }{ el —

“"' = Il

RS = =i 1'1iu_____ &

2 "'_‘.—r'—:;._——- o Gl __.:ﬁ.' i i s i e
v est une fonction déﬁme sur un intervalle L ; . ]

« une fonction définie sur un intervalle K et & valeurs dans L.

Siuetp sont strictement monotones et ont le Si u et v sont strictement monotg
méme sens de variation, sens de variation différents,

alors vou est strictement croissante sur K

! as particulier

u étant une fonction strictement monotone sur un intervalle K et o un nombre réel, la fonction O gy
strictement monotone sur K. Plus prémsemmenl.

— 51 o est positif, alors o et u ont le méme sens de vanatmn ;

— s o est négatif, alnrs ow et u ont des sens de variation différents.

e Bt any g,

alors prou est strictement decrn‘issante sur g

Démonstration
® Supposons u strictement croissante sur L ;

v strictement décroissante sur K et & valeurs dans L. — | .. —xEKC D,
Soit x; et x, deux éléments de K tels que : x, <x, ':
donc ulx,) et ulx,) sont deux éléments de L tels que ! u(r,) < ulx,) uwi ..... 1x) € uict
: . n
par conséquent : vlulx )1 > vlulx,)]

® On examine de m&me tous les autres cas.

® On peut remarquer que la fonction au est la composée de la fonction # suivie de v : x + o,

Exemple 1

-.—.:_.....— T T T ey, Sy e

Etur.huns les var:ahuns sur; [ TE B ] de la t‘nnchon f' de [E vers R deﬁme Ppar: f [x} = smlz.t— —}

| RS 2 B0 S SR S U e R S L W L FE e G

Décomposons la foncUc:-n fen deux fonctions dont on connait le Sens de variation,

En effet, u étant la fonction linéaire définie par : u(x) = 2x = -5,
ona:f=sinou; *

e ot L R ey e = e T s

Des tableaux de variation de la fonction sinus et de la fonction u, on déduit celui de la fonction f.

Fonction u Fonction sinus Fonction f
I 3n ST T
X |-== T8 8 Bt ¥ 9 x %
n —7] : .
- ™y ﬂﬂ/’\dﬂ s éj
Exemple 2
Fonction f Fonction — 2f Fonction 51
x — oo o + o2 X — o o + oo x — oo o 1o

Jieo) /\ ~2r<x)\@/ 5ﬂm/- \
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-Exemples.d'études- de fonetionsy=m

b _'_.__...,.._._-.-_—.-.-_-.-‘_._._.._.._.._. -
S e e LS, ~
o R e e i e e e W S _‘_.__‘____4_..2_.- B—

9.1. Plan d'étude d'une fonction

1 Variationsdef 2 = Représentation graphique (¢,) | 3 - Propriétés graphiques de f
Ensemble d:-‘- définition Points et droites remarquables Eléments de symétrie
‘Ensemble d'étude — asymplotes - axes de symétrie
- parité - tangentes — centres de symétrie
- périodicité Construction de [CE )
Lmntes ~ table de valeurs Branches paraboliques
Dérivée - esquisse de (€,)
— détermination de f” — choix de la fenétre,
— signe de f* du repére et des unités
Tableau de variation graphiques

H Actnrltes

fnt g sunt des fum:uuns rationnelles deﬁmes par leurs expressmns exphmtes

1ﬁtudmr ces fnncunns et contréler les résultats obtenus avec ceux donnés ci-dessous. ) Eutik|

! : 2% +4x+ 5
I i o o
Ensemble de définition
DJ,._ 12
Tableau de variation
x —eo -9 '% + o=
f(x) - EIS + qﬂ -
& .
(x) ;
S \ / % \ 5
Asymptote
la droite : y = 2.
Tangentes horizontales

aux pnmls A et B de (¢, d’abscisses respectives

—2et —2'-
Construction de [‘E,,.}

uc]—’t2 e ot
gw) = 214; SR

Ensemhle de définition
=]-e;2{U] 2+

Tablean de variation

x — g + o2
g'(x) + +
4+ 4 o
glx) _ / : /
Asymptotes

ladroite (A) :x =2

la droite (L) : y = %—x— 1.

Centre de symétrie

O' le point d'intersection des asymptotes.
Construction de [‘Ef)

SRR rET IR F:1 I I sikiEG -'t k RTHHART AT -wlmhﬁ-H_-u\rI. -m I AT IR
e L {lht e |(’” *umt‘$ fﬁlﬁﬁ%
sl e SRR 1 TR
i ! __}:II_- _Tl’;- .1‘"\—?'.-{ i -Ll' -l: .I: _L}F_ ;' [’ -. ‘i" -
SR IR }FIJ'L:[ e { ORI R & z
il AR BT it Bl
i L) :j"-_L B i e HH T T .'-I:-:---H—“-T :%—:Lald?l:?j 1 j.r =
TUEH] L m |I' i f‘-’"z',' T lns G E"""_ T R e
T Hl;n':ﬂ il ﬁfi:.'.__ Al ] e | i %;I;,i;fﬁi = . (L
T T I E i | ] IT.'-:-_" e ‘— {LL.. 5]
g e -
btat 21 “ | H5E il P | s HHR|T fIRl kB 1 ~i t
f {FHER ; TR B [ RR R 1K1 PR kTiey
| taHiH | :.| 't ] R ] RilE ::ﬁ i H 3Eii i | il IJ‘LI|L‘| AR fregefal sl 3e
alul ..1| ‘-i”"'ﬂ i I ﬁ el | e J ! J,M ] i e e S e ey
ST T e R [ A T ey e g
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—2.2. Fonctions comportant des radicaux

Exemple

———r e
[ = : B B st o e Y P m e aa

".

L~

P —-1"-—'_ g

1 +
Etm:'lmns la t‘nnchun fde Rvers R définie | par f {-"J I

e e TS e

RENEEE Vurmhons de Iu fonchun f

B Ensemble de définition x |-= -1 1 4
Soit x un nombre réel. ; +
Ona: .m:ElI]‘_,r & 1-x220 et x#0 14 @ @
~—— — f— —
o o g o (1) Dy= {—1;Glu@

H Ensemble d’étude

D,

est symétrique par rapport 4 0 et, pour tout x de Dy, —x € Dy et fi-x]

= —f[.l.'].

(2)

La fonction f est impaire. On peut donc étudier fsur ]

!

=
—

H Limites

41 = x2 ;
Pour tout x élément de Dy, flx)= okt S iteis '_—1- (1 +41—22).
: x

Limite & drojite en 0

Ona: lim (1+/1-x2)=2 ; lim Lot
=0 .r—baﬂ-r
donc : (3 lim 1+‘1_Iz=+w ‘
r30 X
Limite en 1
Ona: lim 1—-x2=0.
E < ? 1
donc :- {4) }ru:?nl flx)=1
H Dérivée
Dérivabilité en 1 ;
_ _ 1+ 1 —xa?
Jx) —=f(1) x —(x=-1)+/1-x2 1 1+

tout x élément de 10 ; 11, ' = i A SR

Pour tout x ele 1 P e i R
.lrigl % R
B -1
Or: —1-x done : (5) lim_ ._J_PE_{[_]_ =—
Par conséquent fn'est pas dérivable & gauche en 1.
Détermination de la dérivée
_1-1-2

Ona: o

68 Etudes de fonctions
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Tablead de variation
o tot x élément de 10 ; 1], R

.Pu

flx) < 0.

Jx) -

fx) g

£ s

gumessm Représentation graphique
Lo plon est muri du repére (0, 1, ]). Désignons par (6} la représentation graphique def.
@ Tangente et asymptofe

[/4tude du sens de variation de fsur 10 ; 1] permet de déduire les résultats concernant les tangentes et
Jes asymptotes sur JO ; 1], .

Sur 10 ; 1], (6,) admet une tangente verticale au point A(1 ;1) ;
(6,) admet une asymptote verticale, la droite (Of) [d'aprés (2)].

B Construction de ()

La fonction étant impaire, sa courbe représentative

6] est symétrique par rapport au point O. Par consé-

quent, pour obtenir (/) on la construit sur ]0 ; 1] puis on procéde par une symétrie par rapport 2 O

e o

fx)

0,2

9.8

0,4

4,7

0,6

3 ’

0,8

2

1

1

Fenétre de consiruction R

Xpin=—1 i Ymin
xm“=1

T T e e e e =
=nn FE R R R Rt e axx
P ] A e e R
O oy g : T -:ji,l . ZpEs i
5 4: . - r:"_'-:_'-_. e it H
Tableau des valeurs approchées HEEET R T L S e Sy
£ e T\ e e e
o HHATHT, H St e H
Iy A 'h Z_L;.-.;-' =t Ii-liLl .I
i i e R S N
e i e
e T e A  H Ee = L e o v s i
y i !lI .-‘."'--:,.; Ly
e e R i
I 3 _L'Li! T :rj_’:” 1 T I .-‘;Tl"-i:_l T
HE = e e e e
H_| | T T 1 1:]_1'" | A e PR 1
e e e R e e B
H i | L5 AR s | 1 mmm
it B i S e e e B I B R
= e e o
==10 SRR S e S e T e Femea i AR U eaana snataue B LYRCE (O
SR s e
SR e HEE s e e
T i R ERraREAadiasiad Cenemies ra e T 28
L sesiiid b banyfi fosaent M ptedicat tustiat :
EEEFF PR R R PR FENGT FEE R | HEEe '1'%?1?:—!:1'.—5 S ek
amkEyEnt HA= | e e Ry
8 pi5RiesEAnc2zu] ARARERES 21 SERNNM o 28 LALITERARY LAGRENAS: e b P I + b
5] - | I HH - FHH HH I FeE R et ___-__.
TN T
e R L ER T A R b e e R
LR TLEER R PR RN Rt __1 T : | ;
kA FEEEEE FERE R P _iu.L. CFERC T [T asal
R TH L e AR EFER S i T
| estcdisisa isni ittt e et el e ian B RS R R s et

=10

mamessm Propriétés graphiques

H Centre de symétrie

B Tangentes verticales

O est un centre de symétrie de (€,) [d'apres (2)].

(€,) admet deux tangentes verticales en A(1 ; 1) et en B[~ 1 ;- 1) [d'apres (5)).
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—2.3.. Fonctions comportant des fonctions trigonométrique,
Exemple 1

1 e

e 7 R
AT r'-—-r—-v-—---....-_...._‘_......,-‘..'_-..-.-—_ m__.-»-r(-——*""""“""" . i

[Etuﬂluns la funchnn j‘da Rf’vars R déﬁme par. i f [x

R S S S N e

Bmmemsm  Variations de la fonction f

H Ensemble de définition
Soit x un nombre 1éel,

ona: J:EDI & 2 —sinx 0.

D,r_: -1<£-sinx <1,

d’ot1 : 1<2-sinx <3,

dong: 2 —sinx = 0.

par suite ; 2 D'r =R

B Ensemble d’étude
On sait que la fonction sinus est périodique ot de période 2, vérifions qu'il en est de méme pour .

Pour tout nombre réel x, f{x+ 2n) = = = 1. = flx).
! 2 —sin(x + 2n) 2 -sinx
(2) La fonction fest périodique de période 2r. On peut donc étudier fsur [0 ; 2x] j
B Dérivée
] g d D L )_ —[—,COSI)
La fonction f est dérivable et, x étant un élément de ) fllx) = @ —sinz)? '
: . COSX
d’ol: (3) pour tout x élément de D, J'x) = T2 — s

H Tableau de variation
In
) on

AN
O gt

pEpETT Represenrchan graphique

Ia
4 muni du repére (O, 1, J). Désignons par (6,) la représentation graphigue de f ¢t par 6,/
f:pf;ggn?;ﬂon graph:que de la restriction de f a [0 ; 2x].

x 0

=

s Tang_entes

(«¢,,) admet deux tangentes horizontales aux points A, [“ i 1) et Bu( L 3] [d*apres (3)].
I

Fac Kot i R . an - |
[‘Ef] admet des tangentes h_nrizqntales aux points Ak_[?—i k2x 1) et B&[? +J2m _3_] [k € ZI.

-.—-__'_-_._.-._—_
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Eﬁﬂsuucﬁon de [cgn) de {c@f]
:ﬁmeﬂu des valeurs approchées
: ) HHH T

& L

0,50

HH OO e e
| = T =
B

i

e i
IL-IIH

AN L
-

THT
]
[
s
s
i
i
et
=+
!
r—
i

[ e
[N | 1

L

1

T

T

1

1

. l“%
e Beante Cr

T e
b
Ty

T

I
I.L._.:"?"._L - .]|...,|‘ :
: I
1

0,77

I

T

T

1

H
I

: y =

3
ST T
= e o -
T e T
L I o

L e

3 o

. yh
i T 1=
Er'-—a T TIT
o
ey —+1F

T

T
LR

0,50

= -
P

[ | d.
e e
e T L T

h::E'
TH
S

i
H
=
T
+

B T
E =_"ET.T;H izl
e 38Eas] hesgiaaet

T
|
¥
L L

mwn p

0,33

B min
4
'

o rE-u

e
p2agras

e =

1T

P T

T

b «.ﬁ-mh
T
B

0,36

—f -

1]
P

sal TS IR
e e i T

e, i B § T
e A e e
L T
I g
P ]

T
N}
Eat I}
T
g i
vy
i

T e
% i En un
L e A T T .v!

0,50

ke

HEHTE

PERARAY

| e e
G

L
o, j
I

_
T
= [o=
|
iy S L
o _L_I‘__I_'_--u— - [4,]

Tt

R TETT T i L
JJ!{IIII Ha + -III_ - i I T I .-I-
‘H‘l‘l‘H‘H‘ Il:: T Il-: T ] T T T a
T ml LN N H T TT TV .- 1

Eﬁi:ﬂ: 5A s RN u;-..lllTT"T\ i B A T : X

.‘
=
l"' T o5 i =
| e uaiad I L 7] T Sekam:
fRlud q Hablutstd ity iy s condainb ooy S G
i s | S Qi
P
i

[y fre
I‘|| =

oy

=y

LR
1
= 1T
=
T
1]
o
EE ) et
Ex 'a B
: :
-H"—T
I..
=
T
mEmanl

"""Hﬁ'—"ﬁl:l T

_III& - ] =HH

_EFI-:!'- T T
—|=

Fenétre de construction
arc =0

]

[

Xin=" 7 7 Ymin
i

- — ‘1
Xinax » Ymax |
On obtient la représentation graphique (6] de fen prenant les images de (6,) par les translations de vec-

teurs k21 o1 [k € Z).

pemm=m Propriétés graphiques

B Axe de symétrie , . y % _3n
D’aprés le gr?phique..il semble que les droites (@) et (@) d'équations respectives x = 5-et x = = sont

des axes de symétrie de (€. Contrdlons cette conjecture par le calcul, En 1g;ffat : r:
pour tout x élément de Dj, %+x €D, & %—.\: D, et I[T-i—x) =f(-?—.r] ;

pourtoutxélémentde[};, 3%_':+xEDf ) T—xED}.- et f{2_+.1:]-—f[2 x).

- Les droites (9,) et (3;) sont des axes de symétrie de {‘35',}.

. N LA ' = 3 4 kon [kEZ
— Les droites (@) et (] d’équations respectives x = E+k2;-t [k €EZ] et x= 5 +k2n [ ]

sont-des axes de symétrie de (‘Ej} [d’aprés {2}].

o J——
I i W Fo i S i ¥ = i g 1
'¥fudions Ia fonction £ de R vers R définie par : / @ = coszx

smmmmm Variations de la fonction f

B Ensemble de définition
Soit x un nombre réel,
ona: x €D,

or;: 1—cos2x=0

1. T I:OSZ.I’ ;t ﬂ.r
cos2x =1
o¢ = kan [k € Z]

x=kﬂfkez]' (1) ,\:EDJ- @ x#kn [k e Z]

1388

donc :
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B Ensemble d’étude
Périodicité

) : - fere (e +1
On sait que la fonction cosinus est périodique et de période 27 __D___;_Q_E R(k + 2

Vérifions que fest périodique et de période T.

—Démontrons que: x €D, & x+n€l) _ e+ 1)
or : €D, & il existe un élément k e Z tel que, km <X < [
d'ol : xED, & (k+1n<x+m<(k+2)n

par suite : .l'EDf & xr+n€l

~ On vérifie que : pour tout x élément de D, fle+m) =S ().
T .
¢ étudier fsur [~ %5 0[ U [o; T
Donc: (2) | La fonction fest périodique de période . On peut donc étudier fsur [~ =-; 0 _[IE

Parité ] t vaire
On sait que la fonction cosinus est paire. Vérifions que la fonction f est paire.

— Démeoentrons que: x € D},. = —-xE DI

or x €D, & il existe un élément k de Z tel que, k< x < [k + 1)%
par suite ; x€ED, & —x€D; — ; X
— On vérifie que : pour tout x élément de D, f{~x) =flx).
Donc : (3) La fonction fest paire. [0 ; %f—] est un ensemble d’étude
H Limites
]imu[l + C052%) = 2
Ona: lim {1 -cos2x)=0 , donc: (4) : m =+ o0
0 : =01 —cos2x
1—cosZx =0
H Dérivée

Détermination de la dérivée

S est 1a composée de la fonction x> cos2x et de la fonction rationnelle xr» LT X

Ces deux fonctions sont dérivables en tout élément de leur ensemble de déﬁniﬁo-r-l X

Par conséquent, f est dérivable sur chacun des intervalles Jer s (ke + 1)n) [k e Z)

etona: (5) pour tout x élément de Iy Fld = — 4sin2x
! ' (1 — cos2x}*

Signe de la dérivée

f{x) est du signe de — sin2x. y

Soit x un élément de Dtel que: 0 <x< _g_

ona: 0<2r<n

donc : sinZx > 0. 5 1

Par suite : pour tout x élément de J0 ; %{ £ <o,
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g qablean de variation

x 0

J(x)

S

Tom

Lo

‘_\\—"

pEDE=S Représentation graphique

L plan est muni du r epére (O, 1, J). Désignons par (6] la représentation graphique de f et par (8,) la

représentation graphique de la restriction de f & J0 ; .%}

m Asympfote

_ La droite (OI) est une asymptote verticale & (€,) [d'apres (4)]

_ Toute droite (A,) d’équation x =Ter [k € Z], est une asymptote 4 (6/) [d'apres (2]]

@ Construction de (%) de {%}]
Tableau des valeurs approchées
x f&x)
= 3
T 1
T 0,33
Fenétre de consfruction
-’-".:.m’*‘% b Yrmin =0
-rm,‘:'?—’—zrf s Ymax = B

mmmmmmm Propriétés géométriques

B Axe de symétrie

—D'apres (3] la droite (O]) est un axe de symét

— D'aprés le graphique, il semble que la droile
Contrdlons cette conjecture par le calcul. Pour cela,

on vérifie que : pour tout x glémentl +x€D &

La draite (2,) d’équation x = X est un axe de symétrie de (¢ /]

2

WIS IR AAEE
' R R R 3] (2 ELiyEmreaa e }:‘-_J*lm'*_'::_-%:a;
£ (28 ced SR Ei(@, )k (A
H i g Wl | 52 ] s ] e panan A A SEARLE
I H m i Ed IaaEe —EEY-_ 4 .-:;HE. 7
i R ] e HiE e
{2 ﬁ fz_fEET' 2 5 £ =t f%z E
s S e EEE
LY (6 4 piESEEn
[ B makia .": mEERmmpEY
i =t
SEEES et et B
seaed (3 o __1'__;1-'“_:::: 5 i3
wrad v REyuelINE "..._,.I'i‘;'e :
ma el R R Fan e ok
kil H-0 |=||: —
i e B (Ermanyf T

rie pour [‘G!).
(@,) d'équation x = -’21-1 est un axe de symétrie de [‘Ej),

xE€D, et [iF+x)=fl5-x)

tong | Toute droite (4) d'équation x = et [k & 7, est un axe de symétrie de (6 [d'aprés (2)].
Toute droite (@,} d'équation x = -g~+ kr [k € Z), est un axe de symétrie de (€ [d'apres (2)].
B Asymplotes

D’aprés (4) la droite (Q]) est une asymp

tote verticale & (6.

donc: | Toute droite (4,) d'équation x = kn [k € ZI, est une asymptote verticale (6} [d'aprés (2)]
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= PRt o T i L - i
e e s L

iner une asymptote oblique a une courbe (%) revient 4 Verj.

En général, dans les épreuves du bac, déterm :

f:er qu’une droite donnée est une asymptote a ng{ﬁ? i sont des
ependant, les exercices commentés des TP1 et  Craier tisfaire G €t S exigi

me d’étude d'une branche infinie (page 65) ont pour objectif de satisfaire a des compétences exigibjog

pour certains concours et examens niveau bac. tion d'asymplote
A B : otion d'as ale.
L'exercice commenté du TP2 donne une extension a une courbe de la n P

~IP1, Recherche d'asymptotes obliques

applications directes de l'organigra.

Ex_erc.ice commenté
[flest Ia fonction définie sur R par ; f(x) =

| On désigne par la représentation graphique de f dans le plan muni d’un repere.
‘Déterminer, si elles existent, les asymptotes obliques de (€). . -

Etude de la limite en — = de la fonction f Etude de la limite en + == de la fonction f
Ona: lim (4x®+8x+5)=lim (4x%) On obtient de méme :
A= - X =3 —en
dod: lim fla)=+e lim flx)=+-e
Etude de la limite en — oo de: x> }'{Tx] Etude de la limite en + o de : x— @
Soit x un nombre réel strictement négatif. Soit x un nombre réel strictement positif.
8 ]
Ona: fx) = |x| 4+%+% Ona: fl) = |x| 4t I
3 8 & 8 5
——x‘/4+?+F = X 4+?+F
'ol1 : x) _ 8 5 Paaw X 8 3
d'ol1: ﬂ? = 4+T€+'F d.oﬁ, %1 =\/4+?+F
. : ) ... :
donc : }E}-,;.% ==2 donc : l-lEl;_'_ “1@ =2
Etude de la limite en ~wde: x> f(x) = (~ 2x) Etude de la limite en + = de : x1s fla) —2x
oI NI b R Ona:  fl)—2c=/EF+8v+5-2x
La somme des limiles donne une forme indétermi-
née.
8x+5
4 f6) - 25 = Bx +5
4x2+ Bx + 5 — 2x a W
Le quotient des limites donne une forme indéter- +8x+ 5+ 2x
minée. & ' On obtient de mame
.t(‘ﬂ + '~—]
flx) + 2x = 3

5
& . x84+ =
4 a 5 f[x]—Zr:._ I]
Y X - a2 8 5
8 X 4+-_I_+F'+2I
3——x—- 5
88— —

A4+ = =3
: 3
v 4+-—g—+§§+2
On obtient : lim (f[x]+"2x)=—2
X = s

D = . s 3
‘ n obtient : lliz;l_ q(f{x] - gx) =D
Cnnr:h_l_smn _ e Conclusion

[({’g] adn.fet ebn_ —_mzxu,?-ﬂzﬂsymptote Ob]];quE,- ],ﬂ d_rﬂ-],tﬂ [qg} adet BTl + oo une i ¥
d’équalion : y = : d'équation : y = ¢ 2&smpt“t9-ﬂhhquﬂv la droite
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__1P2 Recherche de courbes asymptotes

pxercice commenté

I,

[Fast la fonction définie sur J0; + <[ par : /(z) =t _
“ Jésigne par ; PR S T i X sk Bl
e o !:'(EI} 1}? ke graphique de f'dans le plan muni du repére orthonormé (0, L)) i
pard 2 e et par (¢,) sa représentation graphique. : i
1, Brudier les variations de f. . L

2. Eradier |a position relative de (4] par rapport & (4,). Donner une interprétation graphigue.

L e e

1, Etude des variations de f

Dérivée ,
Soit x un nombre réel strictement positif.

11 _ -2 _xfk-2

fR=e—3 = : =
Ona f[ 2& £ 2-‘:2_\& ==
- # o L] J;ﬂ‘_ 2
don : pour tout x élément de R, . ) = =+
: o

Le signe de f(x) est celui de a3 -2,
La fonction racine carrée et la fonction cube étant strictement croissante sur ]0 ; + e[, on @:
20 & 22
x3 222
4:
X223
Limites
Opa: lim Jleisve o lg?nf{x) =4 oo
Tableau de variation 2 z 1
s @)%
x 0 g7 +oa : : 23

Jaes) = 4 _ 2—‘,_;7+ -_|_2

o + o2 1N
f('t) e \\‘ E;/ 24
2. fitude de la limite en + = de x s flx) — g(x)

Les fonctions fet g ont toutes deux pour limites + e €11 + &= 1l s’agit de comparer leur comportement en + eo.
Pour cela, I'étude du comportement en + de leur écart est un bon indicateur.

TR

]

Soit x un nombre réel strictement positif.

1
flx) —gle) = % - ._
A et B étant respactit‘rement les points de [‘GJ-] et (€ s.r]
d'abscisse x, on a: 169

AB =f(x)—gix) > 0 g(x)
lim (f[x] = g[xl) =0

Tt +o=

On en déduit que, lorsque x devient de plus en plus
grand, 1’écart AB entre les courbes (6,) et (‘€ g]
devient de plus en plus petit.

On dit que (@) est une courbe asymptote en + = )

la courbe [‘&I]. O 3

= Tracer (€ gJ el donner une esquisse de (€/).
(. ) est une courbe connue qui permettra de faire une rapide esquisse de (
variation de f. pideeeg (4,) conforme au tableau de
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—TP3 Recherche d'une direction asymptotique

E‘xerm ce camm enié

| f est l_a fnnr;_t_.gq_r}_déﬁuia sur R par f = 2 + sinx,

on grap]:l.lqllﬂ ei?mitée par deux droites. paralléles (D) et [D’J

vde (‘E] avec ces droites.
ltl'll}]:-lE par rappoﬂ a 0.

). lillfgpgése‘

s une bande

1. Situatmn de (‘E] dans le plan
Encadrement de la fonction f
Soit x un nombre réel.

Ona:

-1=< sinx <1
d’on :

2r—1% 2x+sine €2xr+1 (1)

On désigne respectivement par (D) et (D') les droites d'équation : y =

= FHteE _,...-u---n-

o T

7 dah sla plall mum du mpére nrlhunnrmg [U

v J]_'

2r—1 et y=2x+1.

(1) montre que (6) est située dans la bande délimitée par les droites (D) et (D'} (de coefficient directeur 2),

Points d'intersection de () avec (D)
xE(E)ND o flx)=2xr-1

= sim: -1

= xw—+kx2n [k € Z]

A{a—“ ; 31—~ 1) est I"unique point commun de () et
(D) sur [0 ; 2x].

2. Ftude de Ia parité

On a : pour tout nombre réel x, f(—x) = — f(x).

Points d'intersection de (€] avec (D'}
rxE€)N([D) & flx)=2x+1
& sinx=1

= x=£+kxzn ke

B[— r + 1) est I'unique point commun de (6) et

[D)sur. [0; 2n].

f est une fonction impaire donc la courbe (%) est symétrique par rapport au point O.

3. Etude des variations de f
Dérivée

Pour tout nombre réel x, f(x) =

car : pour tout nombre réel x, — 1 < cosx < 1.

Limites
On a obtenu,

2 + cosx et fx)> 0.

pour tout nombre réel X, 2x—1< flx} <2Zr+1

or: Jlru_11+w{2x 1)-11m l-2x+1]=
donc: lim flx)=+< et '1im S ==—on,

On a ohtenu la limite de f en — s, en utilisant la parité de f(ou en procédent comme précédemment)

Tableau de variation

)

Jx)

4. Construction de () sur [0 ; 2r]

_ On vérifie que 1 estle minimum de f*, en effet f” chan
(¢) admet donc un point d'inflexion au point E(x ; 27)

ge de signe en s’annulant pour x = kx, [k € Z]

— (%) est tangente en A et en B respectivement aux droites (D) et (D*),
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__TP4 Types et méthodes de démonstration

Lobjet de ce TP est de faire une synthése sur les différents types et méthodes de démonstrations ren-

\rés de la classe de sixiéme & la terminale. ; - s
{(:qus;isne;ché de référence que 1'on pourra compléter tout le long de I'année par des exemples, afin d'en

faire un outil de travail de plus en plus performant.

mmme=sm Deux types d'énonces mathématiques |

¢ On distingue deux types d’énoncés mathématiques liés & une propriété p définie sur un ensemble E.

¥ éltlan:;- ungélément paﬂiculiar--de E, plx,) est une proposition ; elle est soit vraie, soit fausse ; on dit
; ' leur de vérité.

g i x) est appelé fonction propositionnelle (de la variable x). En géné-

él6ment quelconque de E, pl : ) b
fa?ta;l];euse f:ils gﬂg'?'ebjgt -dc’lune démonstration car elle ne posséde pas une valeur de vérité.

- Les énoncés universels _ ) _ .
Ce sont les propositions guantifiées du type : pour tout x élément de E, plx)
quantificateur universel

_ Les énoncés existentiels . e -
Ce sonl les prapositions quantifiées du type : il existe x élément de E, p(x)

quantificateur existentiel

e On admet que : . )
— la négation d'un énonce universel est un énoncé existentiel ;

— la négation d'un énonceé existentiel est un énoncé universel.
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SEmmmm Différentes méthodes de démonstrations
TABLEAU RECAPITULATIF

®© Démonstration par un exemple ou un contre-exemple
® Démonstration par un exemple

Pour établir un énoncé existentiel,
(1) 1l existe x élément de E, p(x) i g ]
il suffit d’exhiber un exemple d'élément de E ayant la propriete énoncée p.

| ° Démonstration par contre-exemple |
Pour établir un énoncé existentiel, négation d'un énoncé universel : "

‘ (2) 11 existe x élément de E, non q(x) - - S
Al suffit d’exhiber un exemple a cet énoncé existentiel (2) ; on dit que I'on a produit un :
|

|

m"t"e_"-"x'émpfﬂ a sa négation, I'énoncé universel ci-dessus :
(3) Pour tout x élément de E, q(x).

® Démonstration par implication et par contraposition

1 L B = @ | si et seulement si jmon (g = mnon(p) | |
implication permettant contraposé de I
une déduction directe P = (g

® Démonstration par disjonction des cas

® Naturellement, on convient de dire que Ja proposition suivante est vraie : (p) or non (p) ; |
c’est le principe du tiers exclu. '
® La démonstration par disjonction des cas est basée sur ce principe, elle revient done 4 exa- i
miner exhautivement tous les cas. I

@ Démonstration par 'absurde e ;

© Naturellement, on convient de dire que I'énoncé mathématique suivant est faux : (p) et non (p) ; L
c’est le principe de non-contradiction, ' '
La démonstration par I'absurde est basée sur ce principe ; elle consiste dong, i rejeter toute
hypothése qui conduit 4 une contradiction,
° Ainsi pour démontrer que |'énoncé mathématique (p) est vraie :
— on suppose que non (p) est vraie ;
i - on en déduit un énoncé (q) que I'on sait &tre fausse ;
—on conclut que (p) est vraie car il y a contradiction.

I

® Démonstration par récurrence :
J

i

| P, est un énoncé mathématique qui dépend d’un nombre entier naturel n,
Pour démontrer par récurrence que ;
« pour toul n supérieur a n , P_ » est vraie. .
On procéde comme suit,
1 étape :
on vérifie que P, est vraie ;
2° étape : -
on suppose que : « pour un nombre entier naturel & supérieur i - :
on démontre que : P, _, est vraie; P T ang, P, » est vraie,

on conclut, .
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\pans tous les exercices qui suivent le plan est
5 un repére orthonormé (G, I, ]}, . TRparE,

Quelque généralités
sur les fonctions
Eléments de symétrie

1 [est la fonction déﬁnje sur [ par :
fl= —n,
: ST 2 4 ecostx”
() est sa représentation praphigue.
Vérifier que la droite (D) d'équation x = £-est un axe de
symétrie de (€). 2"

2 fest l1a fonction définie sur § par :
f(x) = cos(2x - ),
(€) est sa représentation graphigue.
Eénﬁg;; que le point ﬁ[i—"; ; 0) est un centre de symétrie
de ().

Fonctions pédodiques

3 Dans chacun des cas suivants; vérifier que la
fonction fest périodique de période T.

(1) f:x > sinfx+ -EB';-] i T=2n
(2) frxrr si.n{%-i—-%-] i T=6n
(3) fixr>sinfze+ 2 @ T=m

R _n . =K
(4) fix—tanfax-3 : T=3
Branches infinies d'une représenlation graphigque

f} Dans chacun des cas suivanis, justifier que la
1a courbe (%), 1eprésentation graphique de la fonction f;

admet pour esymptote oblique la droite (A).
93— 22% + 3x—3
: . (8)y=0x-2
[1] f-J.‘H' =+ 1 i [ ] ¥ .
[2]{-:.::Hfﬂ+ﬁ.t+1 ; A)ry=x+3

5 Dans chacun des cas suivanis, dludier la
braniche infinie de la courbe (6] représentalion gra-
phigue de la fonction [ i préciser si (€) admel une
asymptote ou une branche parabolique.

it 2e—1 ;
Uy Frees ax—-x+1 (8) fxre =X ;

sinx
(4} fixrrx+ —
Bratrx+2 i)

(2) frx—+ Fi1 (5) f1xvr a3+ 2x8+ 1

L

Courbes asymploles

6 Démontrer que la parabole ® d'équalion

y = 2c* +x est une courbe psympiole # la représenta-
tion graphique de la fonclion.f définie par:

2+t —x 41

] =

=5 (voir TP2).

ZExercicesTZ

E xemple d'études de fonctions

Faonctlions rationnelles

7 1. On considére la fonction polynérie P définie
par: Plx) =2 -3x?-1.
a) Etudier les variations de . _
b) Démontrer que 1'équation P(x) = 0 admet une salu-
tion réelle et une seule o, et que o appartient & I'inter-
valle ]1,6; 1,70 "
2. Soil D I'ensemble des nombres strictement supérieurs
% — 1. On considere Ja fonction f définie sur D par:

= 2= :
: T 4xx"

On désigne par (6) la courbe représentative de fdans le
plan muni d'un repére orthonormsé (on prendra comme
unité 4 ¢m). Construire (€).
Etudier les variations de f(utiliger les résultas du 1.)

D'aprés Bac
8 On considere la fonction £ définie sur J1 5 + =
2 _ x*=Tx+10
par: fl)=—Fb— -

(%) est la courbe représentative de f dans le plan muni

du repére orthonormé {0, L J) (unité graphique : 1 cm).

1. Démontrer que : pout tout.x appartenant & J1 i + [,
Jl)=x-6+ —

x—1
2. Déaterminer la fonclion dérivée [ de /.
En déduire le sens de variation de f
Déterminer les limites de faux extrémités de |'interval-
12 J1 ; + o[, Dresser le tableau de variation de [
3. Démontrer que la droile (D,) d'équation y =x — G est
asymiptote & la courbe (€). Donner une &quation de
V'autre asymptote a (€), notée (D,).
4.ADélerminer une équation de la droite (T) tangents &
la courbe au point d'abscisse 2.
5. Construire sur une feuille de papier millimétré les
droites (Dy), (D,), {T) et la courbe {%€).

9 On considdre les courbes (€ ), représentations-

graphiques des fonetions f}, de R vers R définies par :
Sl = 1= [ € R].

— Vérifier qu'i] existe un point A qui appartient a toutes
les courbes (%,,). Préciser ses coordonnées.
— Tracer les courbes {€,) et (6,).
—Etudier le sens de variation tie [suivant les valeurs du
paramétre réal m.

Fonctions rationnelles por intervalle

10 s est 1a fonction définie sur R par :

_ X+
g e
{‘€) est sa représentation graphigue.
Etablir les équations de la tangente 4 gauche et de la
tangenie A droite au poinl A d'abscisse 0 de (%8).
Tracer ces droites. Construire (€).

11 On considare la fonction £ définle par
| 1x- 1] +1

L e P
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1. Donner l'expression de f(x) sans la valeur absolue et

étudier le sens de variation de A
2. Construire la courbe représentative (%) de [

3. Démontrer que (€,) admet un axe de symétrie que.

I'on déterminera.

4. Résoudre graphiquement I'équation f{x) = m, m étant
un paramatre réel quelconque. Indiquer le signe des
solutions lorsqu'elles existent.

12 Sfestla fonction de R vers R définie par :
fle) = [E=3 41,
1, Etudier le sens de variation de /; .
2. Construire la roprésentation graphgique (6,) de f (on
précisera la position de F&I} pur rapport & sa !angefjlte ﬁ
gauche et sa tangente & drvite au point A de (6,) d'abs-
cisse 3).

Fonctions irrationnelles

13 Dans chacun des cas suivants, étudier _le.'SBrls
de variation de la fonction f et construire s4 representa-

tion graphigue (%,).

(1) frixe fezg (4) frxm Jrr1-Jx
(2) fixw fax+5 (5) frxm ==

(3) fixw [x2—2 41

18 fest la fonction définie de R vers R par :

Jix) = J={x + 1).
1. Etudier le sens de variation de f; (Etudier la dériva-
bilité de fen —1 et en 0.) _ \
2. a) Vérifier que la droite {D} d'équation y = .1_:-+% est
une asymptbte a (€,) en + o= 1
b} Vérifier que la droite (D') d'équation y =—x— T est
une asymptite & (€) en —w.
3. Tracer avec soin’ la courbe (%,) en précisant la tan-
gente & gauche la tangente & droite en — 1 et en 0.

15 g est-1a fonction définie sur (0 ; 1] U J1: 2] par;
(20 — x2
g[_t] = “x_—-lx_‘ ’
1. Etudier les variations de la fonction g. g
a) Démontrer que g est dérivable sur j0.;1[ et sur J1; 2],
Déterminer g '(x).
b) Calculer Jim g{h}; 1 3 Que peut-on en déduire 7

¢} Calculer }Egigk}. Que peul-on en déduire 7
-

2. Construire (%),
3. Vérifier que (1 ; 1) est un centre de symétrie de la
représentation graphique (€)) de g.

16 On cansidere la fonction f définie sur [1 ; + e
par @ fle)=(1-/x}
1. Etudier le sens de variation de /!
En déduire que [ détermine une bijection de [1 ; + &
dans [0 ; + =[.
2, Résoudre l'équation (E) f{x)=b, [b € R,).
En déduire que I'application réciproque ¢ de la bijec-
tion déterminée par fest définie par: glx)=(1 + j}lja
3. Construire la: représentation graphique de f ; gp
déduire celle de g.

Fonctions jrndionnelles par intervalla

17 1. fest la fonction de R vers & définie par :
Jiw)=x+ e -1].
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«rivabilité de fen—1 et en 1:dony
env;;étrique des résultats obtenyg *F Ung
de veriation de £ _

]a représentation graphique (¢ Yely

donner des équatiang aé CE:

ftudierla d
;igxprétatiun géo
p) Etudier le “’“B

Démontrer qu :
:ﬁmet deux asymplotes
;jyg;ﬂut;zsuﬂ (8,) dans le plan muni du repere Orthogg,
zna;[g'tlia%onﬂﬁﬂn de R vers R définie par:

- g glx) = I[‘E ]:: ;;régenlatiun g;l‘ﬂ-phiqu'e dang [o
i ar d
On désﬁeﬁl mé:%a repére ﬂl't_hU'EDﬂﬂl‘[D, L.J).
plan “;t.ﬂnt un nombre réel, on considére les pojpg
0 N{-x; g[=x]). Déterminer le milicu dy «

EB[;{{I&F t Donner une iliterprétatiun gégmétﬁque B
une illustralion de ce résgltat. o
b) En tenant compte de al, donner une méthode de

construction de {‘Eg_}. Construire (€,).
18 fest la fonction définie sur R* par:
X i Iﬂ. LA
fr= 2 - —

T 5 'dér.{ ire 'intervalle d'étud
Frudier la parité de f; en déduire tude.
‘i ﬁ}uEludjerpls dérivabilité de fen 1, et sur les inter-
valles]0; 1[ et J1 ; + =l e
b} Quel est le signe de f"(x). (Cn peut poser si nécessai-
reu=Jx2-1.] .

3. a) x étant un nombre réel supérieur 4 1, mettre f{x)
sous la forme : f{x) = % -1 +g(r), ot ,]Elﬁlh _rl;p[.r;l =D.

b) En déduire une équation d'une asymptole 2 la repré-
sentation graphique (€,) de £
4. Construire [‘ﬂf}. D'aprés Bac
Fonctions trigonométriques.

19 Dans chacun des cas suivants, étudier le sens
de variation de la fonction f et construire sa représenta-
tion graphique (€ 7). ; .
() f:xw=>sin2c * (2)fixm> cosdx  (3) f: 0 sinle

20 fest Ia fonction da R vers R définie par:

J{x) = sin{2x + 1),
1. Justifier que la fonction f| esl périodique, de période r.
2. Justifier.que la fonction fest la composée de la fone-
tion affixe u s x> 2Zr + 1 ot dg la fonction sinus.
a) D_cmner le tableau de variation de la fonction u et
celul} du_lﬂl. fonction sinus sur l'intervalle [0 ; ).
?[‘: :J:]t:armmer Pintervalle K, image réciproque par u de
¢} Déterminer l'antéctdent paru de E
d) Reporter les résultats des deux 2
Hor iy BUX queslions prélcédentes
En déduire | € tableau de variation de la fonction u,
Y Cnnstrl:ir: lt:i;Lﬂ;ll‘lé::ﬁ';'a{i_atinn de f sur l'intervalle K.

. ation graphique de /.

21 }r"[;st Iz fonction de R vers R définie par :
e =Bt —Bsinty 4 acinpcose s g -

vy qu: : X — Bsin’x + dsink cosy + 1

pour tout x élément ge g

b) Justifier le choix dp Jiar.. )

valle d'élude dg ya * Hinterva

2. Démontrer que .

Pour tout nambrg rgg) x,
ésoudre dans [0 ; ), I'éq

Déduire le tableay de var{

= Cos4x + Z5inZr,
lle [0 ; ] comme inler

S8 = dcosze (1 — 25in24).
Uation f'(x] = q,
ation de f;



Fonction |
Logarithme népérien

John Neper ou Napier (1550-1617), mathématicien écossais,

construisit en Europe les premiéres tables de logarithmes dites
nalturels de base e.

En vue de rendre ces tables plus performantes dans le caleul
numérique, elles furent reprises par Briggs dans la base dix et

_ i furent trés utilisées jusqu'a arrivée en force des calculatrices élec-
a8 e froniques,

! : le mathématicien francais
A Charles Hermite démontra
que le nombre réel e est un
nombre transcendant, c'esi-
a-dire qu'il n'est solution
d'aucune équation algé-
brigue entiére & coefficient
entier.

© Pdlais do ka Décowverie, Poila

)
Al T

I L S Y

Charles Hermite
mathématicien frangais — 1822-1901.
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__1.1. Définition et ses conséquences immediates
mmmmmm Exploration par la touche @D d’une calculatrice

@ La touche g d’une calculatrice détermine une fonction.

Nous allons utiliser la démarche scientifique ci-dessous pour introduire cette pouvelle fonction §)s.

mentaire. | . ‘ N
Cette manipulation a pour objectif de réaliser les deux premiéres étapes de cette démarche ; Ia troisidme
étape sera abordée pendant I’exposé du cours :

(1 obtenir des résultats par des essais ;

[2] émettre des conjectures 2 partir de ces résultats ;

[3] contrbler ces conjectures par des démonstrations.

B Une représentation graphique partielle de la fonction . |

* Compléter la table de valeurs ci-dessous ; observer les résultats et émettre des conjectures sur ;
— I'ensemble de définition de la fonction ;
— le signe des images.

) I S 5 i B (i

o

e Construire une représentation graphique partielle & partir de la table de valeurs obtenues.
e Emettre des conjectures sur le sens de variation de la fonction.

B Comportement de la fonction pour les petites et les grandes valeurs
» Compléter les tableaux ci-dessous ; observer les résultats et émetire des conjectures sur les limites en
0 et en + = de la fonction. '

-------

17| 75 s I O 5 2 2|
[ ;@m ;

B Recherche des propriétés al gébﬂques de Ia fonction

» Compléter le tableau ci-dessous ; observer les résultats et émettre des conjectures sur la somme des
images de deux nombres et I’image du produit de ces deux nombres.

O R R R

B[ 32 |45 7 [ 498
/8818828 E45 | Mo | ey 19 07 Eioey

148
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gompmmm Définition
| Position du probleme

On sait déterminer los primitives sur ]0 ; + e[ des fonctions numériques f, de B vers R définies par :

[0 = [nERNI]
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qu'en ast-il de la fonction inverse f:x ,_,;L 7

L fonction inverse est continue sur J0 ; + o[,

: elle admet d s primiti 0+ o
Nous BOUS proposons de définir V'une de ces teet ooy e ettt |

primitives et de I'étudier.
péfinition

On appelle fonction logarithme népérien, la primitive sur ]0 ; + =[ de la fonction inverse qui prend
| |a valeur 0 en 1. '

 La fonction logarithme népérien est notée : In. | On écrira souvent lnx au lieu de In(x).
|

E Calcul d’'images

On peut détﬂmimf.les valeurs approchées des images par In de certains nombres réels, dans une table
de logarithme népérien. Cependant I'utilisation de la calculatrice a, dans la pratique, remplacé ces tables.

Exemple

In2=0693 ; In3=1,098 ; In5=1,609 ; In7=1946 ; In11=2,398 ; In13 = 2,565. @

B Caractérisation de la fonction In
De la définition de In, on déduit la propriété caractéristique suivante :
La fonction In est caractérisée par les trois propriétés suivantes : 1
(D, =10;+«[ ; (AdWmi=0 ; (3)pourtoutx élément de 0 5 + c<l, In'(x) = .

L

mpmemm Ensemble de définition de fonctions composées avec In

M Fonctions composées Inou et Ine lul

R—Y e R—" 5 R R—% g " o g
Inow Inolul
x €Dy, ¢ x€D, et ulx)>0 XEDy,y ¢ *ED, et ulx)0
W Exemple S -
[Dans chacin des cas suivants, / est une fonction de R vers R définie par une formule explicite.
Lﬁéﬁéﬁﬁiﬁﬁ‘f-l’msemﬁle de définition de /. ; by ;
E 0 fW@=hezeD) @) () =1n(3x%+ 5x-2) |
* ; : —x+1 : . —-xA T 3 ]
b i) = AL e STy 4] =t !
L e I R e l
Ilustrations et jusH i

Soit x un nombre réel et justifications
(1) x€Dp & —2x+1>0 o
d'oti : Df= | %i. _;.
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(2) XED, & 3x%+5xr—-250
D'oi ; DJ,:}_,m;—z[u]%;.-rm[.

(3) fW=In(£=5) (@) fW=Ink2-g) (®) /1) = ] -1
+

84 Fonction Logarithme népérien

—0a aﬁ 1 + oo
x !
3 e . —=x+1
@) x Dfﬁ Tx—3 =0 —x+1 _ H +|:[:):|_
Dioti: Dy=13 ;1] Tx—3
4 ~x+1 - z
(4) *ED & 7= #0 % 1
D‘O]:l.' D‘r=]—oa; i[ Ul%;l [ U ]1 H +"°{.
mmmmmmm Variations de In et ses conséquences
T i i PR R L _'!‘..‘ e J
La fonction In est strictement croissante.
Conséquences Cas particuliers -
Ppour tous a et b éléments de R?, pour tout a élément de R?,
a=b & Ina =Ilnb a<1 < Ina <0
a<bh < Ina <Inb _ ' a>1 < Ina >0
Exemple
In1,49 <1n20,7 < In69 < In1040 < In2651 * 1n0,999 < 0 . In1,001 > 0.
EEEE==m Le nombre réel e
La fonction In étant une fonction continue st strictement croissante sur]0 ; + oof,
elle détermine sur tout intervalle [a ; b] contenu dans ]0 ; + [ une bijection de "3
[a ; b] dans [Ina ; Inb). 1
Or,In2 <1 <In3 in2
donc, il existe un unique nombre réel, noté e, tel que:2<e<3el :
. , : o 1 @2 €3
® Vérifier par la méthode de dichotomie ou par balayage que
On démontre at nous admettons que : le nombre réel e est un nombre irrationne],
WE Xercice Bz srsress |
T A
1.0 Dans chacun des cas suivants, S est une fone- (5 =
tion de R vers R définie ci-dessous. ) S0 = Inez 4 x-2)
Déterminer 1'ensemble de définition de /; (6) f(x) =1n(1 - x) +1n (2x + )
(1) /(x) = In(3x + 4) (2) flx)=In|1~x| (7) £ = Infr_ v
x+2 Sl =Infe U +In (2¢ 49)



_1.2. Proprietés algébriques de In

gusm==m Propriété fondamenigle B
Propiete oot S R A AP i BRI

LAY, AN TR b
bt [} g r
o 3 Sy e -1=-’§l,~¢1,—'J 7

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b, (1) l;[ab] = Ina + Inb.
Pémonstration

Soit a un nombre réel strictement positif. Il s’agit de démontrer que :
Pour tout x élément de ]0 ; + |, Inax =Ina + Inx.
Considérons donc la fonction £, de R vers R définie par: f(x) =

La fonction £, est la composée de la fonction linéaire x v+ ax, suivie de In.
Soit x un nombre réel strictement positif.

In(ax).

£, ) = (@) xIn'lax) =a x L =1

—_— D —

donc : pour tout x élément de 10 ; + o[, L 'J[rx) = In’(ax) = X |

Les fonctions In et f, sont donc des primitives sur |0 ; + <[ de la fnnc:ti:::-n inverse x> L
Par conséquent, il exnsts une constante c telle que: fx)=Inx+c

d'oi : ¢=f(1)=

donc : pour tpus a et x éléments de 10 ; + e[, Inex = Inx + Ina.
Exemples

Ona: 1n6=1n(2 x3)=1In2 + In3. Ona: In35=In(7 x5) = In7 + In5
or ; In2= 0,603 ; In3=1,008

_ or : ln7 =1,946 ; In5=1,609
donc: In6=1,791. donc: In35= 3,555.

mmme==m Conséquences de la propriété fondamentale
Achmte

i e e g e e

B2 : PR TR e
fﬂans Ia prnpnuté funﬂamantale (1), qu ubhent-un,
il ; en. mmpla;ant a par l 7 en remplaga.nt b par T ?

M"ﬂ«ﬁrf;f:r, s ey S M i

;s (3) lﬁ %:ina—lnb.

Pour tous nombres réels strictement positifs a et b (2) ln%» =-Inb

Exemples 5

Ona: In0z2= ln[%-] —=—1n5 Ona: Inls= 1H{T} =In3 —In2
Or: In5 = 1,609 ar : In3=1,098 ; In2=0,693
donc: In0D,2 =— 1,608 . donc: In1,5=0,405

pmmmmmn  Extension de la propriété fondamentale
Activilé

(¢ Dans la pmpr:été fnndamantale, en remplapant 13 R e AR S
\On'obtient:  In(a?) = =lna +1na = 2lna ; In(a®) = = Ing + In(a?) = 3lna.

On peut: nnnim:tumr que : pour tout nombre entier naturel n, In(a”) = nlna.
|Contréler cetle conjecture i/ l'aide d'un raisonnement par récurrence, sk

Pour cela, il reste & vérifier que :

— p étant un nombre entier naturel quelconque, si In(a”) = plna alors In{(a™!) = (p + 1)lna
— Conclure. '
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e g 2

r étant u un nnmhm rauonnel on smt.qu

A lfa )
P Ina = q

Pour exprimer In(a’) en fonction de Ina, on pourra écrire 111[( ) ] | h{a )=p q & _

| [41 (= ng

Pour tout nombre réel strictement pusmfa, puur tout nombre raliunnel r,
Cas particuliers : thfa = _;. Ina.
Exemples _
Ona: In8 =In(2?%) = 3 x In2 Ona: Inf7=107
or:  In2~0,693 or: In7=1, 945

donc: In8 = 2,079 donc : In/7 = 0,973

DERE==S Tnbleuu recuprtulahf des prupnetes de In

@ Caractérisation r.ie In
¥ 1
—J0:+#f ; Imi=0 ; pourtoutxélément de ]0 ; + o[, In'(x) = -
@ Variations de In et ses conséguences
Pour tous a et b éléments de R} Pour tout @ élément de R
a=b < Ina =Inb a <1 ¢ Ina <0
a<hb & Ina <Inb a>1 ¢ lna >0
Ine=1
@ Propriété fondamentale de In et ses conséquences [
|
Pour tous a et b éléments de R Pour tout @ élément de R *
In(eb) = Ina + Inb Pour tout r élément de Q L
ln(l) =-Inb - In(a") = rina
! In/a = - Ina
() = o 3
“mﬂa-

WE XTI CICOS Bprrs o A A A o o A

Adonf=g7f=h?

achant que:
ke g BE;E £ 132 < 0,694 Trouver le plus grand ensemble sur lequel fet
1,098 <In3 1,099 g coincident.
Donner un encadrement de chacun des Tfﬂu_.ver_' le plus grand ensemble sur lequel /et
nombres suivants h coincident.
lnﬁ In18; In24 ; In27 ; In16 ; In1,5; In0,75.
. ld oa medém les fonctions f; g, h de R vers R
l.c On considdre les fonctions f, g, hde R vers R définies par
définies par : f f-l'J In(1 —.t_]_[;: +2)
flx) = In(x—1)(x+2) glx) =1n(1 —x) + In(x + 2)
glx)=Infx-1) +In(x+2) h(x)=Inl1-x| +Inlx+ 2|
In |+ 2l Mémes questions qu'a I'exercice précédent.

h[x:l_ Inlx—11+
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_13. Equations — Inéquations
gummmt Equations du type : In[u(x)] = Infv(x)]

LR e R r—— e =

s

[iggulvuns ﬂhps R l'eqﬂatmn {E] In(~ 2,:+1] ]n[; ;r‘“_“" TR S

- 4 3 < i e et T
A il S PRl

gnsemble V de validité de (E) Hlustrations et justifications
Soit x un nombre réel, 5 - —

Ona: XEV&-2r+1>0 et x+4>0 o -0

d'oit : =]-4; 5 x [ _C‘i 142
Equahuns equa]enfes a (E) _
®  Inl-2x+1)=In(x+4) |

=k L= :;’ 4 car In est strictement croissante

X= —
Ensemble S de solutions de (E)

S=-1) car —1€V
| Exemple 2
Résnlvuns Elans IF& l’équatmn fE] ]n S 1 i : : e~V J
Ensemble v de vulrdxte de. (E) INustrations et justifications
Soit x un nombre réel. . Boaty 1 o

1
Ona: xEVe X250 :
x—1 x+1 0] - ¥

doti: V=l-e;=1[Ul1; +ol. i ._ :

Fquations équivalentes a (E}

(E) m(ﬂ%}) =1 N’ B ‘
(I+1 = Ine car 1=Ine -

x+1 _, car In est strictement croissante
x—1
fe-1)x—(e+1) _6
x-1
(e-1x—(e+1) =0 car x—1#0
_e+1l
* =%e-1
S de solutions de (E]
Enaouiple e+l car l:"""1:-‘—1 e+1>e-1)
5. =T a=1 g
mmmmmm Inéquations du fype : Inulx) < Inv{x)
B Exemple 1
[REsolvons dans R linéquation () In(-x +2)>In(x+3), R )

et hrETeh i ST Tt

iﬁue“! ‘est I'ensemble des solutions de V'inéquation (I) In-x +2)<nl+ ?H._...;-;-_,_.H..L A
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[Ilustrations et justifications

Ensemble V de validité de ] o—
Soit x un nombre réel, —_— 4:»———____:')
Ona: reve—-x+2s0 et x+3>0 SRR,
dod: V=]-3:2[ = Q
J[T]r;équuhalx:ls équivalentes a (I} :
(=x+2)> In(x + 3) ictement croissante
—x+2>x+3 ee lnEStsmctB
XD - —1-
2 —0
Ensemble S de solutions de (I} ¢
: 1 o >
8= 1-3; -5l e O—O— -
e -1/ 2
: o oa———-_
Ensemble S’ de solutions de (I') — . 9
3 ~1

. - 1.
S'=VA\S= [- 5 s 2
B Exemple 2
'EEt“ﬂml' 15 Elglle de 1a fonction f de R vers R déﬁme Far _ ) = In(Z - >

oy R ety

____ et

Pour étudier le signe de la fonction f; on pourra résoudre l’méquaton M :flx) 0.

Ensemble V de validité de (i) Illustrations et justifications
Soit x un nombre réel. e ] 1 Y.eq
Ona: xEV@-ﬂ—%x.—%}ﬂ ¥ : 12
! 4 = f— 00 * - —1- - o 1 l —_
doir: V=] - 2.[{..1]1,+ [. _,:2__5;_2_. +|]:):j |:|QI__| T
Inéquations équivalentes & (I) _13".9 ‘15
(0 InG?-x--) 20
Ln(xz—%::—?] >1m car 0=1In1
x2— _%-. xX— -%- >1 i car In est strictement croissante
2x2—x—-3 20
Ensemble S de solutions de (I} < o e 379
3 I
S5=]-e;—1l U )55+ eels
1 2 9 x—3 i I:%-‘:I a I:'::!__._l 5
Signe de la fonction f
Pour x € |- —1[U]-.+°°[ Jix}>0 — -
q m—C) O= -
Pour x € [-1; 5 Sl =
-1 =-1/2 1 3R

Pour .rE]-'l:-%—[U]:l:%[ flx) < 0.

WE xercme G o A PRI 7 o o A

1. RésoudredansR: 0 Infe-1)<la(E - )

(B) In(2x-1) =In(3x+1) ) InGx*+ara)zo
(F) In(- ﬁx; 1)=1 (K) 2ln(x +1) =ln(sc+ 1)
x+
(G) In(__x y 1) =0 (L) In{1-x)-In(2c+3) » In(- x)

(H) Inf-x+3)s1 M) In(lsx-2l)<g
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b,

__92.1.. Variations et représentation graphique de In

gammmm Variations de la fonction In
Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J). On désignera par (4,,) la représentation graphique de In.

@ Ensemble de définition - Dérivée .
On sait que V'ensemble de définition de In est J0 ; + oo et pour tout x élément de 10 ; + o[, In'(x) = &~

—f— —

1

L= ¢

@ Limites

Limile en 0

Ona: lim m:—lix;gnln(jlr—)

x =0 X

B ln(%) est la composée de la fonction inver-

se suivie de la fonction In.

Soit n un nombre entier naturel aussi grand que

I'on veut. La fonction In étant strictement crois- or : lim 1 _tmetlim InX=+e
sante, x20 x Ko a e
ona: Xx>e" ¢ Inx>In(e ”
d’'oll : x>e" & Inx>n d’olr : lit_l';lﬂln(ff) =+
x€let; 4w & Inx€ln;+el i
On admet alorsque: lim  Inx =+ I donc : " lim Inx=-co l
L x4 i =0

B Tableau de variation

e +

1
+ + |le) +
- + e
e
— oo

mmmmmmn  Représentation graphique de la fonction In

wl=| w

1 - HHH .__illlll: 'H+H'H.+Y'HH= 1. mman aa ||ETJ
H Tangente a (€;,) aux points I(1 ; 0) et Efe; 1) 1 A AL !
—La tangente (T,) en I'a pour équation : y =.x1— 1 |[i8kdscidtakae Jﬂfii e
—La tangente (T,) en E a pour équalion : § = - . fat Hji: AT iﬁiﬁr] Lﬁﬂﬁi -
o - HH ':F"_‘: " 'e} HHEH
(@ ) 12 et ‘."ﬂ‘.',t‘l“ﬂ;d_[ e HHLHY
W Asymptotes a (6;,) HE i St MF—IH.{urr..i-r-F'
La courbe (%; ) admet une asymptote verticale, (O7). o ek Ry - |{;£ )“L #} TRE
# 3 & ik ! -—-. M '. 1}'7 L:F :_i_-l.,_-:ll_';'i'l'r'_q—' :'_
B Construction de la repres_entahun.graph:que deIn {HiH ; i i %1: j g Y
(6,,) est construite dans la fenétre : pasis A R b ﬂi.
x, =0 :x,=6 : e A b I e
min ' o ] HAL -*IJEIFFT Ft!% -EH::I '_*_F- ) ik
Yoin =~ 25 Ynax =4 e L et e e gt g
Dans cette fenétre, (6, ) est en dessous de ses tan- 1{_:?:': LT T -_-_:521. H’l..;.xl__:.j'_;. FEE
gentes (T,), (T,) et de la droite (A) d'équation : y = x. i R LI L e TR e
En st-il ainsi pour la courbo entiére f SRS ST FEFEAL FLEF L LR
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port & des droites remarquables

mEmEmm Position relative de (6, ) par rap
Exemple

i i s :

{7 ot (4) d'équations respectives ; '

_ ot 'é'__lff;t’uﬁfii R de la fonction .
- i ela
11 s’agit done d’étudier, suivant les valeurs strictement positives de x, e o
fixe—s X _Inx

| e | o sovation s flx) 2 0
Nous ne savons pas résoudre algébriquement I'inéquation : f{x) 2 0. =5

tudions donc le sens de variation de la fonction f; x [0 € +.o0

_ ; -e =
Ona: pourtoutxde]o;+ e, Jlx) =IEI £ + [{I)j +
0 est le minimum de f (voir le tableau de variation).

dloﬁ . Pﬂur t‘Dllt'I é]é]IlE[lt dB ]D ; + ’W[: f{x} > 0. }r(-l') \_‘mj /—-""’

donc: pour tout x 6lément de ]0 ; + o[, Inxr< % <X

Activilé |
e T AT ST SRR T -l.l.
Etudier la position relative de e

e i ! e - 1 i

* Vérifier que I'on obtient le résul

B e I R

tat suivant : pour tout x élément de J0 ; + <[, Inx Sx-1 <.

mmmmmm Etude de la branche infinie en + = de (€;,)
On sait que : lim  lnx = + o,

X = don’ :
Soit M un point de (€,) d’abscisse x suffisamment grand. Inx
Etudions Ia position limite de (OM) lorsque x tend vers + e, ) .
Le coefficient directeur de (OM) est % i !
1l s'agit donc d’étudier la limite en + « de 1a fonction : x s 12X
Le qguotient des limites donne la forme indéterminée — . = o / I x
La représentation graphique de In suggére de comparer, pour les grandes valeurs de x, In § la fonction
racine carrée. .

Soit x un nombre réel suffisamment grand.

Ona: O<lnx<x car x>1 = lnr>Q

el Inx<x (voir résultats précédents)

0<lnfx</x car x>1=/x>1

0<Line</z car ln/x =1 Iny
’ v ]'E _2_. E_ =
d’oil : 0< X {E CHIT_T;.

e i
: lim =—=0 i 2 -

done 0 e o H*“ﬁh'u

Par conséquent, lorsque x tend vers + e, Je coefficient directeur de la droite (OM) tend
sition limite de la droite (OM) est la droite (QI). (€, ) adraer 100 o) tond vers 0 ; donc In
ﬂﬁn fon. In lonc une branche Parabolique de direc-
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. Dérivées
genmmma  Dérivée de la fonction composée Inou

La dérivabilite des fonetions compasées permet d’obtenir la Prapnete suivante :

Gi u est une fﬂncllﬂn stl‘lclemanl pnmtive et dénv;ihle sur u.n.mtl;;vaﬂe K |
alors Inou est dérivable sur K et : (lnou)’ = X |

d]étermmuns la der:wee de. cha;;_’u;;dé;iﬂ;c{l;m A TR TR —_1

I!. (R .rH-ln[—3ﬂ+5a:+z] _gr xl-a-hl(at 32)
S il T

- i
T 4 e RS0

Ona: U),-—]—-—,Z[

D = b I — e |
fest dérivable et pour tout x élément de D/, na: =]—oe; - 3[ U ] 7t [

g est dénvable et pour tout x eiémeni de D,,

] 3': 2
fla) = (= 3x% + 5x + 2) (.x+3) 11 x+3
1 ']_ — x
—3x2 4 5x + 2 gwl= =332 T (c+37 3x-2
x+3
_ —Bx+5 11
—-3x+5x+2 T+ 3M3x-2)

soemmm Dérivée de la fonction composée Ine lul

Exempfe mtrudur:ﬁf

g e — e g ———

Détermmons la. démrae de la fonctum h x> Inl 5x =1 | A - aby |

R O S Y R e e B

Ona: Dy=l-<; 5 [U]5 '+°°[
Pour tout x élément de Dy, h(x} = .- In(5x — 1)
Par conséquent, la fonction h est d_ernr&ble et pour tout x élément de Dy,

. M-l. 2x5(6x—1) _ . 98
W= gX Tgae 2 Gx-1p W= S

Plus générm‘ement on démontre la prq‘priété suivante :

(PFoRtEte |
Si u est une fonction dérivable sur
alors Ino lu] est dérivable sur K, et : (Ino lul)' = _,.

un intervalle [( sur lequel elle ne s’annule pas,

1 étant une fonction numérique, Ine lul = -% Inau®.

WE XETCiCe Bpss s Ao s Ao s 77 o

2.a Déterminer la dérivée do chacune des fonctions suivantes ;
(On pourra préciser las intervalles sur lesquels ces fonctions sont dérivables.)

I: x> ln(-3x +1) h: IHLH@::+1) j s x—In({2x—1+7x)

g:J;H]nlﬁxi—'ﬂx-Z,l i+ xv> In(6x?+3x—1) k:x:-;]nlm
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—2.3.. Primitives
mammmm Recherche de primifives comportant In

Activité _.
i on Hions "':"ﬁvers-ﬁ ﬁﬁmll par lBuIﬂ‘formu]gg Expli ﬂlles .

=

Dans ch TFetg.: ion mes : |
D:f:r?ni}::eﬂ: [elscas su.ivants feé(ﬂum“ng pnmtnrécdég el prémser lﬂl: inti_'pl"'litlln sur .Eﬂllﬂl cette pri. | |
Emlhve est définie. : o {

(21)’ x) = '11' “" 2" o 9[’"_ TEox

@ S0 = tn{.'axm g —

I

{

| WS
e £, e ke e

PN ortant J'a oncti h
Les dénvées des fanctmns Jnn lul permetten! de détermmer a'es prmurwes Cﬁ’-?mp —- f ——-_U{] In

TR ; 3 . . . = : . e

i | e

i étant une fnnntinn dérivable sur un intervalle K sur quuel el!e ne s’annule pas,

¥

E— admet pour primitive
Inow, sur fout intervalle contenu dans K sur lequel u est strictement positive ;
Ino(- u), sur tout intervalle contenu dans K sur lequel u est strictement négative.

mammmmm  Exemples

——— - ey

nefmmmlgspﬁmm;;m]m ;L letsur] > --,+f~£ dela fonction rationnelle / définie par: |

(CEE

2 5, + i b R e S 4 &
— La fonction fest continue sur ]— e -§-[ et sur ]—. 3 o4 sl ' © t
Elle admet donc des primitives sur chacun de ces mter'.ra]les 0 % 1
— La fonction affine u : x> 2x — 1 est dérivable et

, X |—ca 12 + oo
pour tout nombre réel x, u'(x) = 2 ; ox
puurtnut.tEH'\{-l—} )"('.t:]_— [2.1:_11 A [I_n|2x_1[]. ol = |:-'E}j X

' 2 2e—11| —9e+1 [0] 2e—1

— Par conséquent :
Une primitive de f'sur ]- e ; -=[ est une fonction du type X ]n[—- 2x+1)+c [cER];

une primitive de fsur ]+ —- i + <[ est une fonction du type : x> i Inf2x—1) + ¢ [c & R,

— e e — —— e s o e

lDétermmuns 1a pnm:tnre sur ]- 'E‘

———
——
B it |

i - ._._.ﬂa. la fnnt:hnn iangante qms nnnule eno. - :

. h—“-‘_--.-''‘.'''-'-"“"""‘“""_----'—----- —id i S iE L ....-]
— La fonction tangente est continue sur J- -2 5 2. Elle adimet donc des primitives St G il
: ervalle.

— On sait que : pour tout x élément de —E-;—“- tanx = SIDX - —(cosx
que: p ] 51 tanx g __ccTa?]_ et cosx > Q.

Les primitives sur }- - 73 2 [ de la fonction tan sont donc les fonctiong : > — In(cosx) e € R].
stj+ec [cE

Celle qui s'annule en 0 est la fonction x = — In(cosx) (car ellg v érifie : — In( 0)
' FTHcost) + ¢ = )

W‘m
2.b  Dans chacun des cas suivants, déterminer les Primitives siur K, de ja fonction [ défin
| i d
1) f)=—L ;K=]0;+ (2) f(x) = 3—E—x PK=13; 4 4] (3) ) ec{;]sxessuus [
x) = iK=]Jo;n
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2.4, Limites

gumm=m Les limites de référence

X +on (2) lltiﬂlu Inx =
(3) lim Jox_g
T34+ X (4) ]}Enﬂm=ﬂ
(5) lim M0 +x g
x-30 X [B] ]:]—]il'l?-i' =1
D émonstration
Egalités (1), (2) et (3) (voir paragraphe 2.1)
Egalité (4)
Le produit des limites donne la forme indéterminée [0% =J. Transformons 1'écriture de xlnx :
- _
Pour tout x élément de 10 ; + [, f{x) = xlnx = - o .

Décompasition de f

x
() est la composée de la fonction inverse suivie de la fonction u : x> lnx

3 TR e . InX -f
Or: LL%J.uI—+ et }5{124-&—}.;-:[} :. I
ln%
doti: lim =0; i -
xz0 1 dipic .I:LEaﬂxl - f=inveu
x
Egalités (5) et (6)
Le quotient des limites donne la forme indéterminée |-+ . On reconnait le tanx de variation en 1 de In
In(1 + x)—In(1 - :
donc: Tim A=W gy ; i, =10 g,
x=0 X x=1 x—1

moeesmm Calculs de limites

| Exemp]e d'uhl:sahnn de la cumposiﬁnn des fonctions ou des opérations sur les fonctions

2+1[u: . L= A Bt 1y i L i (s By i'
Eg est la fonchnn de R vers R deﬁme par: 9(1] e 1
*Emﬂmnsleihmnes degen+ =, N Uﬂt ene. “_-_A__ e e L e o
Limite$ en + et en 0 de la fonction g =

-.*_
g—]ﬂ e[Ule; + oof o
Eneff_et_.xétanlunnnmbm:éel, xEDg.ﬁx:rﬂ et 1—Ine=0. 0

— e
5
€

La fonction g est la composée de In suivie de la fonction v: x> it': ; é.-

Or: ]iiI_anlnx=+u9 et gg*mﬁ—t}é:-l Q"E
mjpce-e o ym FER--

donc: i BA_1 o ym o Rer
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Limite en e de la fonction g _
Pour tout x élément de D,: glx)=(2+ Inx) X e

etona: lim (2+lnd=3 ; lim (1-1ng) =0
r—e r—re . e Cheetlﬂl
Le signe de (1 - Inx) permettra donc de calculer la limite a gau

Ona: 1-Inx>0 & lox<1 [ x [0
& x<e 1-Inx B::']

imite & drmteenede.rH 1

' 1 = i 1 —-
Gy Umgra=i= & MThe"
— 2+Inx _ . .o 24lox
d’oli : Ix_];—.,igl__._-]-m . l.:':lI-Es'l—]

amener i des limites de référence

o Exlramp'les d'utilisation de transformations d’écritures pour se I D e

e e o
Calcalngs |t @) lim 1ot S | [f_].&"-?n{;___ e

4 x—:.-[-u{;_.‘.'-i L i ST T e e

L.-ﬂ---—-—u..._...___ N e R e il i k! e

® On peut calculer la limite (1) en utilisant la limite de référence : Iim == 5.

1
En effet, pour tout x élément de R'\m. hlr hj:x X

®» On peut calculer la limite (2) en utilisant la limite de référence : }:15 3 xlopx = 0.
Décumposmun de f

En effet, pour toutx élément de R*, JxInx = EE]BE' fixm fxInfx

La fonction £: x+> Jx In/ x est la composée de la fonction racine carrée sui-
vie de la fonction u : x+> xlnx

On:  Hme=0 e Ju X0 Z

donc : hmElnE: 0. : Cu

d'oli: lim Flm: 0. . :____| I

x50

l Exemple d’utilisation d'une transformation d’écriture pour reconnaitre un taux de variation

L2 —— g S - o e e e e

Ca]culnns llm xln(1+ —)

et e i Al B e e N T 2 L =

| RS e 2

Le produit des limites donne la forme indéterminée [co% 0], Transformons I’ écnture de ce prndult

' In(1+ % Décomposition de
Pour tout x élément de R}, xlu(l + 1) =2 x(__'ﬂ P z.)r
- - In(1+ £)
2 n(1 + x) * 1n(1+-2_) Jh 2
On considére u: x> & ; v x-—:_.!._ [ixes 5 X 2
1 i g . Inf1+X) x e %
Or: .LJE-I- -k 0 et %{IE}I] X = . I: T3
ln(l + %) . 5 fj X
donc : .:Lli?-pw 5 =1 ; d'oi: lu_:L1+ _.tln(:l + T{-") =3 ' )
x o e )
X

WEX&I‘CICE WA’WMM

2 ¢ Calculer les limites suivantes : .
Loy Jabepdtn v-2) : '-lflEl+'=-" Inx : };iElu[-";‘z + 1)lnx

Xrr—u

H lim
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‘Exemplesﬁel etueles-—-demf@nctle_,@.,.;.-.

L LS R T
= e o =R

__34,,, Existence d unhe asymptote oblique

ﬂtudluns la fum:hunfde R Vers. R deﬁnle Pﬂl‘ f{x] -21: 7 ;_.1.-]; _x+ 1 et e ‘_'.‘""“'"E
TR |

emmm=m Variations de la fonction f

H Ensemble de définition
Soit x un nombre réel,

. x —e -1 1 e
ma: x£D x+1
Dna- S =7 20 Ce+ 1) N E{‘I}j _ * ¥
Donc = w1
- —h-’\ — —_—
s 3 Dy=]-e:-1[UJ1 i 4 osf
B Limites

La fonction wu:x—> ln e s % est la composée de la fonction v:x— i"’ :11 suivie de 1n.

Limites en + - eten 1

. x+1
lim =71
T x lim 1n“’i=n, car : x‘”*""‘t__l
: I;@ L il lim InX=0
uE A '
: X+
I ! ] — =+ %
E - ]_i.IIIIl}_‘I:l'.":'_q-"l‘:--i-::-:-F Car ! I':_"'II 1
'_"-"m. .r;b._'! xr—1 H‘E_'_ 16X = + oo
u=lnew
On en déduit que : }ti13}1+_wf{x] =+ et yg.lf[;]_ = 4 oo
Limitesen-=eten—1
On obtient de méme lim flx)=-c et 11m JW=—e
H Dérivée
Détermination de la dérwée _—p o oy
La fonction [ est dérivable et, x étant un ¢lément de D, fx) = 2 + ( — 1) xS
: 1, 2[x2 = 2]
dron pour tout x élément D, f'(x) = -

Signe de la dérivée
Ona: pour tout x élément de Dp, 2% —1 >0
donc: J'lx) est du signe de x* - 2.
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B Tableay ¢, v

__f___"“‘“ 49 ief 1 + o

o
Lf) _/E@ %%*‘\ﬁﬁ)/“

o —

- JE+1
f{*51=-25+3+1nﬁ_1 ; f('ﬁl=-2ﬁ+3+lnﬁ_1
JZ +1
JZ—1
Ona: fl-/z)<o car: -2/2 +3<0 et E+1<1-
J2 +1
Ona: f(f2)s¢ gar: 2/2 +3>0 et Tz -1 > 1.

La fonction fest donc négative sur ]- = ; — 1[ et positive sur J1 ; + o[,

mEmmmm Représentation graphique de la fonction f
Le plan est muni du repere (0, 1, J). Désignons par (6] Ja représentation graphigue de f.

B Asymptotes
Asymptotes verticales
On a vu que : ng}l_if[x] =—o gt Ll?if{x] =+ oa
donc : [‘E/] admet deux asymptotes verticales, les droites d’équations : x = — 1 et x = 1.
Asymptote oblique

. oy _ 1 x+1_ . ; _ {RT S X+1
ot:  lm l)-(x+3=lm WmIti-g [et: lim  [flx) - (2x + 3] = lm InT-s=0
donc : (67 admet une asymptote oblique en + e et an — o, la droite (L) d'équation : y = 2 + 3.

Position de (6.] par rapport a son asymptote oblique (L)

Soitx un élément de D. Ona: f‘[x)—{2x+3}=1nii; et x+1>x-1,

Pourx>1,ona: x+1>x-1>0 Pﬂurx<-‘1u0nﬂ:ﬂ>x+1;x_.-_|
X+1

; x+1 BETE
donc: ——5>1 ; lllx_lz-ﬂ donc : Fo1<1 ; h]x+i<ﬂ
(6 }J est au-dessus de (L).

L =

{‘81; est en-dessous de (L).

M Tangenles

(6] admet deux tangentes horizontales aux points A et B d’abscisses respectives —

J2 et (2.
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L

] Construction de [‘6'}_]

Tableau des valeurs approchées  [HiiHH i e R g
ST e el e
-3 = ?14 ;—_— AHad 2ananlg 3 gul [a5a22 b :‘: HHENE :_ ;rTF_ LA
b HHH B | = r L T iy ?‘
il —55 e Eiit=zisipelts HE | e A
-3 -2,3 S T I e (6) A
. RarRasignasiliseins HIH | =iy 10 =1 faalizas j_fﬁ:%_‘ A o
-2 -2,1 L __11 Saicain FE a1 . !:-;H_.’:rf LT TR
-1,56 -1,6 fEEEsoinisranandn; HHTEA B Eeseceatiees? T+—T4'::-.-¥
- 1,25 -18 e e e R e T
1,25 7.7 T T AT e e e iyﬁ;: RS
1,5 7.6 e Bl e e Rl s e
: - L e e e
; R T R R G AR Fb R R e
3 9.6 R R '-ﬁ% daei il Iu L EREH Fr e
: P [T [ R LR e  FEE A | B R T przisem:
4 11,5 A P TR | R E;/}{ e : FEE R e e
5 13,4 | i) dabHIL il e i SiEizaapieiincicts
: TR e e e
Fenétre de construction : HEEH T A & +"’ R |s=3icitai ittty taseicacad
Xpin == 9 3 Upin=—"5 H (A e\ (R i e iE= H
X =5 i Y= 14 AT [ e e e e
e i E 11.:".:}:?! aEITE| fEasiaeen TT—t ien :
Repére orthogonal (0, 1, ]) ; OI =2 O] [ i e ] [RH e e ': :
Unités graphiques : 1 cm sur (O1)  H LAl {iisies (e adaa il H

emmmmmm Propriétés géométriques
M Centre de symétrie
— Les droites (L) et (O]) sont sécantes au point 0'(0; 3).

Le point O’ semble étre un centre de symétrie de (€.
Controlons par le calcul cette conjecture.

—Désignons par g la fonction ayant pour représentation graphique, I'image de (6 par la translation de
vecteur E-]TEJ
Or: 00=-3 5f

donc: pour tout x élément de e s =1L U J1; + oo, glx) = flx) + (= 8) =2x + In iii .

— Etudions la parité de g.
L’ensemble de définition de g est Dy, il est symétrique par rapport & 0.
Soilt x un élément de D

—x+1 x—-1 :
Ona: gl-x)=-2c¢+In Xt =—2x+hn — =—-2x-In il = - glx).

-x-1 x+1 x-"
d'otr:  pour toutx lément de D, —x ED, et g(-x) = - glx).

dond 0’(0 ; 3) est un centre de symétrie de _{‘Eﬂ.
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s R R S RS

EEEEmm Variations de la fonction f

B Ensemble de définition de f
_‘_:':'— : — D'r—_- ]'D i+ “[ \
0 1
H Limites
Limite en 0 % | li {
Oras lmfe) = i, (- )~ im alne =0 im0 ]
Limite en + =

i

La somme des limites donne une forme indéterminée. Transformons I'écriture de flx) en mettant x2 o
facteur.

Ona: Pourtout x élément de R:, flx) = xz(l - —1£ - IE)

B X
: . o . 1 lonxy
i m pedsiet B (1o - TR)=1
| ] i = 1TTy i s 1 T E = 4 oa i -
domo: lim, )= (lim, o) x (U, (- - 1)) -+ lm, )= v
H Dérivée
Détermination de la dérivée -
fest une fonction dérivable sur 0 ; + o] et pour tout x élément de R* , £’ (x) = 2¢c— -% - Inx
Signe de la dérivée _ 6
Nous ne savons pas résoudre algébriquement l'inéquation : 2x— = -x20.
Etudions donc le sens de variation de la fonction dérivée f* pour déterminer son signe.
. e prcy_ 2x—1
Pour tout x élément de R* , f"(x) = = r o 05 o~

x étant strictement positif, /”(x) est du signe de 2 — 1

f”(-l'_) - I:éj §i
Du tableau de variation de /" on déduit que :

— la fonction /" admet un minimum en 0,5 £ \ /
| In2-02

— pour tout x élément de JO ; + [, f{x}) 21n2-0,2 > 0.

B Tableau de variation de

/10,5)=0,5 o =
fo.5)= 0,5 2 05 +
L'étude précédente suggere les remarques suivantes : [ +  [Ing—0g] +
J est continue et sirictement croissante sur 10 ; + [ ; fx) | i
elle détermine une bijection de 0 ; + eo[ dans JO ; + . o |

A I’aide d’un prolongement par continuité en 0,
:! QII] ﬂf {x]

. - ) pourx € R
on détermine la fonction g définie par: { gl0) =0
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pummmm  Représentation graphique de la fonction f -
Le plan est muni d’un repére orthoganal (0, 1, J). Désignons par (€] la représentation graphique Alak

fonction g & donc pour représentation graphique la courbe (€) u o).

@ Tangente en O a la courbe (@ A U {0}
fitudions la dérivabilité & droite en 0 de g ;

_ g -gl0)

Ona: U
: -‘3"“ X

=1lim
X1

done :

B Construction de [.'iﬁj)
Tableau des valeurs approchées

x fx)
0,5 0,4
1 0,8
1,5 1,3
2 2,2
2,5 3.4
3 5,1
‘3,5 7.1
4 9.6

Fenétre de construction

i Ymin ™ lﬂ_
=10

Repére orthogonal (0, 1, ])
Unités graphiques : 1 cm sur {O1) et (O])

{x—-jﬁ'—Hlnx}_:+m-

La courbe (¢) U (O} admet en O une tangente verticale.

TTFY

L
|
1
L

T
¥
L]
I
T
LS

T T T e et e T

}
T
=

o
i e
L

1

o T

mEmmmms Propriétés géomélriques de (6,)

H Point d’inflexion

Onavu que f” admet un minimum en 0,5. Donc, le point B de (€] d’abscisse 0,5 est un point d’inflexion.
La tangente & {‘EI] au point B a pour coelficient directeur 1n2 — 0,2 (soit environ 0,5).

H Branche parabolique
Onavaque: lim f(x)=+-ce
X =3 +oa

Soit M un point de (¢ d'abscisse x suffisamment grand. Etudions la position limite de (OM) lorsque x

tend vers + e. ) _
Le coefficient directeur de la droite (OM) est

W -
dopne: lim —— =l
x—r4w X X=+

im_ fx—3—Inx) =

Jix)
e

1 . 1
LlI_l}iwI[.'l ~Bx

—

Par conséquent,

La courbe (€) admet en + « une branche parabolique de direction (QJ).
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—IP1. La fonction logarithme décimal  putilisation d'un outil ntim.

. trant
Ce TP a pour objet d’apporter un complément de cours, tout en mof

rigue.

mummmms  Définition - propriété

On appelle fonction logarithme décimal, la fonction notée log définie sur 10 P

"
logx = -ﬁxm

Toutes les propriétés de Ia fonction In restent valables pour la fonction log.

* Calculer : logl ; log10 ; log10? ; log10" [n € Z].

* Dans le plan muni d’un repére orthonormé, tracer les représentations grap
log pour x élément de 0 ; 10].

hiques des fonctions In et

memmmm Nombre de chiffres d’un nombre entier naturel

P e Y

e o e it e

e e ——

[Ngtanlun nombre hermamrel.non nul démonh:er que ,Je nombre. ﬂa nhﬂfl'ﬂﬁ ﬂﬂ N dﬂﬂsfb'ﬂn é'ﬂl'ltll--J

re décimale Bsf_._._ gala:
PR Tt LR 1.,.5[[&.51{) E(x] eltla parl]l! entiére: dex

[.- e . 3
g i 3 e R R e e

Soit p un nombre entler naturel.

On admet que : p est le nombre de chiffres de N (dans son écriture décimal) < 1071 < N < 102

Par conséquent : p est le nombre de chiffresdeN & p-1 < logN < p
< p—-1=E(logN),

s Aver cnmbiﬂ]]-de chiffres S’éﬂl'i'l_'_ le nomhre 53000 7

EEEEE R R R EEE R R R R E R e R R R R R R p R R R e R e R e
Informations scientifigues
En Chimie
L/acidité d'une solution est mesurée par son pH :
PH =—log[H,07]
[H,0"] désignant la concentration de la solution en ions H,0*( en moles par litres),

5]

En Sismologie
La magnitude M d'un’ séisme d'intensité I est mesurée sur I'échelle de Richter par:

M= lng( Il[]_)

mmmuanmmmmmmm:.m@ E

1, désignant une intensité de référence.

En Acoustigue
L'intensité ¥ ( en décibels ) d’un sen de ]:I‘I.IISSHI.I.GE P est définie par :

g = lﬂlng(@)
1)

@ désignant la puissance d’un son au-dessous duquel aucun son n'est
humame

rr;rém-_ﬂmmmmmanmr_ﬁmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmmu‘ﬂmmmmmmmmmmmmmmtﬂjmm

auditible par I'oreille

o) R R R R R R R R e R E R

EERREEEREDEREE
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Fonction logarithme de base a
a est un nombre réel strictement positif et différent de 1.
La fonction logarithme de base @, notée log,, est définie sur J0 ; + o[ par:

log x = -ﬁ}& x Inx

i
——ee

[Bn veut étudier et reprélenter Em}}hlquement T fon et lﬂsn

e e e e e s e
I--"" e i R z o i 10 e e

1. Etude des propriétés ﬂEéhnques ﬂB lﬂg R ST,
a) Calouler : log (1) ; log.(a) ; log,(a”) [n € ZI.

b) Démontrer que log vérifie les mémes prn_pnetés ¢) Démontrer que ;

algébriques que In pour tous éléments a, b ot de 10+,
C'est-d-dire : pour tous éléments x et y de ]0; + ==, log,(x) = log,(b) % log,{x).

log, (xy) =logx +logy

log (&£ = — ' déduire : S

.Dga(f!] higdx log En déduire:  log,la) = Tog, (B

log,/x =5 log x

log (x") =nlogx

2. Variations de log,_

« Fludier le sens de variation de la fonction log (distinguer les cas 0'<a<1 et a> 1).
» Justifier que log, est une bijection de 10 ; + o[ dans R.

3. Représentations graphiques de log, et de log 1

Le plan est muni du repére orthonorms (O, I, J).“
» Démontrer que les représentations graphiques (€,) et {‘Ei ) respectivement des fonctions log, et lng%_

sont symétriques par rapport & I'axe {OI). _
Pour cela, on ]usuﬁera que ; pnur tout x élément de 10 ; + =, f_«;ﬂ_ (x)=- f.x).

Construire les courbes (6,) et [‘61

4, Représentations graphiques .
La fonction logarithme népérien et la fonction logarithme décimal sont des cas particuliers de la fone-

tion lugmﬂlme de base a.

e = l0g(x)

logygfx) = logx
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Exercices #40

) =In(2 + %)
m— (5) Infxc— 1) + Infx + 1) _
(8) In(5x+ 2) —In(x + 2] = In{x — 2)
: itio iete 9 Résoudre dans B Jes équations suivantes :
Defimtlon et propriete e

E ] St ey b _ i . o = ]
nsemble de définition (2) 3lnlx+ =1 [ In/zx —3 = In(6—x) 3 Inx

1 Dans chacun des’cas suivants, déterminer l'en- (4) In | 1,._,._,;, = 1n|x| [5] In|x- 1|+. In2x +1 |=0
semble de définition de la fonction £ de R vers R défi- Z
nie par : p—
{1.} flx) =In(2 - 3x) (2) flx)=In|z- 3x| Résolution d’inéquations ,
(3) flx) =Inl(x+ 5)7 (4) fl)=Injx+5 40 Résoudre dans R les inéquations suivantes ;
(5) fix) = ln(?;r; 3) + In(5x - 2) (1) In(tnx) 50 (2) Inx<3ln2
8 flx)= ln(sx—::") (7) f)=In ’g——-—:g’ '(3] (@ -x+1)21n(2-2) (4) (1-I1nx)(3+lnx)2p

(5) (ln?) <1 (6) In(x*-9)<0

Résolution de systémes

Caleul d’images

2 A Yaide d'une calculatrice, donner l'arrondi

.- d'ordre 4 de chacun des nombres suivants : 11 Résoudre dans R? les systémes suivants

(1) In(0,07) (2) In(6,928) i 2Inx + Iny = 1

(3) 3ln(1,04) (4) Lin(0432) (1) fix + Iny = In2 () { 5l + oIy = 4
3 Calculer la valeur exacte de chacun des lnx)(lny) =- 15 2 +yt=29

nombres suivants : ' (3) {{n[x;] If— 2 @) { Inx + 1oy = In10

(1) In(e?) (2) In(3 (3) In(fe) |

(4) In(%- (5) In(e?/e) (6) In(/e)? I S et
() Dérivée - Primitives — Limites

Transformation d'écriture L
Colcul de limites

4 Exprimer en fonction deIn2 etln3: T
12 Dans chacun des cas suivants, calculer les

. g s
(1) 1n32 (2) 1“(‘4‘) (3) 21“(?)_ limites de la fonctions fpour les valeurs indiquées :
(@) In/2 (5) In(3/2) {6) z}n(J%) (1) f:er %.—lnx. en 0 et en + so
(7) In36—2ln12  (8) In27 + 2Ins ~ 3In108 ' 2) f x> f; enleten+ e

5 forire sous forme de InA chacun des nombres | (3) £: e :l—xﬂ en 0 gt gn + oo
réels suivanlts :
(1) 8ln2—1n7+1na  (2) s ~3lno—In2 (@) f:x-x(-lov),  enOeton+ e
- 1
(3) In4 + 5 In9 - 2ln5 (4] lﬂ[{L?;+ 1?3_1“ = lnlﬂ,gnil o 13 Dans chacun des cas suivants, calculer les
(5) In(1+/2) +1n(1—-y2) (6) In(>5) + m(—T_) limites de la fonctions f pour les valeurs indiquées :
4 Gl & (1) f :xrIn(2 + x) en—2 '
6 Simplifier : (2) | fixvsIn1- x]. en m:m -;.w
041 1+211‘.‘| N o = gl-en

W ln(.lﬁ ;: + n}g_f} (9) /2> et + 3x-4), en 1 ctan + o
(2) ln( > )+lﬂ( T ) mf‘-”‘”“@ +%)’ enQeten+ =
Propriétd de fonctions Inou : 1?:1 Dans chacun des cas suivants, calculer les

7 Tans chsmia ks chs ifvints, dfmoatree qup imites de la fu:c-i_:l;ms fpour les valeurs indiquées :

fonction fde R vers R définie ci-dessous est impaire. 1) f:xm 1‘1( T 2). en 5 et en + oo
N =Inlc+2+1)  @fH=E=) [aeR] ; x—1
(1) fx) 3 @f:xm1(E2D, ongotens

tion d’équations ' 3 '
Résolution d'équati (8) f1 x> [c~2)In(x~2), en 2 et on + oo
8 Résoudre dans les équations suivantes::

(1) In(5-2¢)=0 (2) In{x—3)=1In(2 + x) 15 Calculer les limites suivantes ;

(3) In(x?—4)= In{1 —4x) (4) In(x?-2x+2)=1

(1) lig‘mw[x—-lnil (2) }tiin_h[:+ln[x|]
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[3] ?E+;«" 3r+2 [4] l.til—]}:ﬁ-ua(sxi‘a_ﬁln'ﬂ
ol
® I -+an£ 6) lim lox+3
e e o g

() Jim, ”(% + ln(%}) (8) lim (x " ln(_-t__ ))
X =3 foa e |

16 Calculer les limites suivantes
(@) lim Olox (2) lim felne  (3) lim (L + )

17 Calculer les limites suivantes :

In(x + 1) .. Infz -
e N T ]
. Inx-1 7 ;
® o S () tim Hnx=e

X3 X—=g

18 fest 1a fonction définie sur J0 ; 1 par:
fla)=—21 .
: x(lnx)?
Vérifier que :
pour tout x strictement positif, x(lnx)? = (fx lnx)2.
Déterminer les limites de fen O eten 1.

Détermination de dérivie

19 Pour chacune des fonctions f'de R vers R défi-
nies ci-dessous : '
1. Déterminer 1'ensemble de définition D,.
2. Justifier que f est dérivable en tout 'él{me_nt de D, ot
calculer f'(x).

(1) fir) =In(? - 2x +1)  (2) fx) = In(| 1 - 3x])

o fe = 22 @ flo = it

(5) fix) = JInx + 3x (6) flx) = Infx —5x

20 1. Déterminer la dérivée f' de la fonction f
définie sur 11 ; + = par: flx) =[x+ 1) [2In(x + 1)+ 3 1.
2. Démontrer que :
pour tout x de ]1 ; +ee [, e+ E)—Slx)=2(x+ 1).

21 On considére la fonction f définie sur R par:

{ 1) =1r.1(1': x?)

floy=0. N
Ftudier la continuité et la dérivabilité de fen 0.

,six=0

292 [ est la fonction définie sur R par:
flx) =22, sixr<1
o ]-I]-r = # = 1
Fi) =1 < BLESL
Etudier la continuité et Ja dérivabilité de fen 1.
Détermination de primitives
93 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
primitives sur K de ]a fonction f. .
[1]{".#—»2%_;, avec K=12+ =l

—Ax—2 Y
(Z]I:x'—’;ﬁx—'ﬁ. avec K—H

(3};"!1*—*!{;—[. avec K=10;+ e

1

(4) f:xl—!}ﬂ'ﬁ, avee K =11+

248 On donne 1a fonction S définie sur R par :

Jx) = xInx.
Justifier que fest dérivable sur ]0 ; + «[ et calculer =)
En déduire une primilive sur |0 ; + o de Ia fonction ln.

25 On donne une fonclion rationnelle f définie

par: [flx)= %

Démontrer qu'il existe deux nombres réels a et b tels

que: flr)= —S= 4t

Déterminer une primitive sur 12 ; + o= de la fonction [
26 On donne une fonction rationnelle f définie

Démontrer qu'il existe trois nombres réels a, b et c tels

v o 1 C
que: flx)=ax+b+ TRk

Déterminer une primitive sur - = ; %[ et une primiti-

ve sur ]—13- : + o[ de la fonction f

27 [est la fonction définie sur R\ (- *}?I par:

S} = Jx+1 .

: (Zx+ 1P
1. Déterminer les nombres réels a et b tels que :
pour tout x distinct de — L,

i a b

S =g NETE

2. En déduire les primitives de fsur |- 32— i + oo,

3, Déterminer la primitive F de fsur ]~ é— } + oof véri-
fiant F{0) = 1.

E tude de fonctions

Tracé de courbes

98 Dans chacun des cas ci-dessous, écrire f

comme composée de fonctions, l'une étant la fonction
logarilhme népérien.
En déduire (sans calculer sa dérivée) les variations de f.
Tracer sa courbe représentative dans la plan muni d'un
repére orthogonal, en expliquant comment elle se
déduit de la courbe de la fonction In.

(1) fixrs ln(% (@) fixr>3—lnx
(2) f x> |lnx (3) f x> Inlx]
(4) f: x> Inlx +3) (5) fixr>Infx—1)+2

 FEtude de fonctions

29 Dans chacun des cas ci-dessous étudier et
représenter graphiquement la fonction f de R vers R
définie par:

(1) flx) = In{2x + 1)

(3) f(x) = ln(1 - 2?)
(65) flo =Inllx+1])

=X
(2) fl) =77
(4) fle) = xlnx - x
(6) flx) =x - Inx

Fonction Logarithme népérien 103



30 ftudier et représenter graphiquement la fonc-
tion f'de R vers R définie par ; f(x) = = + lnx,
X

7
(€) étant 1a représentation graphique de f dans le Plin
muni d*un repére orthonormé, donner une équation dé
la tangente & () au point A de () d’abscisse 1.

31 On considare la fonction fdéfinie sur - Z; 2 [
. R TR g
par:  Jl)= 3¢ In3 7).
1. a) Démontrer quef'est impaire.
b} Etudier les variations de Ssurfo;2[ _ ,
¢) Construire la représentantion graphique () de fdans
le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1, ]).
2. a) Démontrer que Péguation flx] = %ladmet une
unique solution dans |-2: 2 |.
b) Déterminer la valeur exacte de cetle solution.

32 On considare la fcinction fde R vers R définie
vy _x+In|1-x
fig-xtlplioal, |
1. Etudier le sens de variation de la fonction I

par :

2. On désigne par () la représentation graphique de /

dans la plan muni du repére orthonorms (0, 1, J).
Démontrer que [€) admet un centre de symétrie-dont on
précisera les coordonnses,

Construire (€),

Utilisation d'une Jenction auxiliaire.

33 1, Btudier le sens de variation de la fonction
de R vers R définie par: glx)=x + 1 — Inz.
En déduire le signe de glx).
2, Etudier la fonction f'de R vers R définie par :

Sl) = (1 +3)inx.
3, Justifier que f détermine une bijection de R vers R.
4. Etudier le signe de flx) = lnx el calculer :
lim__[f(y)- Inx]

3. Dans le plan muni du repére orthonormé (0, 1, J)
construire successivement la représentation praphique
de In, celle de fpuis celle de f~1, réciproque de la bijoc-
tion déterminée par f:

34 1. Etude d'une fonction auxiliaire,
La fonction g est définie sur |0 ;- + o[ par :
9(x) = 2rfr —3lnx + 5.
En utilisant le sens de variation de g, déterminer le
signe de glx} suivant les valewrs de'x, '
2. Etude de la fonction définie sur 0 ; + [ par:

flx)= flue +x-1,

X
aj Utiliser le résultat de la question 1. pour déterminer
le sens de variation de f Dresser le tableau de variation
def _
b} La courbe (%) représentation graphique de fadmet pour
asymptote (A) ; donner une équation de (A).
Etudier les positions relatives de [€) et (4).
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cherche de primitives. '
i} ?Jﬂétenniner la dérivée de la fonction g, dfin:
10 ; + ol par: hx) = ﬁJ;rJE]nx. ie g
b} Fn déduire la primitive F de fsur o ; 4 i

] qui g
pule en 1. ah.

Positions relatives de deux courbes

35 On considére la fonction / définie sy, ), o
par: f{.t] = i;—ilm: , 6t on désigne par () s Courh,
représemative dans le plan muni d'un repare,

1. Etude d'une fonction auxiliaire.

v A iations de la fonction défin;
a} FEtudier les variations g nie gy,
0 ; + | par : glx) =x -1+ lnx.

" p) Verifier que g(1) = 0.

¢} En déduire le signe de g sur J0 ; + «[,
2. Etude de f2 _

a) Démontrer que : ,
pour tout x de J0; +oof, fx) =

b} Déduire de la question 1. le signe de f'(x) et les Varia.
tions de f. _

¢) Déterminer les limiles de fen 0 et en 4 o,

d) Etudier les variations de /[

3. Représentations graphiques.

o) Emudier suivant les valeurs de x la position relajjy,
de () par rapport 2 la courbe () d'équation y = Iny,
b) Déterminer la limite en + oo de f(x} = Inx,
Interpréter graphiquement le résultat,

¢} Construire la courbe (T7), puis la courbe ().

gly)
9,

36 A - On considdre la fonction g définie sur
10 + oof par: glx) =22 - Inx.
1. Etudier les variations de la fonction g,
2. Déduire de 1'étude précédente le signe de g(x),
B - On considere la fonction /' définie sur JO ; + o par:
2 f{.!]':.l“]' 1 +:m.'_
On désigne par (%) la représentative graphique de f,
1, Déterminer la limite de fen 0. Interpréter graphique-
ment le résultat,
2. Déterminer la limite de fen + ce.
Justifier que la droite (D) d'équation = x est agymplo-
le & la courbe (). PRt d A

;;;J]étermi[nar- la position de (g) par rapport a (D) sur
I 4 eal,

ﬁéfnuntref on particulier que (D) coupe () en un point
unique A que I'on déterminera.

3. Etudier les variations de Ia fonction £,

4. Déterminer Jeg valeurs exactes et d g
_ : es valeurs appro
chées 3 10 prag de /1x) pour les valeurs de x suivantes :
03 ; L ., ;
: a 1 X 3 7

5, Délel‘minﬂr Ie ﬂi].lt h - T' il
parallale 3 () Pt A 9€ (€) ol Ia tangente (T)




Fonc_tion exponentielle
hnepérienne

Dés I'antiquité, les mathématiciens ont utilisé les exposants pour ‘
I'écriture des grands nombres, '

Cependant, c'est seulement entre le XV* et le XVie siécle qu'inter-
vient la création des noms : millions et milliard.

S Comment lire le plus grand nombre écrit avec trois chiffres 2
s Ce nombre est 9% qui a 369 693 100 chiffres !
la nofation exponentielle n'a &t
SHEE inl‘ron'uf!,e' gqulav  XVIe  siécle
e et 'on fie peut oublier I'apport du
mathématicien écossais John Neper.
Clest au XVIlle sigcle, aprés la mise
42 en place du concept de fonction,
Wy qu'Evler (1707-1783) définit claire-

L ment les fonctions exponentielles et
= puissances.
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T
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© Phisaihaque HACHETTE

B 2 Ces fonctions sont depuis trés ufili-
B sées, car elles décrivent et permel-
e - L tent d'étudier de nombreux phéno-
ménes dans des domaines varigs
chimie, biologie, démographie, éco-
nomie.,,,

PR e

Jean Neper

mathématicien écossais — 1550-1617.
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.

—1.1.. Définition et propriétés algébriques gy
Bumm=m Exploration par les touches @ED et @ d'une caleulatrice

La touche comme la touche @) d'une caloulatrice dstermine une fonction,

Nous allons utiliser la démarche présentée au début du chapitre précédent Pour introqy;y,
nouvelle fonction élémentaire 2 partir de la fonction In. o

Ici encore, les conjectures émises 4 partir des résultats issus des manipulations,

seront contrg
démonstrations du cours. Olées Par g,

* Compléter les tableaux ci-dessous ; oliserver les résultats et émettre des conjectures sy fefihe
des fonctions, :

liEC[lvlté

13 =20, -16 _5:3 = 13 08 S4 7.2 81 m
OlGIG) -
Emmsmm Définition !

La fonction In étant une bijection de R% dans R, elle admet une b

Définifion i
'On app,ellé"._fﬁhcﬁim éxpam.inﬁéﬂs Jié;_'iérienne,-
népérien. On la note : exp.

u—tl&.auua

jection réciproque de R dans Rz,

-

l*aﬁﬂicéﬁnn réciproque de la fonction Ioga;-i_
Pour tout x élément de R, pour tout y 6lément de Ry y=explx) & lny =x
expaln Ineexp

|
RE—N o P o B 2P g R

l 4 | 4

idp3 idp

=y o e BT TIR T e s S i —

mmmmmmm Conséquences immédiates de la définition - Propristés algébriques
Activité 1

et M e e ot P

- . T ey oy ey i i

‘Les fonctions In et exp étant des bijections réciprogues,

| —caloulerexp(© etexplt); "

= donner lesigne de exp(x), x étant un nombre réel quelconque.
Activité 2 -
De la définition de la fonction exp, dédiite gite la foriction exp est une hijection strictement croissas:
te de R dans Ry, ' ' : :

Traduire cefte stricte croissance en complétanit Vsgalité et Pinégalité suivantes, @ et b étant e
‘-'ﬁﬁji’:li'riéﬁ.:,'r'éni.ls“f:: expla)=exph) . & ..

Activité 3 o

[alef b sont des nombres réels, ¥ un nombré rationnel;
'On veut démontrer la propriété fondamentale (1) st s6s co
‘(1) ‘expla + b) = exp(a) x exp(b) F (2)

(@) expl-b)=

nséquences [2)1 (£]] et (4) ci-dessous.
[eplall-=espled
-- _ ExXpla
R : @  expla-b)=

Pour cela, on pourra comparer le logarithme népérien des deux membres de chaque égalité.
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gguemmm Notation e*

Soit run nombre ratipnnel. Ona:lne =rlne=r

In et exp étant des bijections récipraques : pour tott nombre rationnel r, Ine” = 7 &» e = exp(r)-
On convient d'étendre aux nombres réels cette écritufe. D'ol la nutatiur: suivante :

Pour tout nombre réel x, exp(x) = e*. _|

Eemargues
- Sur la caleulatrice, la touche g d_gnne ﬂ[?f.‘é_s a Iﬂ-foncﬁon exp .'EHE donne :_-E#"ﬂ..:?:s: 231 323_'-

_ Avec la notation €%, les propriétés algébriques se traduisent par les régles de calcul sur les puissances.

Exemples
gix o= xdagmscen | L _gh
e’ '

= .o —

T e T S T =

—— - s e

pemezm Tableau récapitulatif des propriéiés de In et de exp

@ Les fonctions In et exp sont des bijections réciprogues

In: Ri-> R exp: R —» R:
x = Inx x e &

Pour tout x élément de B, pour tout y élément de R3,
Iny =x & y=¢°

Pour tout x élément de R, Ine* =x Pour tout x €lément de RY, elor = x

In1=0 2 Ine=1 el =1 3 el=e

@ Les fonctions In et exp sont strictement croissantes

Pour tous a et b 'é‘.lémenis de R}, ) Pour tous a et b éléments de R,
Ing=Inb & a=b ef=¢l & a=h
Ine <lnb < a<h er<ed & a<h
Pour tous a élément de R, Pour tout x élément de R,
Ina<0 < a<1 e“>0

Ina>0 & a>1

@ Les fonctions In et exp possédent les propriétés algébriques suivantes

Pour tous a et b éléments de R, Pour tous a et b éléments de R,
Inab =Ina +Inb g2 +b = gt x @b
In 4= Ina - Inb ga-b

mE xercice

1. @ Kcrire sousla forme la plus simplalpussihle : (5) b7 6) o-bs
@ Infe (2) lne"® (7 Infe @ Ine”
(3) e*e (4) e'ns () e -lne* (10) glnist} ginx
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—1.2. Equations - Inéquations

mmmmmm Exemples d'équations et d’inéquations des fypes e'd = 4. ; el _
Pour résoudre de telles équations et méquaﬂans, on Pﬁ'ﬂt prendre le logarithme ﬂ'-’Pérten de n'&urs

i S R s Em}
Résuuﬂra dami R, l'é uahun e o o T
i 8 e |

Résolution de (E) Résolution de (1)

(E) et=3 =4 m e <

In(er-3) =In4 In(e*~3) < lna

r*r—3 = 11]4 &= 3 < ]Il4
x =3 +In4 * <3 +Ins
S = (3 + 1n4) Spy =1 =213 +Ing[

» Justifier les deux premiéres étapes de la résolution de I'équation (E) et de I'inéquation (1),
R B e 1 s TR T T
B i i e <ral e et

On sait que I'exponentielle d’un nombre réel strictement positif est un nombre réel strictement Posilif,
donc,
— 1'équation (E) et 'inéquation (I) n’ont pas de solution : S = DetSy=0.

— I'inéquation (J) est vérifiée pour tout nombre réel : S =R,

mmmm=m Exemples d’équations et d'inéquations des types Inu(x) = a; Inulx)< a

Pour résoudre de telles équations et inéquations; on peut prendre I’exponentielle népérienne de Jeurs
membres., ;

PhCEi e T e
= AT T e

' -;-_\l.-‘lféquahnn'-el"l'méquailﬂn smvan:es e
(B) In(r+3)=-2 o ‘o In(x+3)<-2

— P ———

e e e e e Ve P e = T T T

Résolution de (E) Résolution de (I)
Ensemble de validité : ]- 3 ; + [ Ensemble de validité: ]- 3 ; + =]
(E) In(x+3) =-2 (D Infx+3) <-2
 explin(x + 3)] = expl-2) explin(x + 3)] < exp(-2)
x+3=e2 r+3<eg?
x=—3+e% x<—3+¢e?
Sy =1-3+e? Sy =1-3;-3+e7’

* Justifier les deux premiéres étapes de la résolution de I'équation (E) et de I'inéquation (I).

memmmm Exemples d'équations et d'inéquations polynomiales
Ce sont des équations et inéquations se ramenant aux types :
aflnxf + binx +¢=0 ; a{lnx? + binx +c < 0
ale* + bef+c=10 ; Al 4 B+ 62D
On peut se ramener a la résolution d’équations du second degré & I'aide d'une inconnue quxiliaire.
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e

. - - e

gésouﬂl‘ﬂ dans R, I'équation et l':iléqﬁaﬁuil suivantes:

~ (® 30m0f+slnr-2-0 £ @ a0nst+slnz-2<0

|
|
|
- —— — J

[E) et (1) ont le méme ensemble de va11d1'ta ]l] + m[
pour (E) et (1), on choisit ]a méme inconnue auxiliaire X définie par: X = lnx .

Considérons donc les équations suivantes

Considérons donc les inéquations suivantes :
3(lnx)® + 5lnx—2 =0

() 3(lnx)? +5loe—2 <0

(E) 3X*+5XK-2 =0 () 3X*+5X-2 <0
Le nombre réel a est une solution de (E) Le nombre réel a est une solution de m
equivaut a équivaul d

le nombre réel Ina est une solution de (E") le nombre réel Ina est une solution de (r)

- . Ty s '1
or, la ésolution de (E') donne : X =—2; X = % or, la résolution de () dopme : —2 < X <5 -
Le?zs}nluﬁons de (E) sont celles des équations (1) Les solutions de (I) sont celles du systeme (£).
et 12
(1) lnx=—2 () lne =1 @ —z<hr<s
x=pg2 x =gl a2 < x<alf
donc, 'ensemble des solutions de (E) est : donc, Pensemble des solutions de (I) est :
[B—z . 31!3} ]e-z ‘ eﬂal
Résnudm dans R l’équahnn et l'méquaiiun smvantes 5 :
(E) Bems- 2-9 i @M 3e+5- 250 |
LR ey £ SHEE AN ST CHH b SN Sl =
(E) et (I) ont le méme ensemble de validité : R.
On transforme V'écriture de (E) et (I) en multipliant leurs membres par.e* (en effet e > 0).
Pour les équations obtenues, on choisit alors la méme inconnue auxiliaire X définie par : X = e*.
Considérons donc les équations snivantes : 'C.unsidémzns done les inéquations suivantes :
(E) 3(e)*+5¢—2 =D (0 3(e")?*+5e*—2 >0
(E) 3X*+5X-2 =0 ) 3X*+5X-2 >0
Le nombre réel a est une solution de (E) Le nombre réel a est une solution de (I)
équivaut a . equivaut a .
le nombre téel ¢ est une solution de (E’) le nombre réel e® est une salution de ()
. i . 1
or, la résolution de (E’) donne : X=-2; X = % or, la résolution de (I') donne : -2 < X < 5 -
Les solutions de (E) sont celles des équations (1) Les solutions de (I) sont celles des inéquations
et (2). (1) et {2).
1 e 4
(1) ef =—2 (2) = () e2-2 (@) e >
(1) n’a pas de solution x =—In3 (1) n'a pas de solution x >—1In3
dong, I’ensemble des solutions de (E) est : dongc, 1'ensemble des solutions de (1) est ;
(~1n3) J-1n3 ; + oo

vl xercices mrrrissmmmm s s

1.b Résoudre dans R chacune des équations sui- 1. ¢ Résoudre.dans R chacune des inéquations sui-

vanles ; vanies :

(1) a:'i=53 (1) e™+is2
lo— dx =

() 20%*i—70s 14320 m il

(4) (lnx)2—-3lnx—4=0 4 () =lnr<o
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—2.1.. Représentation graphique et variations de la fonctigp, %

mmEmmmm Représentation graphique de exp

Le plan est muni du repére orthonormé (O, 1, ]). 3 _ )
Les fonctions In et exp sont des bijections réciproques, leurs représentations graphiques (¢

sont donc symétriques par rapport a la droite (A) d’équation ; ¥ = X.
H Construction de (€,,) et ses droites remarquables

[n_] et [(ﬁexp]

SHETEEE s
ThTT ] ] : ISR aami ;_'ﬂ[:[‘_,,_____-: HH
: e i b *':f-,:- 1
Egsiges ] [ T
i 5 -'!' i F HEE L :' m _'z :_‘:.:U.:E.-. - may
: ' 5 T
S EtEies ' £t A AT _J;'.‘-
T i Al
2 i : 1 AT
r} L} P | : ’2;;:%$ : ane
H /,. :. __-__!.'{. !}
. PR T
e T
T - . BpiduEnaan _;'!,' |
e 4 S
SRS i S
H Les droites remarquables de (€,
On a vu que la courbe (€, } admet : On en déduit respectivement gue (6,,,,) admet :
— une tangente au point I{1 ; 0) de coefficient direc- | —une tangente au point J(0 ; 1) de coefficient direc-
teur 1 : teur 1 ; )
— une tangente au point Efe ; 1) passant parle point O; | —une tangenle au point F(1 ; ) passant par le point O;
— une asymptate verticale, la droite (O]). — une asymptote horizontale, la droite (OI).

e Vérifier graphiquement que : pour tout nombreréel x, e*>x+1 et e >er

B Branche infinie en + - de (€,.)
On a vu que la courbe (6y,) ladmet en + e une branche parabolique de direction (OI).
On on déduit que la courbe () admet on + = une branche parabolique de direction (OJ)

gmmemm Tableau de variation de exp
Les fonctions In et exp étant des bijections réciproques, leurs tableaux de variations se déduisent Fane

de 1'autre.
x 0 1 <] o+ o i

Ine ] ()
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2.2.. Derivees ~ Primitives — Limites
punmmm  Dérivée de la fonction exp

B Activité
On: veur utiliserla: re I'ESI?:II“_TT[ e .
{l“ fo_n_l.':t_l_on e’ﬂf___ £X p y Al gl'ﬁ];lhique (%ﬂrp) El 1e calcul } ];llllll' tmuver 1o numhre dérivéena ﬂE!
Pour CE_’IEI R T e S R TS
— vérifier que le taux de variation en q de Ja fonction exp est la fonction : k > € X 'e'"!: 1
— donner une traduction géométrique de I fonction : h > ©-=1 ot en déduire lim & —2 ;
— calculer (exp)'(a). h r=»0 h
[Propriete TN

—

La fonction exponentielle népérienne est dérivable sur R et elle est égale a sa dérivée.

Pour tout nombre réel x, (exp)'(x) =

Démonstration

La fonction In est une fonction dérivable sur 10 ; + =[. De plus, sa dérivée ne s’annule pas sur ]0 ; + <[,
Sa bijection réciproque, la fonction exp, est donc dérivable sur R. Déterminons la dérivée de exp.
Soit x un nombre réel.

— En aplliquant la formule (f-1)'(x) = —~— , on cb YN, NIRRT
n aplliquant la formule (f~1)'(x) f’(f-‘[x]) on cbtient : (exp)'(x) I Texp(al
—En aplliquant la formule (fof -1)’(x) = x”, on obtient ; In’(e*) x exp’(x) =

memem== Dérivée de la fonction composée expou

Notation

" désignera la fonction composée expou.
La dérivabilité des fonctions composees permet d’obtenir la propriété suivante :

Si u est une fonction dérivable sur un intervalle K, alors e* est dérivable sur K et (e¥)’ = u’e®.

Exemple B
Considérons les fonctions fel g de R vers R définies par: f{x) =e¥*? ; glx) = e,
fet g sont dérivables sur R et lours dérivées f”, g’ sont définies par : [(x) = 5e3*+3; g'{x) = — sinx e°s*,

upmmmmm Recherche de primifives comportant exp

Achwte

s T —— Y ———— T TrR—— P

SfEEs T e

FDans chacun des cas suwnnts, Jetg sont des fonctions de R vers R définies m-dessuus
*Détermmer la démree de f; en déduire une _primitive de g.

+ 7 ... g g[‘t] e— A+ 7 . |
| (;% ﬁg :;"'x : gld=coscesr |
B (3. /0 = i gixl o o2

L
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; g2 'ﬂu;rgﬂgs prfmﬂ]'“l’ES.
La dérivée de la fonction e permet de déterminer dé - M-

Propriétel

ah] sur un intervalle K,

Si u est une fonction dériv > Jola fonctic n wet.

alors la fonction e” est une primitive sur

mEEmmm les limites de référence )
IPropristes e Ul e

- R - FE
. i =0 s [3} o =+
W m eere @ lme by, 3
., =1 _ L
(4) 1151 xef=0 (5) Hu'x =1
Démonstration

~ Egalités (1) et (2) : (voir paragraphe 2.1). s g gy
— Utilisons la limite de la composée de fonction pour les égalités (3) et (4).

Egalité (3) : | Egalité (4) o
Ona: pour tout x 6lément de R, %‘t..= % On a: pour tout xélémentde R, xe*=e*x Ine*,
n

ar: in TP im =4 oo or: lim e =0etlim XInX=0
o }EIEIH Lo 5‘}131- = InX ¥ r—3—wm x>0

. + I i: i i: oo dont :'HJII. x&""=]im B'r]_ﬂHt'= 0.
done:: :.'l:'ln—_ll+nu Ea l_rIE-p m ]II.'BI Ao e "y X——in

: T Y

~ Egalité (5) :-EF; L estle taux de variation en 0 de exp, donc : ]31_]30 i = £ = exp’(0).

mmmezmm Calculs de limites

Limite de fen ==
Considérons la fonction w:x s |2x—3].
Décomposons la fonction f (voir schéma) ; f= expeu,

: i 2x—8l=+c¢ im e
Or: lim l2x-8l=+e ot lim o=+ !
donc: lim e/2-3 =4,

X F —na

Limite de g en + o

g a pour ensemble de définition R* car: e*—1=0 o x= 0

2x +3 ' Co

¥-1 '

Décomposans la fonction g (voir schéma) ; g = poexp,

Or: lim e*=+c et lim 2X+3
X =3 4o X4 XN 1

2e"+ 1
; - =2.

Considérons la fonction »:x—

=2

S

: Hm
domcz Jm, “er— 1

Limite de g en 0
Pour tout élément de R*, g(x) =

2t
oy C@ef+ax 1

: s o s < ; ev—1
% 2e°+3)=5 ; 1=
etons:lim 2e7+3) =8 lime*~1)=q,
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Le signe de (e°— 1) permettra dong de calculer la limi
B e e imite &

Ona:

.gauche et la limite 4 droite en 0 de x '-*E;l_?

= x>0,

on obtient le tableau de signes ci-contrg -

. 1
donc: lim ——=—-w . ;
et -1 i 1 Z .
e -tI—Fne"—q"*'“ X |=ece 0 s s
A 2e* + 3
e = e-1| - +
120 gf—1 v
B Exemples d'n

Ty

| A b

tilisation de transfo

Calculons les limites suivantes: (1) lim  (x- e
- xﬁ+wx_

3 ¥ H 4 » . r i
rmation d’écriture pour se ramener 4 une limite de référence

LT =0

(@ lm <=5
— eoe
) (1{ }nus axjer @) Mm% i)

el S £ 3 B

. OJ ] i AR --l g S -- .._-- . i Z
Les opérations sur les limites conduisent & des formes indéterminées. Ramenons-nous a des limites de

référence.

® Une transformation d'écriture permet de calculer les limites (1) et (2) en utilisant : lim %‘
X =3 +.ooa:

En effet,

— pour tout nombre réel x,

= 4 o2,

ot PR
xr—e“=x(1 J.:]

— pour tout x élément de R\1}, .v:;it“.l = % '3 E:L—-‘l
e Une transformation d’écriture permet de calculer la limite (3) en utilisant :lim xef=0.
=) —em

En effet,

— pour tout nombre réel x, (5 — 3x)er = 5e¥ — 3xe”

¢ On remarque que la fonction x>

donc: lim
x=¥1

e't—e
xr—1

est le taux de variation en 1 de la fonction exp,

i' = [éxp}'[l] =6

WE X CICICeS B s #7777

2. a Dans chacun des cas sujvants, f est une fonc-
tion de R vers R définie par une formule expli-

Calculer les limites suivantes :

2.c

it (1 lim_(e—x)
cite. o lim,
];éterminer I'ensemble de délinition de fet sa i i s
. g | X3+ — 3
dérivéa [ =
L = (3 ‘. =
W W= @ &= %
| (@) LII-Eq- _[g.a: - 3)e*
s chacun des cas suivants déterminer une & ¢ 1'_ ot
&b IE:’:iIIITTiEVZ sur R de la fonctinn:f'da R sur R défi- (5) lim =5
nie par: ‘ i
(1) }}(.t} =% (6) E,}M ]
= - F2e=1 | e
(2) flx)=lx+1e” 0 tim,

(3) flx)=e>*?
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mammmsm Variations de la fonction f

M Ensemble de définition B : T

On a : pour tout nombreréel x, e*>0 et € *>0, o [ T
doli:e*+e 20 donc : D—.‘": Rz
H Ensemble d’étude

On vérifie que f est une fonction impaire.
On peut donc prendre pour ensemble d'étude I'intervalle [0 ; + e[,

H Dérivée
— La fonction f est dérivable sur R, car les fonctions x — &* et x+> e~* sont dérivables sur R,

— Soit x un nombre réel,
(" —e et +e ) —(eF—eIlet+e ) _(eF+e )2 —(er— e *)?

) = =
ST (e*+ e %) (ef+e %)
o 4
donc : our tout nombre réel x, f(x) = ———
P F =
— La dérivée f' est donc positive sur R.
H Limite en + o
Le quotient de la limite en + o dum_n-_:»:m_}e forme indétermingée.
Transformons |'écriture de f(x) en metta‘n’t €~* en facteur au numeérateur et au dénominateur.
On a : pour tout nombre réel x, f(x) =< : 1 ;
La fonction f"est donc la composée de exp suivie de la fonction rationnelle u : x H.%;
E CD lim & =+
f.: X— oa
| or: P d 5 i =1
' _@ it xz_ 1 one : LJ_E+ i f{x)
: =1 :l
' X=X 41
[=ucexp
B Tableau de variation sur [0 ; + e[ - 5 —
i "
ftx) E{b_’_’_______’ 1
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gummmm Représentation graphique de la fonction f
Lo plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J). Désignons par (6] la représentation graphigue de f.

@ Asymptotes & (€) en + =

onavuque: lim  flx)=1.
ponc (6] admet en + o= une asymptots horizontale, la droite d’équation : y = 1.

@ Tangente au point O
La tangente & (@) au point O a pour coefficient directeur 1.

@ Construction de (%6 rj
Tubleau de valeurs approchées Fenétre de construction
5 : 3 e B L o ==1
x 0 05 1 15 1,9 2.0 Tmin 2 3 o 1
: = L max = » Ymax
Jix) 0 0,46 0,76 09 0,95 0,97

1’étude précédente permet d’cbtenir la représentation graphique (%) de la restriction de fa [0; + <L
{Cﬁf] est alors obtenue a 'aide d"une symétrie de (‘6,) par rapport & l'origine O du repere.

E - H-- Ho4H ——— ] i T y T T Y o Y g e i 3 s - e FEH
s G e R SR e s i
prEny . mman i T T T e e -'T——."FE;ja T
EmBE ] 1 4 Ewnms SR LN TR Emmal i
i ; T L : = P e T
T T TriT X e n i e
u T ; il' 5 Horr il. } HHH ; EEard famamzRARaRa H- EEa e A Ea m e sl AL
T ) S A s L - —- —+H = T 1 Tt ima
H t T | WA AR R EEA jms 4 o R s & Ll t it S E o Ty :'_F
b Il-i !IHIrI.I ",ll. Ji_!—. L i,:, ; L':Ili = l‘i R T HER fissaibores, TR :J__-L'_' S s e =
- I L L + - ] i Il 114 } I [ B -
T L PR e H e e e P e e e TR T -
e e T e SSAEETEEES) | taatinaiess 2 )
[t 1 | bt L T I I Mg il g !_'-' . - e i t N
1 H m - T 5 t T ‘I’ v HH + : el 2 n
H P BEMAmAmE e ; P e ; g e ninn
T i 1 T 1 T T T ] . 1 Il [ L — T
I'F'I ; I I 1T 1 1 | - :r il = T I __H___ FE— : +T T
2 : RaaEsist T ] e e
I L ) 1 > et B L o L1 T g L] - |
T e e e e e e e e CH B ; SSEitaztEas
WL pmyaal rpna A AW e T SEgE 1 i N 1 ;

- - e p T - ] - b T P R il
T e DA e |
- ] T N e mpeaaad [EEEEA pEnas F EeEpaarandIuzn o T =
i e e e T e e e e P e P e s b e

L H- L + t P———.!. .j.,,-.rl—-— T T : : L P ey b
T A e e e mmkad punddm E i m e 1 1 R
iEiss: _.‘;['::' S H T _..--:jr'fl'."'d REEEFRaRt fuun e e P e b
H I A H n “r T4 i am K I T T T T L
i P T AR Tt T e A e e S e e B et amarwr ey i
i FE R - T T H T il ] :I:'-'-_}tE | R I T s
CLlEF pu s ‘_a..-l-.iféa..-- =] REREES + oy . .

t T BT im1 i T am HY T H FEA HAEFHE R = _T"_"! B A m e in R

' FH e e P R e : FErH i PR H e e aan s Ly maam et s s A anad e
BT erm s aam TEHH ey R R e e | T

A S AR i taapxaal bR P e e e e P T
maadis L FEHE E HEH HHHH T e b1 P n

O o ) i o - 2l ! CE T e !

: Sia e il i et R e Rt e e
iRRsac fafEECEE H aesianfagiact R P [ e R R e e
H

pmmmmmm Propriéiés géométriques de (6;)

B Centre de syméirie ‘
On a vu que fest une fonction impaire, par conséquent le point O est bien un centre de symétrie de (CG_',«L

M Point d’inflexion |
Puisque le centre de symétrie O appartient a (%), la courbe (6] traverse sa tangente en ce point. (On dit
que le point O est un point d'inflexion de (€/).
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—3.2. Fonctions définies par intervalles

sl ot s

=t
ers R

 définie par

o=

mmmmmmm Variations de la fonction f

B Ensemble de définition
e —— "
& Df;;‘h“"‘-
& _ -
— ]
M Limites = —
im _fG)=lm xe*=0 lim  fl)=0o
lim flx)=lim xlhx=+e lil_i}1+mf'[x]=_+w.
X =) + oo X e
—
B Dérivée

® Sur |- e ; 0}, fcoincide avec la fonction gdeRvers R définie par : g[;ir_] '=.=:e=.
g étant une fonction dérivable sur R, fest done dérivable sur J- e ; 0[, dérivable & gauche en O et on g,

f(0)=g'(0)=1

pour tout x élément de - ; o, [fx)=g'x) =11 +ﬂ

d’oi ; pour tout x élément de }- e ; 0], f{x) est du signe de (1 + x).

e Sur ]0 ; + o[, f coincide avec la fonction h de R vers R définie par : h(x) = xInx.
h étant une fonction dérivable sur J0 ; + «f, fest donc dérivable sur J0 ; + [ eton a:

pour tout x élément de J0 ; + ==, [(x) = hlx) =1 + Inx

d’oi : pour tout x élément de J0; + e[, 1 +1nx20 & x ze t,

o Etude de la dérivabilité 4 droite en 0 de f ‘
La fonction h n’est pas définie en 0. Utilisons donc la définition de la dérivabilité & droite en 0.

n’est pas dérivable a droite en 0
& =f0) _ o, hE —f10) _. _ fr’estp _
};n-;}a x—=0 .rlgrna x .lrlglu Inx=—oo, ot .l:il_l;u Slx) ;f[ﬂ] s
HE Tableau de variation
i ) _1 D E‘* e
pm [ - @ . O - 0 s
4]

pmmmmsm Représentation graphique de la fonchion f
Le plan est muni du Iep ere orthogonal (O, I, J). Désignons par () la représentation graphique def.

@ Tangentes

_ La courbe (&) admet des tangentes horizontales aux points E(-1 ;- ¢~1) et Flg=1 ;- 1) ‘
_ La courbe (¢,) admet au point O une tangente & gauche de coefficient directeur 1 et une tangente Ay

te verticale.

{416 Fonction €X
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Asym totes
:a- :nUItFB (‘E)'.-] admet en — = une asymptote horizontale, la droite (OI).

g Gnnﬂh’ﬂﬂﬁﬂn de F@f]
Tableau des valeurs approchées | "
x 24 | =1 | =06 [=0& [ 0 [.00 [ os [ 3 [F12 ‘13.4;r =
f[x} (j',[:'? [];36 -~ 0,32 —-026 0 - 0_'32' I 0{30 0 ﬂJE.I 0,4 .

Fenéire de construction
Xmin = 4 ;i Yun=-—1
= 2..5 =] 2

3 Ymax
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pmmemmm Propriéies géométriques de (€;)

E Branches parahuliques
7 = 4 9,
On a vu que : _lrlﬂh.ﬂ'ﬂ

rabsci i ent grand. Etudions la position limite de (OM) lorsque x
Soit M un point de (6,) @ abscisse x suffisamment gr

d vers + == x G &xj-ﬂ Mi}:lim R,
!ﬁ]:m:?ﬁciﬂnt de '[OIVI] est I.Er_) ek !tn—l;l-ruh X ]i'u-?a-u X X = + o0

La courbe (%) admet donc en + e une branche parabolique de direction (0]).
a Co ) & .
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