—IP1. Etude de la continuité et de la dérivabilité en x,
Ce TP a pour objet de fournir un exemple de fonction nécessitant une étude spécifique & yng Exirg
de I'intervalle sur lequel elle est définie.

Exp;g_ugm commenté e e
55 st'la funn‘liun définie sur [0 1] par ThTARR \ AR
E {ponrx €1lo; 3 1], J)=(1-¢ “‘]lm:

e

t

Jo)=0

Eﬁtl.'uimr la cnnﬁnu!t_g_gt_lﬁlﬁnfglg_llngan 0.

B Frude de de la continuité en 0

I s’agit de calculer lim fix) et de comparer cette limite & f{0).

En utilisant le pradu1t>des limites on obtient la forme indéterminée

— Transformons I’ énnture de f[.t:} afin d'utiliser des limites de référence
Sx) = (xlnx) £

—On sait que : lim xInx=0.

..t—_;ﬂ

e ez il e e e e B
i el

= On constate que : x> E_:;l est la composée de x— —x suiviede x> e‘x— 2 ;
) . s o A iz ' B’K-l_ | oo
or: ]3.1_:20[ x)=0 et;‘l;r_u.m X =exp'(0)=1
donc: lim £X=1 _4
=0 —Xx

— Par équent : lim _ y B0y

* conséquent : lim f(x) = (h.m .tlnx)(ln_a};u s )—l]
dong : lim f(x) = flo) J est continue en 0

M Etude de la dérivabilité en 0
Il s'agit de calculer : lim M

x30 Ir—-a

x30  X-— U x?;n £ (l-ru—llj-'ﬂ[i e_r])(i'l-i-;ﬁln;)
Or: limf1-e=0 e hm"i‘—ﬂ |
.r—v?ﬂ X
g
done : lim 18~/ %

x—};l] x—=0

f0)=0
IB2 Un exemple d'étude de fo

Ce TP a pour objet de présenter un exemple d
astucieuses d'étude de signe, de chan

Exercice commenté

Nction

'étude de Jonction e
gement d’écrityre, d’étude czTrI;:;EESRZieS mékhades classiqes <

T e e s, —-i-—-—_-—.'-—l—--'?'—ﬂ\“-_--..—n__

T iy
i3 § "'"'-*-n-,_+
. '.“‘“ﬂ--_:-......

;Etuiher et représentur grnphiquament la funmg"*" d o » .
- o mﬂ nar f[.t] -ln(x +1 + e"‘]

M Variations de la fonction f B
Ensemble de définition D de f
Soit x un nombre réel.

xEDf & x+1+exs]
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Or nous ne savons pas résoudre algshrigy . ; _
bour cela, étudions le sens de variag quement I'inéquation (I) x+1 +e=> Q0.

on de la fonction  de R vers B définie par: ulx}=x +1+e™"
La fopction u est dérivable sur R et ;

pour tout nombre réel X ulx)=1-— o x —oa 0 + oo

Le signe de 1 — e™ est-donné par la résolution de u'(x) = [0] +
I'inéquation : 1—e~* 20

On DbtiEﬂt . g <1 Iu_(x} \ EQJ /

—x =0 (car exp est croi
! 55
g ante)

Le tableau de variation de u montre que :
pour tout nombre réel x, u(x) > 0
P =
Pécomposition def ar conséquent, D,r R.
La fonction f est la composée de u suivie de In : f=Inouw

Cette décomposition de f permettra alors de déterminer la dérivée et de calculer les limites de f
Limites de f
Ona: lm wle)=+e et lm InX=+e ;  don: lim S =4,

Pour s caloul -deilu Hmi_!e P de u, la somme des limites donne la forme indéterminée : a===l.
Ramenons-nous a une limite de référence par une transformation d’écriture.

g 1 xe¥+e'+1
LRk u[x}=x+1+?=_T 1 d'ot: In(u{x)) = ln(xe*+ e* + 1) —In (%)

Pour tout nombre réel x, f(x) = —x + In(xe* + e+ 1)  (2)

Ona: Im (re*+e“+1)=1

xr— : d’oii ; Eg_ﬁf{x] =+ o

Dérivée Tableau de variation
u étant une fonclion strictement positive et dérivable
sur R, la fonction fégale & Inow est dérivable sur Ret : I d etk

o " — 0
pour tout nombre réel x, f'(x] = u'(x) [ Ej

u(x) =2

+
F oo
f’ est donc du signe de w’. fo \_ [ng] /
B Représentation graphique (€, de

Etude de la branche infinie en — =
L'écriture (2) montre que : Li.t_;ll_u[f[x} +x)=0.

La courbe (6} admet en — = une asymptote oblique, la droite (D) d*équation y = —x.
FEtude de la branche infinie en + « o
1écriture (1) de ulx) ne permet pas d'étudier la limite en + o de la fonction x >

_ 1 T I | i R i - I 117 S | 1 1

Ona: u[x}=x+1+e-,=x(1+f_;+—-,) (3) ol ; Setimnasy ".E'Xl“('l*}‘*_)
‘ e TR . ot s lim L)

Ona: le*m(1+?+———,)—1 ; d'ail : L:m+n; =0

La courbe (@) admet en + = une direction parabolique de direction (OI).

Position relative de {€ J.j par rapport a (D}
Soit x un nombre réel.  (flx) = (~x))20 & In (xe* + e+ 1) 20
(x+1)ef+121

x+1=z20
Par conséquent, (‘Ef) et (D) sont sécantes au point A (—1;1)

pour x > =1, (6] est au-dessus de (D) ; pourx<-—1, (%) est en dessous de (D).

e Construire [‘ij.
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Exercices

D éfinition et propriétés
algebriques
Simplifications d'écritures

1 x étant un nombre réel, simplifier les expres-.
sions suivantes :

(1) &5 (3) elnzelos (3] In(el)
(6) £ x Ine? x e 4 2 In(lne)

(4) In(3e59
[?} e_m..

. 2 x désigne un nombre réel strictement positif.
Simplifier au maximum les expressions suivantes :

(1) ex+ins nle - 1)g- Ine gl et
) e (2) e (] (3) 1o (4) ]]1{1'3."‘:]

Résolution d’éguations

3 Résoudre dans R les équations suivantes ;
(1) e¥*1=7  (2) =321  (3) e>*-1=6
[4.} BT A 5= 5) ee*?+2=1 {E] gt+l +.%= 2

B Reésoudre dans R les équations suivantes :
(1) 3etr+ 56220
(2) e +1 4 [ereei g
(3) (Inx)® + 4(lnx)2 -~ lnr—4 =0

5 Résoudre dans F& les éip_mtiuns suivantes :
(1} Inx=-2 (2) Inx = &
(3) In(x*) =16  (4) (Inx)2=16

6 1. Résoudre dans R I"équation :
Xt—-3X+2=0.
2. En déduire les solutions dans R de I'équation :
(lox)*—38lnx + 2 =0,

7 Résoudre dans R I'équation : (Inx)? — Inx = 2.
Résolution d'inégualions

8 Résoudre dans R les inéquations suivantes
(1) e>-253 (2) &°%>1 (3) e2=¥ing
(4) e**1-p20 (5) e*2<8  (6) é'"3+-g—sz

9 1. Factoriser : x2 + x - 6. _
2. En déduire les solutions dans R de I'inéquation :
(Inx)?+Inx—-6<0.

10 Résoudre dans R les inéquations suivanites :
(1) 2e* +5e*-3s0 (2) e* -Be -5 2
(3) 62+ 8e*+ 1550 {4) e*—4e+3>0

11 On considére le polynome suivant :
plx) =—x° + 7x - 6.
1. Ecrire p(x) sous lorme d'un produit de trois factsurs

remier degré, _
'.'c*.].ull]::isuudm dans R 'inéquation : e** - 7e* + 6 < 0,

120 Fonction exponentielle népérienne

12 Pour tout x de R, on pose
Plx)=2x"-x%—5x -2,

1. ) Vérifier que P(— 1) = 0.

b) Ecrire P(x) sous la forme d'un Produit ge ¢ .

teurs du premier degré. TOS fyo.

¢) En déduire la résolution dans R de lingquayi,

P(x)=0. o

2. En utilisant les résultats de la question 1,

dans R les inéquations suivantes :

(1) 2(Inx)®—(lnx)® - 5loxr-2<0

(2) 2lnx + In(2x — 1) < In(5x + 2)

» T68augdy,

Sysléme

13 Résoudre dans R? les systémes suivanig ,

e+l =2 e +el=7
W e B Yt
. (5ef—gl=19 In{y + 6) - lnr = 5
) {B-‘+9=3{l (4) {eﬁfehrﬁ -

14 Résoudre dans B les systdmes d'inéquﬂ'inns-
suivants :

gt =3 265+ 3% =13
@ {ge-y 23 O s
Dérivées

15 Dans chacun des cas suivants, délerminer la
dérivée de la fonction fsur 'intervalle X donnsé.

(1) f(x) = e*Inx avec K =0 ; + e[
(2} flx) =[P+ 4)e = avecK =R
(3) flx)= B:;;-e_—x avec K =R
4 SR)= ;:f avec K =R
(5) flx)= ——-::: ::: avecK=R
. (8) Sflx)=e avec K=R

1
(1) =L _ex avec K= ]0 ; + o
16 Pour chacun des cas suivants, on considére la
fonction fde R vers R définie ci-dessous.
1. Délerminer I'ensemble de définition D

2. Démontrer que f est dérivable en tout élément de Dy
et calculer f'(x).

(1) flx) = E-}'_ (2) flx) = E511-'_1
(3) flx) = glnx (4) flx) = (3x + 2)¢"
=g (6) () =(2x? - 6x + 7)

17 P est une fonetion polynémie ot a un nombre réel
Démantrer que la fonction f définiec de ® vers R par
flx) = Plx) e est dérivable sue R et que fx] = Qlx) ™%
Q étant une fonetion polyndme de méme degré que F.
Application

(1) fle) = (25 + 3)er (2) flx)=(x*-3)e ™
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48 Déterminer les primitives sur B, de chacune
d.B'-S fﬂn(}ﬁﬂns SU-WB-M-E :
(1) f':-r""'e_:“l' (2) fixwrsreX
(3] foxr (o 20+ Qe ra

. ) i€

B) [ixws g

49 fest 1a fonction définie sur R par:

[0 =z

péterminer Jes primitives:sur R de f. (On pourra écrire
flx)=1 - glx), ol g est une fonction & déterminer.)

(g) frx> et

20 On considére la fonction f définie sur R par ;
=1
ftx) TleF e 2)
1, (1) Déterminer les réels a, b et ¢ tels que, pour tout x
différent de —2 :
1 & bx ox
(x+ 2)% o x+2 [r+2)
b} En déduire une autre écriture de f{x).
2. Déterminer les primitives sur R de f

21 Déterminer les nombres réels a et b pour que
la fonction :
F:x~ (ax+ble~
soit une primitive sur B de la fonction :
[ix— (2e+1)e™™

22 fest 1a fonction définie sur R par:
flx) = (&* —4)e’.
1. Déterminer les nombres réels o, B, et ¥ pour que la
fonction F définie sur R par :
Fix) = (cx? + fir + y)e™
soit une primitive sur R de [,
2. Déterminer la primitive sur R de /' qui s'annule en 0.

Caleul de limites

93 Déterminer les limites suivantes :
— " i
(1) ];EDe*lnx (2) L]'E_q. Inxe
= 1

A =
. - L3 I
6 Y o ) B8

: e* i -
) U e (6], Yo, fes=en)
{?] lim E.; (8] lim i

x=0pt=1 rrtmEt=1

@1 Calculer les limites de chacune des fonctions
suivanies, aux extrémités de Vintervalle K donné :

(1) fixr—e = avecK=R
(2) f:x:—r% ngcK=lﬂ';+m[
(@) fixw—rxe™* avec K=R
(4) frxrx+1-e" avec K=R
(5) fixr> &~ avecK=R

@5 Calculer chacune des limites suivantes :

o et : e’

(1) lim 55 (@) Um _ 5ee—7

el — g™
X

1
(3) -1;’53;1 (4) E%I(x-i- 2]er

26 Calculer les limites de chacune des [onctions
suivantes, aux extrémilés de I'intervalle K donné :

[I]I:IH% avecK=1-1;+=[
(2) f: x> h(ii—ﬂl avecK=0R

27 Calculer les limites suivantes :
(1) lim e'-3 (2) lim_ R
@ ym_& o) i, S

. i e?‘-"i
) lim

. ox2+1
(8) lim —% e*

i o
. X— @
[5] !‘!I-l;l— w gt 2.

(7) lg;_?__[zx + 3)er

28 Calculer les limites suivantes :

. B S |

M ?Elx-le (2) LLE'I x—1

. xer—3d . ef—¢g?

(3) lim, == @) m, x—2
o e —1 ; o gt
(5] Hm, === © bm, %

29 On considére les fonctions fet g définies de R

vers B par:
)=e*1 ; gla)=2+¢
On désigne par (T}, (T,) et [T} les représentations gra-
phiques des fonctions exp, fet g dans le plan muni d'un
repare (O, 1, )
Monltrer qu'il existe deux transformations i, et ¢; du
plan telles que : _
)=t et (%)=t} »
Construire (I puis (I',) et (T,). _
D'aprés bac

Etude de fonctions

30 1Le plan est muni du repére orthogonal (O, 1, J).
Etudier et représenter graphiquement les fonctions f, g,
het k de R vers R définies par :

(@) Sl = 2y (2) gla) = e
(8) Al = =2 (4) kiz) = e+

31 Le plan est muni du repére orthogonal (0, 1, J).

1. Etudier et représenter graphiquement la fonction fde
R vers B définie par: f(x) = exp{l - &7).
2. On consid2re dans R I'équation :

(E} —e*"+e"+2=0.
Résoudre graphiquement puis algébriquement l'équa-
tion (E). Comparer ces deux résultats.
3. Déterminer graphiquement le nombre de solutions
de l'équation ;

E) —e*+ef+m=0.

32 Le plan est muni du repire orthogonal (O, L]}

Etudier et représenter graphiquement les fonctions f el
g définies de R vers R par : '

fll=14+e-2 ; glx)=e*+2
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On désigne respectivement par (€)) et (€,) les repré-
sentation graphique de fet g.

1. Etudier les fonctions fet g.

2. Démontrer que (4) et (€,) possident en commun un
unique peint A. '

3. Déterminer les tangentes 4 () et (€) au point A.

4. Démounlrer que {€,) et (6,) sont s}rmgtri'ques par rap-
port 3 la droite (D) rfé'quatidn.r =2 _

5. Etudier la position de{$,) par rapport 2 la droite (I¥)
d'équalion y = x.

6. Construire {4, et (€,).

33 On considére la fonction fdéfinie de R vers R
par: flx)=ef-x—-4,
On désigne par (€) la représentation graphique de f
dans le plan muni d'un repére orthonormsé (0, 1, ).
1. Déterminer la limite de fen — . .
2. Btudier le comportement de f en + = (meattre e* en
facteur dans I'expression de f{x)).
3. a) Justifier la dérivabilité de f sur R et donner 1'ex-
pression de f'{x}.
b} Déterminer les variations de fsur R.
4. Démontrer que la droite (1)) d"équation y =—x—4 est
asymptote d la courbe [€) en — =.
Construire (€] et la droite (D}.

~ 38 On considére la fonction fde & \ (In2] vers R
définie par :
e*

ﬂx]::x-bm .

On désigne par (%) la représentation graphique de f
dans le plan muni d'un repére orthonormé (0, 1, J).
1. Démontrer que la droite déquation y = In2 est une
asymptote verticale i la courbe {8].
2, g) Déterminer la limite de fen — ==
b} Justifier que la droite (D,) d'équation y = x est une
asymptote & la courbe (€) en — =,
3. a) Démontrer gque : pour tout x distinct de ln2
1 1
flx)=x+ 5 + P
b} En déduire la limite da f en + < et justifier que la
droite (D,) d’équalion y = x +% est une asymptote &
la courbe (€} en + =. _
) Démontrer que : pour tout x distinct de In2
) = {e* - 1){e* —4)
SW) =@
4. En déduire les variations de f.
5. a) Reprdsenter graphiquement la courbe ().
b) Etudier graphiquement, suivant les valeurs du para-
métre réel m, I'intersection de () avec la droite d’équa-
tion y = x + .
¢} Retrouver algébriquement ces résultats,
D’aprés bac

Utilisalion d'une fonction auxiliaire

35 On considére la fonction fde R vers B définis
Par: ﬂx]:ﬁh-ZEI
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1. Etudier le sens de variation de Is

2. Déterminer I'équation de la tangent, (T) 3

(4¢,} de fau point d'abscisse x; = - Inz. la Cug,
3. Soit g la fonction définie par;

glxl =JTx) + -%_-[x-{»lnz)q. 3
o

Calculer g'(x) et g"(x) et déduire de g™(x) ¢ PUis
le signe de glx). degry
4. Tracer .[{:Ef] et {T] liﬂ.l.ls IE méme I'EPE]"B 6l détﬂl'm
leurs positions respectives, ingy
36 1. On considére la fonction g defin:
Rpar: glx)=e¥—-2x—1. g ﬁmedm%rs'
a) Etudier le sens de variation de g.
b} En déduire le signe de g{x) suivant les valeig g
2. On considare la fonction f définie de R verg B iy
fH)=(x+1)eF+x+1, par;
a) Etudier la fonction f. )
(On mettra f'(x) sous la forme & *g(x),)
b) On désigne par (€) la représentation gtaphique g /
dans le plan muni d'un repére orthonormé (Q, ] )
¢) Montrer que {%)) admet une asymplote oblique (D) 5,
+ =0, e, donner une équation. :
d) Etudier les positions relatives de (%) et (D),
3. o] Démontrer que [ est une bijection de B sur yp
intervalle que l'on précisera.
On désigne par £~ la bijection réciproque de f e par
(6") la Teprésentation graphique de £-1,
b} Sur quelle partie de son ensemble de définition, /-
est-ella dérivable ?
c) Construire (6).
4. o ¢sl un nombre réel supérieur ou égal 3 - 1, Op
désigne par #(a) l'aire de 'ensemble des points Mizx, y)
du plan tels gue :
—1=xr=sQ
x+ 1< y<fix).

a) Calculer (o) & Faide d’une intérgation par parties.
b} Démontrer que si(a) admet une limite ¢ lorsque x
tend vers + =,
c ;)Dm'.'lﬂl' une valeur approchée de (f -~ 34{_3]) 3107
prés,

D'aprés bae

Courbes asymptotes

37 On 'uunsﬂx}tém la fonction f de R vers R définie

ar:  flx) = —
; fal e+1° :
On désigne. par (‘6) la représentation graphigue de [
dans le plan muni du repére orthonormé (O, I, J).
1. Etudier le sens de variation de la fonction /.
2. On considere la courbae (T) représentation graphique
de la fonction g définie par:

glx)=er-1,

E} Démontrer que (I) g5t asymptote a (€) en + =

J Préciser les positions ralatives de () et (T). )
3. Construire (I} 3 partir de Ja représentation graphique
de la fonetion exponentielle.
Sur l¢ méme graphique, construire ().
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A

pemmmm  Définition
Spit a un nombre réel stricteme

nt pa&iﬁf et run

On saitque: &= ghnd
dong : a" = [elnd)r — grina
or : grina g yn sens lorsgue T €

d'od la définition suivante :
Définition

" étant un nombre

st un no

xéél'-ﬁti*ic_l’ﬁnig:jl_ Pﬁﬁﬁﬁ'get.a un
a d’exposant 0. le qu;pbfer’.ﬁféé_l,--ﬁgté._

| Pour tout nombre réel a strictement po

a® se lit : a exposant ot

e T S a8

o e L

Exemples
Ona: zﬂﬁ L Bﬂ.ﬂlnz.= 1,23 :

mmmms=s  Propriétés

nombre réel quel

¢ défini par %= b

' sitif, pour

nombre réel strictement posi

nombre rationnel.

mbre réel ;

conque, on appelle puissance gg

tout nombre réel o, a* > 0.

o it At

?; 129 = ﬁ_ 12,0l07 1!25*

tif d’exposant rationnel vues

» Rappeler les propriétés de la puissance d'un
propriétés restent valables lorsque I’exposant est réel.

au chapitre 1. Nous allons démontrer que ces

e YT
i Ji

1

Pour tout nombre réel strictement pos
Pour tous nombres réels strictement pos.

(2) a*xb®=(ab)*
(3 a*x ab = a®*P
(4 (@9f=a"

Démonstration guidée

Pour établir les égalités, c;n pmma{ ou bien

itif a, pour tout pombre réel o, (1) In(a®) = olna.
itifs a et b, pour tous nombres réels o et B,

G &= &)

(6)

a"_ a-f
Eﬁ-ﬂ

utiliser P'écriture : @* = gtlna,

comparer le logarithme népérien des deux membres de ]'égalité.

pmgess Le npmbre réel a7 image de deux applicati
a étant un nombre réel strictement positif et & un nombre réel quelcon Oniu E
quelcongue, a® pent étre considéré comme’

_ I’image de o par I'application : R R¥
X g

telle que : | ar-_-eﬂna I

Cette application est constante pour: a = 1.

—L'in
image de a par I'application : R% - R
X >

telle que : |  x% = galar I

Cette :
application est constante pour : &= 0.
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G e [t LT T e ‘l‘"'?‘ St ',..q.T‘g,f_i' 2 ._'-..* i

gummmma Définition

Ona vu queles nombres réels a® nous gg

est obtenue en fixant a et en faisant varier ndmsent 41a définition de deux applications dont la premidre

Dehnmon

a. étant un numhra reel stnctem v
ﬂ’ l'appllcatl.ﬂn ent positif, différent de 1, on appelle fonction exponentielle de base 1

exp,: R— Ri
X q*

'.' Pour tout nombre réel x, exp (x) = a* = ¢ [a>0;a % .

BEI‘I’IBI’QI.IE

i{;_ fo:;ction exponentielle népérienne exp est définie par : exp(x) = ¢* ; ¢’est la fonction exponentielle de
s€ &. '

At b

a étant un nombre réel strmtement posmf et différent de 1, la fum:tian exp, est une ’m]euhnn stricte-
ment monotone de R dans R}

-si D<a<1 alurs exp, est strictement décroissante,
—si a>1 alors exp, est strictement croissante.

Démonstration guidée
Omn sait que : a® = e

Supposons : @ >0 et a#1, SPa

on peut donc utiliser la décomposition ci-contre pour | l
prouver que exp, est bijective. R —Ye =P 0 pt
Par ailleurs, u  est la fonction linéaire de coefficient Ina ; x — xing —-erne
son sens de variation est donc donné par le signe de lna. l y T
(On peut utiliser la propriété donnant le sens de variation o

de la composée de deux fonctions stricternent menotones
pour étudier le sens de variation de exp,.)

De la propriété précédente, on déduit Ia propriété suivante :

— e~
PE—— ~ G o

s T - g . S SR 54 '-'-‘."-"j G
Propriéte. 7 (VNS SR - ; i
a étant un nombre réel strictement positif et dilférent de 1, o et p des nombres réels,

pour tous nombres réels aetf, a*= ad & oa=p

i GO<a<i alors pourtousnombresréelsoetf, a®< a® & o>p

si a>1 alors pourtous nombres réelscetf, a®< a? & a<p.
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mEmmmm Equations - Inéquations
Ces équations et inéguations ont I'inconnue en exposant.
[ Exemple d’équahuns et d'inéquations de types @ = b""’] ; ﬂ"[‘]’ < b"""‘]

——

Résmldm dm' R-chamm "ﬂnaff untiuns et inégliatmns Sﬂi‘fﬂmﬁ R o
| L | : il : [I] 321:#05?._;*_1

| e
i s e —-=-—---vv.--—__-_..._,,

e

On peut procéder par une transformation d*écriture en prenant le logarithme népérien des deux 111 i
i g
Résolution de ’équation (E) Cbyrgy

: Résolution de I’ 'ﬂeqllatmn 0
In[23+8] = |n5 In[325+9] < In[7-*+7]
(3x + 8)In2 = (2x + 9)In3 £ (- x +'1)In7
_In5 —8ln2 g In7-9n3
3nz Tn7 +2In3 & lu7 4213,
Sy = ]na—alnz} o i . .In7 — gln3
@130 0= =i s

A e e e

llésnudm dans R‘chacune de es’ éq;:amms et méquahnns suivantes: R )
3 [I] Sﬁﬂifj; 3 .

[E] iSiEl=— 3

Puisque la puissance d'un numhre rée] strictement positif est un nombre réel stn[:tement pusitﬂ', .nh-;[:
déduit que:  —'équation (E) n’a pas de solution ; Sm=9;

— tout nombre réel est solution de I'inéquation (I) ; Sy =R

A

e —

Bl Exemple d’équahuns et d‘méquauuns polynomiales

e N

R T T e
kY Rl e e

———an e -

S e e TR it — - —
Resnudre dans IF! l'équntmn [E]“'_ ' X 7F=2=0, - 2

e e

o e e

On peut se ramener & la résolution d'une équation du second degré 4 I'aide d'une inconnue auxiliaire.
L'ensemble de validité de (E)est : R

Liéquation (E) peut s'écrire : (E) 3% (72 +5%x 7" —2=0
Choix de I'inconnue auxiliaire : X=17=
Résolvantede (E) : (B)3X%2+5X-2=0 _
Le nombre réel a est une solution de (E) <« le nombre réal 72 est une solution de (E")

or, larésolution de (E") donne. : X=—2 ef X =L
Les solutions de (E) sont donc les solutions des équations suivantes (1) et (2).
(1) Fr=_2 (2) 7K — ,;:_
(1) n'a pas de solution, xln7 = ln[—}
_ In3
T Tog

I'ensemble des solutions de (E) est : l—- In3

* Résoudre de la méme manigre 'inéquation : () 83x49+5%x7*—2s0.

V/AExerace B A T

2.0 Résoudre dans [ :

(5) %52 gr—1
(1) 2::= 51_5Jr () 2t+1is e
(2) 3 =-_3 . (7) 3=+3ax-6=0
:3; 5‘525 (8) 3T 4+3*—g<0
4] 7x<

(9) 3*+1-6x3*=0
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Variations 2sentati : j
_2.2.. Vanations et représentations graphiques de la fonction exp,
gqumesmm Variations de exp
Nous avons déja étudié le sens de variation de Iq fonction exp, a l'nide de sa décomposition.

» Compléter cette étude en utilisant I'écriture : g& = grine
On obtient les résultats suivants : ' -

@ Dérivée o . -
La fonchion €Xp,, est derwable-, donc CDIIII‘.iDHE, sar R et ; | pour tout élément x de R&; [ﬂ”}"-: Ina x rf.-
—8i 0<a<l alors Him et e g o ot T
* i I —} o £ 5 i “
~8i a>1 alors lim @r=0 " Thoe, i it
XA a0l : X—3+oo
g Tableaux de variation
pca<i as1
T I 0 1 ¥oa] [ X [—ee —1 0 1 + o0
atlna e - ling] - - alna | + ot E@ + +
+ o0 o2
a* ~{Va a* :
j\D]\?j\» e
1 x .
0 o 1a

pEmmmm Représentations graphiques de exp,

Le plan est muni du repére orthonormé (0, I, J). On désigne par (6,) la représentation graphigue de €xp,.
H Tangentes | |

Les courbes (¢,) passent toutes par le point ], ot elles admettent chacune une tangente de coefficient
directeur Ina.
| Asymplote

La droite (OI) est une asymptote horizontale 2 (4,),

( en+eclorsqueli<a<l,
{ emn — o= lorsque a > 1.

H Représentations graphiques des fonctions exp,

e ooy (e it
CHEFRFH = 1| I i w‘ Al Rt SEEE s Pax Emuzma fa
5 B R ] i e PR
sl 2 R Bt
T T e A ARRRAMAMAA Rl s ."‘;--,_:_'"rl-'.-'l-ri-r"f . [
- AR :-'._Z' '___._. A __1}:._,;. T :i gaus %LTL%I,{:_H=(1}B)F
i T T rf'f'rl.*TEE/' A
i "‘TTTE' ﬁ*-'}ﬁr %* 'Z'Tr"*.'fj:?:ﬂa.'f—lii: -Tf?.}..ﬂ"-”“ =
; T __F:_ g<a<i fh r|rL; -].:":HII"-)"J]: ax>l -
o U< g ARy D et e
E*ﬂy T iR
Hism JT Pl NI Vet i ity
i P i AR R B
TR L T i '1“"1.}2’-14-1 AL g =
R B L % bt e HH HEEETH
i N o e
“:_" e i I e TH 1 1 T T Airdott N b
1 A TH R R A ISR E R EEFEEE T
e Pl e Sl
R 55 ﬁ SHEDIL G S I M _Slfibe]
i b Syl & i 0 < a < PR
ST jf. T o e e s S e ey EEHAEE
T O : i TR
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—3.1.. Définition — Propriétes

On a vu que les nombres réels a® permettent de définir deux applications dont la seconde g
-
Ny

en fixant a et en faisant varier a.

._ Dniﬁn Mgy AT Y S
o étant un nombre réel, différent de 0, on appelle

uf_ssam:e o’ expusimtréel | u.,__]_:’ﬁpi,uc"iﬁﬁu

Pour tout nombre réel strictement positif x, f(x) =x* = e¥n* [ & ), "

B —— B I arizes P i
U e R T T A S W S TR ey = i =

‘ :as particuliers

n étant un nombre entier naturel non nul et m un nombre entier relatif non nul,
—sio=n, f, coincide sur ]0 ; + «[ avec la fonction de R vers R définie par : Slx) =

—sia=-n, f coincide sur]0 ; + e[ avec la fonction de R* vers R définie par: flx)= i ]
—sio= 'tlf . cﬁ:iucide sur |0 ; + = avec la fonction de R, vers R définie par : S ) = "E
—sio= %. Sy coincide sur 10 ; + «[ avec la fonction de R, vers R définie par: f o (x)=nfm
S[t étmﬁt;un nombre réel différent de 0, la fonction puissance d’exposant o, est une hijection de R*
H_II.S Wy . ) " .

Sia<0, alors f, est strictement décroissante.

Sia>0, alors f eststrictement croissante.
Démonstration guidée
On sait que ; x* = g@ox,
Supposons : o # 0. ' e
On peut utiliser la décomposition ci-contre Pour prouver que f;, est bijec- l‘
tive. @ o o L S G S 1

Par ailleurs, v, est la fonction aln ; son sens de variation est donc donng =~ X > one—e
par le signe de a car In est strictement croissante, T
(On pourra utiliser la propriété donnant le sens de variation du produit
d’une fonction par un nombre réel et de la com

: ; posée de deux fonctions
strictement monotones pour étudier Ie sens de variation de f,.)
i

gxp o Uy

De la propriété précédente,on déduit Ja Propriété suivante :

Proprieté

3 . = b = a= b
six<0 alors a*<pr o ik
sio>0 alors a%<pr o Bk
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Variations et représentations graphiques
— Variations de f_
Nous avOmS déja étudié le sens de variation de la fonction f,, @ I'nide de sa dégomposition.

. Compléter cetle étude en utilisant 1'écriture : x* = g¥lnr,
On obtient les tableaux de variation suivants :

B Ta‘bleaux d_B Vﬂl‘iﬂ.liﬂﬂ

a>0[ x [0 1 400 a<0[x o 1

o™ H !_.57\ + @-1 & ___
= lp—oF— = " ——g—=0

gummmm Représentation graphique de f,
1e plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J). On désigne par (6, la représentation graphique de for
® Lﬂrgque.ﬂ. <0

La droite (O)) est une asymptote verticale et la droite (OI) est une asympiote horizontale en + 2 (€
» Lorsque >0

- Recherche d’un prolongement par continuité en 0 de 35
La fonction £} est continue sur ]0 ; + e[ et lim £,(x) = 0.

f; admet un prolongement par-continuité en 0, la fonction g, définie par : g,0)="0

La représentation graphique de la fonction g, est donc la courbe (4.} U (0).
Recherche d’'une tangente au point U a la courbe (€} U (0], représentation graphique de g,

g,x) = G,(0) _

Pour tout x élément de R}, a1,

Par conséquent : . (x) = g410)
g,x) — ,(0) . I T
g = x SR ~lomsque o>, ?En .

4 i o i) 0 éoale a 0, donc
, 511 A ite en 0, et (6 U (0] a une dérivée & droite en 0 égale g
n'est pas dérivable & droite e (G -?(Eu] U (0] admet en O une tangente horizontale.

~lorsque 0 < o < 1, lim
x

g »
admet en O une tangente verticale.

Représentations graphiques de f,
T 1 m ‘ﬁ": 1 ; I 1 +1

T e T o
o T | R0 s
BEESESERE) Isfjemaasiinadiziissiiies e imawaiuas Ziant e
H-= i r—" { G. ‘_. : HAH :t 1 M 5! - :--: .I_ .I-‘+.__

H r-—l - T t 1 CEE J:‘H'H"

bx F e P fes = EeE R HE T
pEzanpEaR t}ﬁ%—f tft' ' mand A ] 'tF:F-jr_ﬂ
Js R T Gz
Ha il o imre s aedFy HH rH };»_:- 1 1
T wl_? ibadiEaataes f;_-;_,;— B ttar
I E;_‘_E':- _rq ¢__ A TLIL ) h-#ll m
it desneal i o aaatly A P
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—3.3. Dérivée — Primitives — Limites
On sait que, o étant un nombre réel différent de 0, pour tout ﬂﬂl_ﬂbl_'ﬂ r.:iej X strictemen
Cette écriture nous a permis d’étudier les variations de la fonction f, : x> x®,

Récapitulons les résultats et complétons-les.

E positif
20
= gty

~la fonction f,:x+~> x* est dérivable sur R} et: pour tout élément de R, (69 = g :
wgd # K ——-..-"\
- si west une fonction strictement positive sur un intervalle K, ’
alors la fonction u® est dérivable sur K et : !m
—_—
Exemple

Considérons la fonction f définie sur 10,6 ; + oof par: f{x) = (2% — 3)*7,
La fonction x> 5x*—3 est dérivable et strictement positive sur ]0,6 ; + oa[.
La fonction f est donc dérivable sur 10,6 ; + <[ et ona:

o) = -x 1522 (50 = 37 -1 = B xx? (5.0 - 397,

memmm Recherche de primifives

De I'expression de la dérivée de la fonction f, et de la fonction composée u®, il résulte la propriété su;.
vante donnant de nouvelles primitives.

OB A R RS R =
o. étant un nombre réel différent de 0 et de -1, e

— une primitive sur ]0 ; + [ de la fonction x> x® est la fonction x T
— si u est une fonction dérivable et strictement positive sur un intervalle K,

; 1
alors une primitive sur X dela fonction u’u® est la fonction £+1 .

Exemples

— Une primitive sur ]0 ; + «[ de la fonction x ~ 2/ est 1a fonction x>

1 ’ 1+4r5
1+]3'x ;

— La fonction x> (2x — 5) est dérivable et strictement positive sur ]2,5 ; + oo[.
(2x—5)+4

Une primitive sur ]2,5 ; + «{ de la fonction x +» 2(2x — 5)f r .
1+43

est dong la fonction x>

pemEmsm Limites

ok HE X0 at lm %=+
'__S. u {. ﬂ a_In. e v s e L i ; =
s : k3 L}“Eux“ + at ?E+ Hx"- =0

WE xercices S s sy A

3.a  On considére la fonction f'de R vers R définie

par: flx)=(1-x)" 3b Déterminer les dérivées de chacune des fonc
Quel est I'ensemble de définition D de f? tions f de le_.rers R définies par: i
Déterminer Ja dérivede £+ (1 -, (1) flx) = (@) fe =y 1
Déterminer une primitive sur D de la fonction .t] x Q'F
Erribsselt (2) fix) = Yeosr (4) Slx) =
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i E

) s ! s - hoyts X

N e .-c..._.?.;.»:.p: A, V
i

les.d:études.de fonctionss=

__4.1.. Comparaison des fonctions In, exp et f, [c > 0]
gamssss Introduction |

g Position du probléme

On sait que In, exp et f, [o.> 0] sont des fonctions strictement croissantés qui tendent vers + o en + e

Pour lE_s El?ldES valeurs de la variable, quel est le comportement de ces fonctions les unes par rapport
aux autres ! | N
Nous allons, par des approches graphique et numérique,

des fonctions. aborder la notion de « croissance comparée »

m Approche graphique =
Le plan est muni du repare orthonormé (0, 1, . g A
Z Z
Ci-contre, on a construit les représentations graphiques " D |
des fonctions In, exp et f, (o> 0] ' 3 __.;\-\* '
,..-“f‘-.'a..él
. LT\
Dans la fenétre de construction de ces graphiques, f-i= #\ e
il semble que : pour x >1, Inx < 2* < &%, i =
; ,.f"" Y o
Contrélons cette conjecture par une approche numérique. o
_L.-"" 1 1
7
B Activité sur une approche numérique
fon conaidere ia fonction1n 6t 13 fonction raciue arrée, Eiles sont strictement croissantes etf |
|On veut comparer le comportement de ces deux fanctions pour de grandes ¥ aleurs de la variable. |

Pour cela, ;
_ Déterminer les valeurs de x 2 partir desquels on a : lnx210° ; {x 210%

— Comparer Inx et Jx pour quelques valeurs de x supérieures a 1.
— Etudier la fonction f: x> [x - lnx. 1
Pour calculer lim ;.,-("{'_ —1nx), on éarit : {x —Inx=Jx (1~ J—“-__:],

i s : lox _ ' lim = 1Inx) = + o,
on obtient : .1r1§+w e ' ey ,.,u— )
— Ohserver le tablean de Variﬂti'ﬂllide fﬂt la I‘B_Pl'é‘ E ------------- SRR SR D e
sentation graphique de In et.x — [x. l
; 1 o
J S M elt o e AP g
x |0 4 s

J €3] - d}j *
F oo
o |l ~mm

o f--emm———-
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tableau de variation de f.

— Donner une interprétation graphique du
Je graphique, la limite en + e de la fonction f7

— Aurait-il été possible de conjecturer sur

B emarque

Ftudier Ia croissance comparée de
+ oo, revient a étudier la Hm:'te en + =

ﬁ:rrme indéterminée [ P
Pour calculer  lim [g{x) f{x)} on pourra H‘ﬂﬂsfﬂm’ﬂf I'écriture de glx) - f(x) en mettant o fucte,
St

glx) ou fix), x é!ant un nombre réel suffisamment gran ; on obtient :

glx) - f(xJ=9{-rJ[ i{;,’] ffxi[%% 1]

u Crmssance numparees lles l'nncnuns ln et ngM S

T Es i T
R M e %
R 3 -

deux fonctions fetg strictement croissantes qui tendent vep,
de leur différence. Or, la différence de leur limite en 4 «, s g
ne J,

i

B

[
il s v L
s e |

Transformons I'écriture de la somme (e — Inx), en mettant l'un des termes en facteur par exemp}e ot ‘
) s IDX Inx _Ilnx , X
nna.er—ln.r=e"[1-——e-:-] et == =X E
Inx 5
On obtient : :- llEl'lH‘ m_é? =t} F ,!'_-Lm+ (e*—lnx) =4

On dit que la fonction exp croit plus vite que la fonction lo.

gmmemmm Croissance comparées des foncfions f etln ; f,etexp

a0 e ——

Balnuluns *‘]un [x“ lnxi[u:a --:-;-i‘__i' i Ce [e‘-‘ x“j [u > l]]
- 'Ikansfnrmans 1 écnture .1:“ Inx - 'Il‘a.nsformons 1 em:lture ef x.;
x* — Inx =x‘-‘[1f—l et — x° =e‘[1—?)
lox _ 1 5 Joxt Inx® T polne—x
& e =
— Décomposons la fonction frxr = — Décomposons la fonction f: x> golnx -1,

s s Inx
Considérons les fonctions u: x> = etfy 1 x> x% Considérons les fonctions v :x > olnx - x et exp.

fi f= uﬁf; fi f= expot
E O L e
r 2 : .
| Inx . S x* >0
_ lm X =0/e>0] P olim o= a2 !
— On obtient : _5 i | — On ohtient : et
| lim, (e 1n:1—+- lim (e5-x9=+7
} X =t
i _____.-F"""
On dit que : £, (> 0] crottplus;vits que In. On dit que : exp croit plus vite que f; [@ > ol.

aroek plusita qus qui croit plus vite que .
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gouusmm Conséquences des croissances comparées

: e

_ Transformons I'scriture : f(x) = x®lne = = e

_ Décomposons la fonction f.

Considérons la fonction u : x 1%::5_

1

) . }I]gilﬁ ? i — ln_j'._ o ;

Ona: i InX donc: lim ———— =0 Jim x®lnx =0
m — =0 =0 1\@ x>0
X 4m X z (?)
On démﬁntre et nous admettons que : lim Ixles=0 [a> o)
X—y—=

pmpmmmm Limites de référence

Pour tout nombre réel strictement positif o,

. Inx _ : ] * Inx _
il.l_!}l+m?-—ﬁ : ].i:“-l}+m?_'u ’ .r—n-m?_n

Conséquence
On sait que, a étant un nombre

lim a*=+c.

réel supérieur & 1, la fonction exp o st strictement croissante et |

E}:;:_ut donc comparer la croissance de la fonction exp, avec celle de chacune des fonctions : exp, In
et £ [o >0l
WE cercice s IS AR S A
A.a Calculer les limites suivantes.
W lim = (2) lim x‘lnx (3 lim (7*—x") (4) lim (ef—x%)
! w3 =+ I—I--l---.' =4
) Jim 2 (6 lm % @) ligiux%ﬂnﬂ’ @ lim <ot

¥ —3 o Y
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—2.2.. Fonctions comportant une fonction exp_

T T ——— ety e g e y: ~ T pkan
= B A L . ¥ " : % B -

[ﬂtudmnslafmunnfdenw déf pfegEe .

B Ensemble de définition

Pour tout nombre réel x, 37> 0, |
- IE R
H Dérivée

— La fonction fest dérivable (car les fonctions jdentité et exp, sont dérivables sur R),
— Soit x un nombre réel
ona: flx)= '31_1:: x3-% = g~ *ind,

d'olr: fx) = (1 —xind)e~1%,
— On en déduit que f'(x) est du signe de (1 — xln3).
B Limites
— Limite de f en — oe

lim xg¥™=-_ow
X.— — &

~ Limite de fen + 1 . xIn3
Transformons 1'écriture de f(x) ; pour tout nombre réel x, flx) = Ta3 ~ ooma

Pour tout nombre réel x, f(x) = E_"_f_f_n_lg._
ol

AL

Considérons les fonctions u et v définies par : u(x) =xn3 et v(x) =

Décomposons g:x»— -g-‘-‘n—i

.ljﬂ;+“x1ﬂ3=+°ﬂ | -

Ona: i " | done : ]'rll_l}+mffi}=ﬂ
im X -0
x—b+mgx

@ Tableau de variation
21 091 ; -=. =033

In3 " eln3
x |- 0 1n3 + 50 il “J,"r SHEEsiEe r;':
fx) + + [0] - i AN e
. _y[1ein3 e i e
fx) /E?:'/ﬂ \0 Siise __1?":!__'}*_ T ] i
—oo 0 | FHHERAH AT LRI
1T | LA - : 3 S T —E1
- ¥ .: _, ] .,_"'E Il '{"'-'rl 'I" ::H_ ' T
B Construction de (6,) _ A A H R [ e IEistess) feechu
Tableau des valeurs approchées de f(x) AR R PR s
Le plan est muni du repére orthonormé (O, I, J). R EERp TR e i B
Désignons par F&,{) Ia représentation graphique  [i=r f Bl ‘_L P i{ :
dej: - : s ] L i -“11 : r I F:"]' Al
> | -1]-05/05] 1 | 2 | 3 ‘1’f P e Bl Sifidies 1
7o) | -3 |-087 0,29 0,33 ] 0,22 | 0.11 : g enseegal
: HiE f iRisia e e shneey SRk
(8) admet au point O une tangente de coefficient [ ST L T T “{ 1
directeur 1, c'est la droite (A) d’équation y = x. gitsdieis SHE j{
(@,) admet en + e Una asymptote horizontale, la ff | R i % ﬁ

droite (Ol
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e A R AT

,..— Vurluhons de la fonchnn £ |

g Ensemble de définition Df

Ona: x* =exlor,

festla composée de 1 : x — xlnx, suivie de exp, d’
@ Limites

Ona: }rlg uxlﬂx: 0 et l}%n_} uex =1;

Ona: }EII_EMI]DI =+ gt g{iIEJr__mex = oo

B Dérivée
fest dérivable en tout élément x de 10 ; 4 e

et f'(x) = w'{x)explulx)].

Pour tout x de ]0 5 + eof, f(x) = (1 + lnxjesine

Ona: flx)20=1+Inx20.

g 3 Exemple d etude d’ une fonctt

on du type : x — [u(x)]*®

__—--—n—"'1

e - g

o f = B)Cpn L.

donc : Enﬁx] =1

donc : Jlx) =+
.-: B s
H Tableau de variation
X 0 el + oo
Jx) - Dﬁj +

1 "

mmm=m= Représentation graphique de f
Le plan est muni du repére orthogonal (0O, 1, J). On désigne par (6;) la représentation graphique de .

B Tangente en des points particuliers

B Construction de [‘Ef]
La fonction f est continue sur 10 ; + «<{ et admet | Etablir une table de valeurs approchées de f{x).
une limite en 0. Elle admet donc un prolongement | On obtient la courbe ci-dessous.

par continuité en 0, la fonction g définie par : e
G o 5 R R T eSSt psisasan
pour tout x € 10 ; + =, glx) = f{x) : SRt Fe i ey
{ g(0)=1 ' e LT
{‘E ) U (]} est donc la représentation graphique (6, L T s \;' i
: it s
de3 jlissa LR
Contrairement a f, la fonction g est définie en 0 ; i i E kbt %LF’TJ'}E :|!.! _.!:!_ ];j
on peut donc étudier la dérivabilité de g en 0 gt LT e L._Ljr_:li- e
déduire l'existence éventuelle d'une langenle a i Il S )
(6] au point J. S .-’rr-11.i-n-1---5-lr—!ﬁ-, H
' : ] srlne _ : aajias bl
g -g@) e e T kil e SR A
Ona: 3 = xlnx i e L
X —1 N R
. 1 = t lim =3 R EE T e e A gistisdsnaatatetstsd
Chs: LIE}GI]DI .. A0 X b EEEC L lr T A ST |4LT5.4+H‘?-'lf TS
e e e e
r) — g0 FHH R A ]}EILL_J H TR
ey i 220 90 __. et i s
¥ 0 x R e e PR e B e e e PR
3 | e b e it
. i e T e e T R
() admeot une tangonto verticalo e

O E:1 S L rlll L O (L L 1 LLLLE L

pour étudier la fonction x +> [u(x)]", il est conseillé d’utiliser la définition :
[u(x)]o8) = geballnlutal],

Plus généralement,
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—1P1 Recherche de primitives

1l est souvent difficile de reconnaitre une expression du type : (u(x )

contient des radicoux. ; i . :
: e . _ : o i .expression cont 5%

1l est donc conseillé, dans la recherche de primitives, de metire uné exp enant des radicyy,,

sous forme de puissances rationnels

Ce TP a pour objet de donner des exemples pour illustrer cetle méthode.

Exemple

o —————

dessous: ; e

CRVEE S &

e ey T,

Danis chacun des cas suivants, déterminer une primitive sur l'intervalle K

] 12_1]5 :

L = 3 Bl ey

On désigne par F une primitive sur K de la fonction £,

TR Gk T Lo

de la fonction  définie

K =Tl

—~-B—-+1 .—‘l
(1) Flx)=2x2xzd=x?t 3 F[x]=_%+1 = _% == 7
- .§_
1 (1 3 (1 — 13
(2) Sf&=(1-x°2 ;  Fw==0 lx] B {12 & =‘% (1 -x)?
_T+1 '?
5 12 '%‘*1 2 }”g“
@) flx)=xtc2 -1 ;  Fg=id 5_1:.1 o1 2 ey
2
| =P 1) T 1@ 1 @0
[4] -f{I}=12{-c3—'1] % i F[I]:?—a—:-a— . e

IP2 Etude d'équations comportant des puissances

d’'exposants réels

Ce TP a pour objet de trouver le nombre de solutions de certaines éq

résoudre.

La méthode exposée dans I'exercice commenté 1 consiste & mettre

fc € R] ; puis & procéder par une étude graphique
L'exercice commenté 2 traite d'un cas plus compl
menté 1. L'unicité de la solution de I'équation f{x

Exercice commenté 1

—r—— s

T T _'.-.-'_ == ghls eama gty ::;‘: '.“t‘i‘::—‘;-q s ._ﬁ_,__'__'_?v_._ Ly :."_JJ.;;:‘:TT:‘:’?__‘—_:—_E'M_ e = S

@ Transformation de l'équation (E)
— On sait que : pour lout nombre réel x, 27> p,

uations que nous ne savons pas
cette équation sous la forme f(x]=¢

exe que I'on raméne au cas simple de I'exercice cOT
J=c [c € R estj ustifiée graphiquement.

Par conséquent, toute solution de {E) est nécessairement strictement positive.
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_on sait que : la fonction In est bijective dong,

1équa|_|0n ]];I 1]::132 [E] est -équi\,ralentﬂ a l'équatinn 1 xln2 = Blnx, donc a
g Etude graphi'que de (E)
ftude de la fnncuon f:x H% :
Ona: of x) = )
il b e - Ll A B (D)
£ + [-:"J] _ E L
— of fater F 5 b
S
—na \ 5 (%fj
Résolution graphique
Onsaitque: 1 < 2 < e sy g
s 0 clnz < 3 gnsmtque. 3{31
0 < 11;2 < _13... g ERY

On en déduit que: 0 < 1_1152_ <=

La représentation graphique (% r) de fet la droite (D) d’équation y = % se coupent en deux points A et
B d’abscisses respectives o et B tellesque:1<a<e et B>e.

Conclusion

L'équation (E) admet donc deux solutions, I'une comprise entre 1 et e, 'autre plus grande que e.

L

Exercice commenté 2

B

— - .

EDétermmer le nombre ﬂe solutions stnctement pumtwes :le l’équahun [‘.E] 2‘ +3T=7%,

g P2 i = o ———

ba

e e e e e S e e L

H Transformation de "équation (E)

(E) est équivalente & 1'équation : (%): + (%)x =1.

W Variations de f définie sur [0 ; + o[ par : flx) = (%)‘ + (%)‘
Ona: %{1 et —gu:l.

~Les fonctions x> (-?.—)Jr et x> (—;1-)JE sont strictement décroissantes sur [0 ; +.<[, par suite leur somme
fest strictement décroissante sur [0+ o[,

; , 2 . i _
— Par ailleurs : lim | .,(T)x =0 et lim .,,( 7) =0 ;  donc: lim flx)=
— Tableau de variation de f

x 0 o + oo

.,

B Nombre de solutions de I'équation (E)

[est une fonction continue et strictement décroissante sur [0 ; + [ et f([l'.} - u::.{) =]o0:2]:
elle détermine donc une bijection de [0 ; + =[ dans ]0 ; 2]. :

Puisque 1 est slément de 10 ; 2], il existe un unique nombre réel o tel que :
cE[0;+=[ e flo)=
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—JIP3 Etude d'une fonction du type u’

Dans le cours, I'étude de o fonction x > x* apporte un pr emier exemple de ce type de fonction

Ce TP a pour objet I'étude d’un exemple plus riche.
Exercice commente

tEhidlér et raprésantar grapthuement Ja fonction )" de ) vaers R déﬁnlﬂ PHI' f [-17] = l*lsr:a 1 ]W'l

e e T

e

L Ensemh]e de définition D
Considérons la fonction u : x — |42 —1]. | D=R\ 11
Pour tout nombre réel , xED e 4x*~1#0; donc: £ I_”-Z“:'E'l
B Ensemble d’étude e
On vérifie aisément que fest une fonction paire. i __1-7_-"""‘
On peut donc prendre pour ensemble d’étude I'ensemble E défini par: E=[0;5[u i+
B Dérivée o
Jest une fonction définie par intervalle. Sur [0 ; + [, on a:
~pourx € [0; —[, flx) = (-4 + 14 et Slx) =—6x(-ax? + 1)~V
—pourx €13+ eef, S = (e -1 ot f(0)=6x{ax?-1)
M Limites H Tableau de variation
- Limites en + « - Limites en —;.— . _
lax?—1] = lim , (4x% = 1) =0 T 19 2 +
Dn-a"‘lx_”lm Ona:i*>7 ’ ;
m X9 = 4o lim X% =0 re o] - 4
X340 AJ0 | —
= 4+ on G g : = ; 1 + 00
dong : _Irngr__f (x) = + on. donc : Lug% flx) £ | \ ollo ey
de méme : Lim 1 flz) = o.
272

Le plan est muni du repére (O, I, J). On désigne par (€,) la représentation graphique de la restriction de.
falo; i fu }% ; + o[ et par Fﬁfj la représentation graphique de f.

B Recherche de tangente a gauche et de tangente a dmlte au pmnt A[— ; 0}

— La fonction f est dérivable, donc cantinue, sur [0 ; —-[ at sur ] -

La courbe (€,) admet un prolongement par continuité en -—- la fonction g définie par :

Pourx = [0;

F LU+ e, glx) = /0

E"t ! Q[T] a

Etudions ’existence de tangentes & la représentation graphique {4) U {A} en A{— 0).

— Dérivabilité de g en T

5+ m[ mais non définie en

1

5

B Construction de (¢,)
¢ Soit x un élément de] s+ saf, s e : e e
glx) - 9{'“2') [4.1:2-—- 1% 2(2x - 1P % (2x + 13 181 1Esa §pEiie
Ona i ' = = s i
g l'r‘? =l 8
glx) —gl=)
donc: lim, T =t Is
*2T -
s Soit x un élément de [0 ; %[_ ;
on démontre de méme que : lim , e
oy o 1 "
2
Par conséquent, la courbe (6) U (A}, admet upe tangerite.
verticale au point A.
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Fxercices” ___

B fi)=(2F+ (@) + (5 -1
Les nombres réels a* Pitmitivés

] 9 Dans ch i ;
impli ‘Gori .- chiacun des cas suivants, déterminer une
4 simplifier 'écriture de chacun des nombres réels primitive sur R de la fonction [ définie ci-dessous :

1yants, a étant un nombre réel stri i
sul : el striclement positif ; (1) fixws 5%+ 2x (2) f:x'-}{ﬁ]‘
1) @xa’ (2) a?xd’ 074 - '
(3} a® xai® (3) j‘:;.:->.1_ ) }._xH_Sx
@ a@xfa 5] @7 1 ¥ T
. - A (6) (a23)7 Limi
4201 & " mites
0 —3 (8) .
abt aE 10 Calculer les limites suivantes :
_ 5 xe™ : xet
%Sin‘llp]iﬁér: () :1-?4_- = 5% (2) lllP—n-_ﬁ?
(1 a‘?as 2 (2) 307 x 348 x 312 (3) lim x3° (@) lim x3*
o = @ - A
3 —-—— | — ] 1 £ 2 3
16° e o m, (R @Y -G -]
3 Clouler une valous approchéo 109 prés de: | (&) 1. [y + @)+ (& -]
g 1) 2% . (2) 5° (3) 7-09
f ] ) : [? 14 ﬂ"': i . —
(@) (1.03)° (5) 27093 (6) & our T RS B

Fonctions exponentielles Fonctions puissances

de base a Dérivées
E'fquufions—fnéquatjans_—S‘ystéme.s 11 Calculer les dérivées des fonctions numsé-
8 Résoudre dans R les 6 o o riques f définies par :
s00 ‘R les equa ons suivantes : S Sy _ 1 . 5
(1) =1 (2) 2®1=8 (3) 28=3 () fE=xik @ W= e (@) flx)= =
@ =z 6 3=y O = (4) fle)=YL+sginx (5) Sl =41+
(7) Ax+1+ =2 =90 (8) (x+3)=1 42 Dans chacun des cas suivants, gerire Jx) sous
(9) 3+ R la forime x* [ € R} et déterminer 1a dérivée de f.
3= '
{1) f:x»—ae.ar.x_-'ﬁ (2) .f:x-—rx“.f.;:
. B Résoudre dans R les équations guivantes : ol .
(1) 2>:m?-'+3'x11[}"-5=0 (3) f:x.-a_’_ (a) f':.t:—tf
(2) 3 <102 + 7 x10°—6= 0 i xi-e
6 Résoudre dans R les inéquations suivantes : i
347 > 355 2] 108F - 103 <2
) g™ (2) 13 Trouver les primitives des fonctions numé-
(3) (;;—)?-F*'i < (-??'-—)‘ (8) PF7T* riques f ,déﬁt;ie_s par : |
. 1) )= p (2) flx)= e
7 Résoudre dans R x R les systemes suivants : !
gx_ 20 =8 { 04928 = B4 (@) f)=xlx (4) ,a"[.ﬂt‘]'=r={1+f]rz
[1]{zix+2y=2ﬁ_ [2} lnx-j—Zl]_]y.':l_nél {5] f[}__ 1
L
() { 4+ 1=y 35 4274 = 911 Limites
Dérivées 18 calculer les limites suivantes :
as ‘suivanls, déterminer la (1) li_aﬂ{x”ﬂ (2) .]i'iLnD(ﬂ )

8 Dans chacun des ¢ -
dérivée de la fonction f définie ci-dessous : ) 1
(1) fla)=2° (2) fla)=3ne (3) lim Jf1ex) * {4) Jlr;gl’[l -k
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Etude de fonctions

Comparajsen de In, expel [ [a>0]

15 Calculer les limites suivantes :

: 20 -1
) 0. (2) lim (" -
: : 2%
=) S fox ) W 3B

L ® i, fevtfer

(7) lim  xflnxp (8) lim x¢
e 2 = o

{10} Lim

(9} EE-&-wLﬂ_h} ro4= B0 +1

Fonctions comportant exp,

16 Dans chacun des cas suivants, étudier et

représenter graphiquement la fonction £ de R vers R
définie par :

(1) flx) =22
(3) flx) = ZI; &

{2) ﬂ.t} — gl
(@) fle) = 4%

17 On considere la fonction f de R vers R définie
5X
par:  flx)=—2 _
3 Hie) 5% 1
1. Justifier que fest définie sur R*,
2. Démontrer que f est impaire. _
3. Etudier les variations de fsur 0 ; + el
En déduire les variations de fsur ]- = ; 0,
4. o) Résoudre dans R I'équation : f(x) = %;
b) En déduire les solutions de 1'équation : f(x) = — %

Fonctions comporiant Jo. fee>0]

18 Dans chacun des cas suivants, étudier et
représenter graphiquement la fonction f définie par :
(1) fix—x0a (2) f:x—17
(8) fixwr x5t (4) Fixisxe

APPROFONDISSEMENT

19 On considére la fanction f de R vers R définje
par: flx)=x3=
On désigne par (6} la représentation graphique de f°
dans le plan muni du reprére orthonormé (0, I, 1.
1. a) Déterminer la limite de fen — s,
b) Déterminer la limite en + <= de la fonction définie par;
xin3

oA

140 Fonctions exponentielles -

En déduire la limite en + = de la fonction f,
2, Etudier les variations de la fonction fgjy R
3. Construire la courbe (€).

20 Ftudier et représenter grap]]jquemem che
des fontions numériques [, g et h définies pap, U0

o) fld) = ;II.: b} glx) = (1 + x)* e} Jr['r:|=.t_|l‘1-r

21 ¢ et b sont des nombres Iée}S-""mmﬂmeﬂl .
tifs. On considére les fonctions S et g de B Ve Rl:;;s..
nigs par: f{x]=ax ; glx) = byx S
Dn désigne respectivement ECGI) et (ﬂg.] les Teprésen;,
tions graphiques defet de g dans le pf;n min gy I‘P-[:é:
re orthogonal (O, I, 1. |
1. Trouver une relation entre e et b pour que (%) et )
aient une tangente commune,

On désigne par A, le point de contact de ges | i
courbes et par E I'ensemble des couples (a, B) vey i
la relation obtenue entre a et b.

2. Trouver I'ensemble décrit par le point A,y lotsque
couple (a, b) décrit E. N

3. Démontrer que la fangente commune en A g,
courbes [‘&f] et (‘E_%g] passe par le méme point A dg o).

22 Lobjet de ce probléme est la résolution gy
I'équation
(E) x0=(1,1) x€10;+[,
1= partie
1. Etudier le sens de variation des fonctions fet gdeR
vars: R définies respectivement par :
Six) =2 5 glx) = (1,15
2. Représenter graphiquement, dans le plan muni dyp
repére orthonormé, les restrictions A [0 ; 1,1] des fone.
tions fet g, '
3. On considére la fonction d de R vers R définie par ;
dix) = [1,1)=— 19,
a) Calculer d{1) et donner une valeur approchée 3 10-2
prés de d(1,1),
b) Montrer que P’équation (E,) admet au moins une
solution o qui appartient & I'intervalle T1:11)
2% partie
On considére 'équation :
(E,) xIn(1,1) - 10lnx =0, :

1. Montrer que [E,) est une équation équivalente A {E,)
2. On considére la fonction numeérique ¢ définie par
9lx) = xIn(1,1) - 10lnx.

Etudier et représenter eraph (O dési
graphiquement ¢. (On désigne
par (1) la courbe obtenye, ) ? ¥ i

3. Montrer que 1'équation (E,) admet une solution
unique fel que: B € [85 ; 686[.

4. Trouver un meilleur encadrement de B, en déduire
une va]eur--apprﬁchée_de B.

D'aprés bac
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Calcul intégral

Du calcul d'aires & la nofion d'inﬁgmfe

Les premiers caleuls d'aires sont dus & Eudoxe {406-359 av. 1-CJ
et & Archiméde (287-212 av. J.-C.). Levr méthode, qui consistait
& encadrer la surface par deux polygones, fut développée par les
Arabes au D siecle, |
Fermat (1601-1665) introduisit la méthode des reclangles el, par
passage & lo limite, donna les opproches initives essentielles & la
nofion d'intégrales, née & la méme époque que le calcul différentiel.
C'est Cauchy et Riemann qui firent de l'intégrale une théorie pré-
cise [définition, notation). Cefle théorie fut achevée par deux
Frangais : Lebesgue (1875-1941) et Denjoy (1884-1974).

De nos jours, le calcul intégral
intervient dans  plusieurs
sciences felles que la phy-
d sique, la statistique...

Riemann est considéré comme
le plus grand mathématicien
de son siécle. '
« Sa grandeur réside dans le |
caractére puissant de généra-
lité et la partie illimitée de ses
méthodes ». |
|

Bemha_rd Riemann
mathématicien allemand — 1826-1866.

o o P 5 J?}“Eﬁ -
4. Intégrale d'une fonction CONtINUE ...cccouvnisinrecien e 142
Q. Techniques du calcul dintégrales ........ SRS 149
3. Calcul de grandeurs ......... A m— e S 154
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diur f%en

= l. L

ction-continue——

—J..1.. Notion d'intégrale d'une fonction continue

mmmmmmm Définition

B Position du probléme et définition _ T
Nous avons défini les primitives d’une fonction continue. Pour certaines fonctions continues, il e 3”‘;5
a pas 6t6 possible d’exprimer algébriquement une primitive, hien qus celle-ci existe | C'est si085. 8000
fonction inverse.

On peut se poser les questions suivantes. 1

* Quelle est la primitive qui prend la valeur % en 0 de la fonction fdéfinie par : fix) =155 ? )

* Quelle est la distance parcourue en ¢ heures par un mobile dont la vitesse v est définie par : vt ) = et?
Pour résoudre de tels problémes, nous utilisons une nouvelle notion : I'intégrale d'une fonction continue.
La définition d’une primitive permet de démontrer la propriété suivante :

Proprieté = Définifion = 0 N AR = @
L i . - vt uf g g 25 e 4 b LR 4 B o L R = o LR 2
Al ORI G L B LI T O e S S L S e

f est une fonction contintie sur un intervalle K, F une primitive sur K de f, a et b des éléments de K.
'Le nombre réel F{b) — Fla) est indépendant du choix de la primitive F'; il est appelé intégrale de a a
b def. |

G oot . -
[P’ 2 [ rimiax
F(x) pris entre ¢ et b somme de a & b de f{x)dx

' On note : - F;(bj'—‘.F(a) =
_: on lit :

H Variable muette dans une intégrale "

La lettre x n’intervient pas dans le résultat de 1'intégrale j J(x)dx ; on peut donc la remplacer par n’im-
i :

porte quelle autre lettre différente de a et b ; on dit que x est une variable muette.

b b b .
Ona: Lf[x)dx = Lf(u]du = Lf(t]dt = ... = F{b) — Fla).

B Conséquences immédiates de la définition d'une intégrale

i) @ rat . :
St | D=l = = MY 2 i o g 150G A,

E L

£ est une fonction continue sur un intervalle K

_ »@ et b des nombres réels quelconques de K, F une pri-
mitive de fsurK. Ona:’ \ .

fﬂildn - rea ; j:ﬁx1¢f= 0

menmem [nfégrale et primitive
fest une fonction continue sur K contenant a, F est une primitive sur K de fqui s’annule en a

Soit x un nombre réel élément de K ; on a : Flx) = #(x) - F{a) = xﬂﬂdt %
a

donc F est la fonction définie sur K par : F{x) = J.:f[tj'dt.
!

: ‘il-‘::l 3 i Sk ,,_ TR, T AR g — — —
. ! . -2 ; e Earlbs __.!';u, i ; A -_- : ; ,\_'-_ A .‘-h:ﬁﬁ';* ‘ V. j
J étant une fonction continue sur un intervalle K contenant g i
la primitive sur K de f qui s’annule en q est |a '

fonction F définie sur K par: Fx) = J.rflﬂ}df- |
a
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premples
, La primitive sur 10 ; + o=f de la fonction x s 1 i o
) x W s’annule en 1 est la fonction In ;
Jonc pour tout x élément de R*%, ok J""' 14
= | ——di,
bile part d'un poi g b
. Un mobile P point A & I'instant 0 et a une vitesse o én km/h définie par ! v(t) = e

La distance parcourue x (en km) aprés ¢ heures est donnée par : x(i) = rv(u]du o J"E"‘du = [E"]t. il
: " T ) A .

guummm Intégrale et aire
B Unité d'aire, unité g['aphjque d’aire

ment par les points de coordonnées (x;0), (a;0) et (b;0);
__ﬁ;-___lﬂ partie du plan limitée par : (6, (Ol), (B,) et (D) ;

' 'Ala partie du plan limitée par : (¢/), (O, (2,) et (2;). :

' On considére la fonction 5 définie sur [a ; b] par: i |
{;;_p_pur x élément de [a ; bl, d(x) = Ajre de A_ ' :
Lstla) =0 L =

1
|

Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, . -%En:l

_ Lunité d’aire, noté u.a, est V'aire du rectangle construit sur O it I il
",mﬁque e EE?P-hiq‘fe sur chaque axe du rE_Péré; est ex| rimlé' ol | s
Junité graphique d'aire s'exprime en cm?, en m?... P en cm, en m, ..., : U‘L.Vam it

@ Exemple introductif

}rLeplanestmﬂm du repére anhngnnal[D, I ]] T ——— e
5«{::’ ltlme fonction continue, croissante et positive sur ““'interi'hlle;; C'Ei:'a)';: (91_':]; ‘E{Z‘Eb:,} E
fﬂl; désigne par : ‘ | ; 5 'E i
‘ (4,) la représentation graphique de f; E P 5
F@) @) et (@,) les droites paralléles & (O]) et passant respective- 'i {

-

'[__ié‘mnnﬁ'pns gue la fonction s est une primitive sur [a ; b] de f L

On en déduira alors une int

=

x b )
erprétation graphique.de J fldt. o 1a
s IR R el o C e ._h_._.,..{'l[_' SO oty - '!_—..An-=-._..x.-»_:;-_-.-¢—.,_.=. I —
Démontrons que la fonction sl est une primitive sur [a ; b] de fi
x, est un élément de [a; bl
_ Soit h un nombre réel strictement positif tel que : x, + h € [a;bl

Désignons par E la partie du plan tramée sur le graphique ci-contre. ':
dlx, + h) - #(x,) = aire de E :.
Cette aire est comprise entre les aires de deux rectangles : T :
ona:  hxfley) € slleg+h)—sile) < B xflxg + h) S oy 'E
don: flx) € g ¥ hi]n o) < fle,+h) .: .'
d 5 . flacy) prommmd-Hmmem- '
or: }li']:-—l;lo flx, + )= flx,) (f étant continue en x) g . - ' : .
donc: lim s ]2 =80, o sxg) = S 0xg)- 1 :. ; :
Eid .
~ Lorsque h est strictement négatif, on démontre de méme que : b L
Jim SM___’;___-—“;'SMQ - styfxy) = fxo) o TR TR

h 20 :

- Par conséquent, la fonction s €St dérivable en x, et si'(xg) = flxg).
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Donnons une interj;rémﬁon gruphl!que de f. b -
La fonction o étant une primitive sur (a ; b] de f, I f(1)de = sA(b) — sd(a) = si(b) = aire de A.
a
B Propriété _ i ;
- En utilisant la méme situation que l'exemple introductif précédent, avec une fonction continue,
décroissante et positive, on obtient le méme résultat.

_ Lorsque la fonction f est continue, positive et quelconque, on examine la fonction sur chaque intervalle
ol la fonction est monotone. On obtient encore le méme résultat.

On démontre et nous admettons la propriété suivante :

ProprEtE M S R [ X

i

Le plan est muni du repére orthogonal (0, I, n.
1 est une fonction continue et positive sur un intervalle [a ; b] tel que. a < b,
(%) 1a représentation graphique de f;

b re L]
j F(d)dx est Iaire de la partie A du plan limitée par : (47), (0D, les droites d'équations x = a etx =b.
a

as<x<h

Mlxy) EA & { Dsy<f(®)

b
I fix)dx = aire de A,

il

B Exemple
: . . 1
Interprétation graphique du nombre réel Ina, (€) étant la représentation graphique de la fonction : x > =
azl as’
Ina = aire de E ] Ina =— aire de E|
O | a Ola |

WE XTI CICES B A B o AT o

l.a Calculer les intégrales suivantes.

]b Les épalités suivantes sont-elles vraies oun

] 2
) J ?t i @ [ % it fausses;fl z
) () L?dx: [tnx + 2]
(3) [*_du (4) R - z :
Th o _,% 1 (2) _L sinZxcosdxrdx = [sinq.,r]r'
A0
(R i3 le On considére les fi i : iog par !
(5) _J_::usxdx (6) |,(1 + tanZx)dx fle) = 3 3 ,Eg e défmmsipm
1 6 3.2 ¢ g =tenx | hlx)= 37
z 3 Peut-on calculer l'intégrale d -2:2] 7
1 ; ! efsur[-2;
@ z—‘-dt (8) Lgrd;_r_ Peul-on calculer V'intégrale de g sur [-x ;7] ?

Peut-on calculer I'intégrale de k sur [~ 23 o] ?
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12 propriétés de l'intégrale
-“' Egalité de Chasles

_Lf (dx= L f(x)dx + .L flade

Cette égalité est ule conséquence directe de la définition de I'intégrale.

EAEIHPIE

Pﬂur-tEl—m.-,,il,ﬂ.r] 2x+4.

e e e e - _ - ___“__&__“-__:M_“_-_l_’_____ ____,_,_,_1
’ "l

pnuer[‘_l +ue[,f[x]_..x+4 -
!

i

{{}nnsu!éruns la fonctmn ‘définie par

lfﬁt connnue sur R. C.alculuns I f{x]dx

—_— et - o e B e —_

Calcul de I'mtegmfe
3 1 3
Lf[:;]d.x = Lf(x jdx + Lf(x}rlx = L (2x + 1)dx + L {-x +a)ydx

= [.x3 + x]; + [—%—2 +-.4I]:= 6.

/

l’nterprétaﬂon graphique

La fonction f étant pasitive sur [0 ; 3], le calcul précédent peut A
5tre interprété comme somime des aires & et si' ci-conlre. b
nsm Lmeurlte

—

etg etant des fom:hcms continues sur un mterv::]le K, a et b des éléments de K, o. un nombre réel

uel 116,
" L () + gl e = [Creades Lgiﬂﬂx i E"‘”ﬂd““j:f et

Démonstration
Soit Fune primitive de fsur K et G une pri

b b
[t + o)z = (7 + Y0+ 1) = LFYH) — Flal + (GO0} - Glal) = | fGide s [Lgtaax.

imitive de g sur K. Ona:

b
rﬂtf (x)dx = (F)(b) — (aF)a) = alF(b) - Fla)l = aL,l"(x]‘dx.

Exem p!e

rﬂn cnnmdére la fum:tinn f déﬁmﬂ par:

On Gﬂuﬁlﬂére la funl:tmn f ﬁéﬁme pal' | .
| | f[x]‘=COS=.¢ ; [[:EIS :_-"i—“l‘ BGSZI]

T
EL [x} ﬂx+7- i|!. _____ . & :
lf est continue sur 3 ;4. Galculuns J f[x]ﬂr Il.ﬁ est continue sur [0 ; —] Caltmlnns I ﬂ,t].d;,
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On désig[lﬂ par u et v les fonctions définies par ! On désigne PEIlll et v les fﬂﬂclzzlész.:éﬁn:ag par:
ulx)=2x et vlx)= 1. ulx) = 5 et wvlx)= —
2k élément de [0 ; <]
ona: pour tout x élément de [3 ; 4], ona: pour tout.xelemen » gl
fx) = 3ulx) + 7ulx) f[.:) = ulx) + vlx) )
4 4 4 e a3
donc : j (6x + 7 Jdx = SJ ufx)dx + ?J. v{x}dx |donc: JECUszde u[x] J- plx}dx
3 2/x 3 3 LI . = 5
: 3 1. LT
LA | -l el
pEEm=m Inégalités et mte ration
e eg e Q e S T A e e -_;:___?_ir.‘_;{{“i.ﬁ==@-,.ﬂm =T
LDPIIEI PR RSN el U et R il St st st s s LA betsees ,M
f et g étant des fonctions continues sur un intervalle [a ; b],
sifzo0 alors j fx)dxz0 | sifzg a]urs th]d.t 2 ]- g (x)dx.

D émonstration

Soit fune fonction continue et pn‘s‘i!_;;ve sur [a; b}, | Scientfet g des fonctions continues sur [a ; b],
F une primitive de fsur [a; D). telles que :

tout x élément de [a ; b], fx) = glx)
Ona: pour toutx élément de [a; b}, F'lx) = flx) o ?&Tz '091; ]x g ol

b ¥ y

d’oit : F est croissante sur[a; bl - d'ol : L (f (x) —gtx})dx?-' 0

- ’ Cob b
donc : J f(x)dx = F(b) — Fla) 2 0 donc : L flx)dx = L glx)dx.
Exempje —— A : e T A T R e s T
R £
Détarlmner un: encadrament de! ,;a"sm.t dr. G
| R S ro s 1Ll Rl E -".-L-',__._+._.i( L e e e e e mid ke

1
Su].txunslémentde [—'-—] ona: —Ssmxs'.l

donc : 2 Sx"amx<x3

e e e

n T
(2.7 7

d'oiy ; nx—;idxs _[" xisinydx sju x¥dx
l G ® 3

B

13n? PR __<13,=3 !
g < J.%xism.\:d,x < Sar

B emarque i

On peut avoir I flx)dx= 0 sans que Ia fonction fisoit positive sur fa ; b] ;

pour s'en convaincre, faire activité suivante :

_ ey s S " e e . T T - 5 N e Y o B
/ :

f est la fonction définie sur [— ;e?] pa.r )"{x] EE A | I

l[,a mpréaenlanun graphlque ci-contre de. 3 montre quefme : _

o2 o o
garda pas 'un signe’ cnnstanl sur [.- e’] Cillt:uluns J lru:-]

x e 1
L 1

ey s e L e b s R S S b C |
N o . e e e

. %)
n,

Pour cela vérifier que x+— % a pour primitive x —» %_ ll'n;rlz.

146 Calcul intégral



gmm Inégalité de lo moyenne
Cette PrOPIEIE 65T UNE Conséquence de 'inggqiyg 4

Jdéfinie sur I'intervalle [a ; b] par Flx) = rf[ 4. ° accroissements finis appliquée 2 la fonction F'

On peut aussi obtenir cette Propriété i partir

de 1a précedente,

e sil= "--‘-3--5:*'-; e i i Sy TR e N | e e e
e i 1 : e

SUr un intervalle

; " la 5Bl tel que a < b, m et M sont des nombres réels.
- 5i pour tout x élément de [a ; b), 1, < FRH  a, s 5
A S mb-a)< I (F ; —a).
a) af'LI]d.t <M(b-a)

b
alors _[ If@dx < Mb- a).

a

- §i pour tout x élément de [q ; bl, \f) <n

Démonstration

Les fonctions constantes x = m ¢t x s M sont continues sur [a ; b]

donc: pour tout x élément de [a ; b],

or:  pour tout x élémentde [a; bl,
b

b
f[x‘.]dxsj Mdx

i
me[x')SM‘-‘ﬁjﬂmdrﬁj. ¥ |f[x]i5M o= —MEf[I}EM-

b
dob s mib—a) < [ flddx< M(b - ).

b
dot: | Ift)lax <Mw-a).

mem=== Valeur moyenne d’une fonction
B Présentation )
De la propriété précédente, on peut faire la remarque suivante :

: > .
mib — a) S'J fixJdrsMb-a) ¢ m< b_ia rﬂ;;_]dr < M,

Si [ est continue sur un intervalle [a ; b, f atteint son minimum m et son maximum M sur (e ; b] et il

b :
existe un élément ¢ de [ ; b] tel que : f{c) = ;1 L flx)dx.

|Définition B TrRa]
[ est une fonction continue sur un intervalle [a ; b] tel que a <b.

b
. : o'l : 1 |
On appelle valeur moyenne de la fonction f sur [a; bl, le nombre réel -— L flx)dx.

B Interprétations graphique et cinématigue

* Le plan est muni du repére orthogonal (0,1, ]). i
On désigne par A la partie du plan limitée par (G;), (OD), .
les droites d’équaﬁﬁnsx =—getx= I)., A _Lf[“ d
Sur le graphique ci-contre on constate que : |
(1) aire de ABCD < aire de A <aire de ABGH i
(2) aire de A = aire de ABEF

* La vitesse moyenne d'un mobile-est la valeur moyenne de e vitesse v, En effet :

S .- ke :
N distance parcourtié - _ 1 J v{t)dt = valeur moyenne de v.
Vitesse moyenne = 3, rse du trajet b=ty
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B Exemple 1

—— ———
- =]

Eﬂalcu]nm la "“le‘“ mﬁym"‘:' ._-?. ‘-'Ill. de la fuinét'iunf ﬂe R vers. R déﬁme,llal' f () =x—sinx. r

i 2. ‘______‘__._.._-—-—-.-'l---'-——- 1)

N e

La fﬂﬂﬁtlﬂﬂf est continue sur {U 1:] car elle: esLIa somme cle deux fonctions continues sur [0 xl.

Par conséquent, la valeur moyenne sur [0 ; 1] de la fonction fest —’J. (x - sinx)dr,

or: —I (x = sinx)dx=— [—x2+cosx] '—(n—z"z)='ﬂ22;4'

B Exemple 2

== e —— Y ———————
e e =

l-l?i!m.if.?F‘F".-‘!i!ijQ!?liﬂ!ﬂfltﬂﬂﬁht"ﬂ‘-_l_"ilﬁl.':ii_liﬁ.lﬁ réel Llﬂ(‘*“'ﬂdf‘ ' i

3 ratul
s | - - e ooy e e ittt s S -
—— e I RS PR S -— - - ST e

Considérons la fonction f: ¢t > In(4 + t2).

La fonction f est continue et strictement croissante sur [1 ; 3] car elle est la composée de la fonction
t — 4 + ¢ qui est croissante sur [1 ; 3], suivie de la fonction croissante In. Par conséquent,

ona: S =) <£(3)

c’est-d-dire : In5 < In(4 + ¢2) < In13

3
d'olr : 2 xIn5 < j In(4 + t?)d¢ <2 x1n13
1
3 .
done : 321=< J In(4 + $¥)dt <5,13.
1
B Exemple 3

e 1 e

f chun:numér:que deﬁnle sur | q_i]lpar f[.t} Sy
Déterminer en fonction de a et b le nombre réel ¢ tel ¢ que f(c] soit la valeur moyenne de f sur. Iu 1!]
Queﬂeestlavaleu:decma :Letb 3?

flc) étant la valeur mﬂyenne defsur[a;blona: f{c] J f (x]d.r =
or: J flx)dx = T (b3 —at) = T'[bz + a?)(b* -—a“) = T (b + a?)(b - a)(b + a)
dod: o (B*+ad)b+a)=c

La fonction f est continue et strictement croissante sur [a ; b], elle détermine donc une bijection de

[a ; b] dans [f(a) ; f(B)].

Par ccmséquenl il existe une et une seule valeur de c telle que : f(c) = e [b2 + a?)(b + a).

it

=T (b*+a?)b+a) & c=‘/T{bz+az)[b+a].
Poura=1etbh=3, nna:c:“ﬁ.

S L ——

1 d Le plan est muni du repére orthogonal (01,)) 1 f On pose : Alx) = — 87 + R
Calculer la valeur moyenne sur [1 ; 3] de la a) Vérifier que : A(3) = :
fonction exponentielle. Déte i
Donner une interprétation graphique. rminer le signe de A[J:] sur [1 ; 3].

b)fet g sont des fonctions numériques définies
par: flx) = 2622 - 3x et glx) =823 + 9.

l.e Le plan est muni du repére orthogonal (O,1,]).
Calculer la valeur moyenne sur [0 ; x] de la On pose : T _j flx)dx et ] "_|. glx)dx.
fonclion cosinus: Sans cal
Donner une inlerprétation graphique, 127. alculer les valeurs de I et J, prouver qué
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Jechniques.du-caleul-dintégralesys

R e L

..._;--‘L\-— =

_2.1. Exemples d'utilisation de primitives
—— Intégrale des fonctions du type : | W{x) o € R*]

L‘xBHTPIB- . - | —
.-p—*T : = * e - pe S - _— --'—-H'-—"—' |
ﬂn donne la fonction fde R vers R déﬁme par: Dn dnnne la fonction f de R vers H déﬁmepa:l' 1
. 32 -dx+1 | :
B fe= : f(x) = sinx cus”x o l
| ‘Jﬂ g Ea ! o |
fost nunﬂm sur [3; 4], Calculons ] fde. l f est continue sur [0 ; ). Calculons s, J‘

e S e Bl L NI L s S e

On demgﬂﬂ par ¢ la fonction puljmﬁme définie par :)On désigne paru la fonction cosinus.
u(x) =x* — 2x* + x—5.

Ona: pourtoutx élément de [3 ; 4], Ona: pour toutx élément de[0; %L_
fx)=u [x][u{.t:]] ; S) =— wxu(x). "
ot I
.ﬁ'x u* [II. = R*'_‘\.[—- 1}] a pour PI'i.‘III.itiVE o o’ X u® [ﬂ- [= R—a\‘ﬁ_ 1]] ;:tpgm Pn_]n]t]ve. 0‘._-!'_1'

e

donc : Ef{x}d.t = E u'{_:_:‘}u_%_ (x)dx = 4% [_t‘ai%(.ﬂc]:r3 donc : J:ﬂﬂdx = -*_[ w(x)udx)dxe
1'!‘l[x]']_- A [cos“.t ?

'|I

=4x% [(.r""— 222 4+ x — 5]%]:

= 4f4f7 - 431).

I

Qe
e

asmemm Intégrale des fonctions du type : u’{x)ev™

Exempje e
oAt B ——— -ll g A 5 ;I
run dme o funchun i de [E vers R définie par : { i (ln donne la fonction f ﬂejﬂ vers R définie par: i}
f ptans—=2 4
Sl = (e et | 116 = (2= o) O
k 4 S |
)"est ¢ unhnue St {1 4], Calr.:ultln!i j flx)dx, |1 f est: cunlmua sur [0 ; 'I] Ca]mthp__s I flx)dx: 1
E:f{:;g;; I;r::]; funcﬁnﬁ déﬁrue pzu“ o Dn désngne par u la fnncnun deﬁme par :
H{.ﬂ E"'qz 6r+5 u(x) -tanxﬂxz
- : .1
Ona: pour tuut.r élément de [1 ; 4], Ona: pour toutx élémentde [0: -4—].
flx) = 5 u'x)e flx) =—u'(x)ed
or: la fonu‘uon w’e" a pour primitive e or: la fonction u’e" a pour primitive e
. L
1 1 [* e donc : j“ a)dx =~ I_“u*(x)e@mdx
donc: ['fax = 3 | wiagoetias gy |J e
4 s ~x2 |4
=%[ax"-ﬁ“5]1 o Gl ¥
16=n?.
B"'a' = s =1-e 18 '
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mmnEmm Intégrale des fonctions du type :

Exemp]e
Dn dnnne la fonction f ﬂe R vers R définie par
2v+3
)= P2+ 3+ 5 )

f est continue sur [=1';0]:.Calculons j f(x)dx.

,_.-—-a--v—

vl
u(x)

T

,'On dmme 1a funutmn f de IFR vers [R deﬁme par:
cosx
f{x] = catanx ; (Gﬂim = m )

21, Caleulons f Fiois

| f est continue sur [0 ;

us.
Dn &éssgne-par u ]a fcmctmn pnlynﬁme déﬁme par: 011 des:gna par u la foncnon sin
u(x) = X%+ 3x + 5.
5 ] M I
Ona: pourtout.x élémentde[-1;0], Ona: pour tzu(i';r .;: élément de [ 3]
f[]——Ll et ulx)>0 flx) = —-[—]~ et ulx)>0
.' ] ] ;.
or: la functmni a pour primitive Inu ou In{- u)lor: ~ ]a fClnl:tlDD'— a POUI primitive lnu ou In(- 1)
g ) 3 u w'lx) 5.
donc : J’f[,i:)d.r s r ulx) . donc : f[x)dx & u[x]
-1 - 1u(x) z =
=|In(x* + 3x + 5}]2'1 = [ln(smx]]_
| B
=Ing. = In%-

memm=ms Intégrale d’une fonction rationnelle

Exémpfe

o e - ———— e —— ———————

[ On dunna ]a functmn ratmnnella f définie par
:; ' ] 2+ 92+ 5
o e
; f est continue sur [2 4]. Calr:.ullms f[x]dx : |

|

e e e ,_._________.--_ml

PUSIEF RIS E

2
(e —

On désigne par u et v les fonctions polynfmes défi-
nies par : u(x) = (x—1) ; vlx) =[x+ 1).

3

On établit que : f(x} = ey

1)%

On a: pour toutx élément de [2 ; 4],
Fl) = 2u’(x) 3u"[x}
F * TP
"'.( la fonntmn—J a pour pmmmv%_
‘g
dnm:: f(.t]d.t [.r 1]2 _L TEET
2 =11 -1 4
=2 X [ B 1)]2 +3 % [2_—{x = .1]2]2
108
Sime 1,44.

On domm la functmn rannnna]]e )" deﬁme par:

22 +x—1
o (x—1)(x+3)7

f est continue sur [2 3] Calculons J. Sx)dx.

1 - 15
8(r-1) 8(x+3)

7
2(x+3)%

On établit que : flx) =

On désigne par u et v les fonctions polyndmes défi-
nies par : ufx) = (e=1) ; vlx) = (x + 3).

Ona: pour toutx élément de [2 : 3],
x) 15 v'(x) v'(x)

foy= L 22 -
S wx) " 8 v 2 o)

ulx}>0 et olx)>0

, _
or: la 'fnm::tmn-l% a pour primitive lnu ou In(- u)

' 3
dx |donc: J‘}‘[_t_:]d_t

1 3 3
Tj i O« il
2Xx+ 3 2 2[x+3]2

- e 3 ot - 2[5

_1 15
- -8—1]12'*‘ —B"lnﬁ -~ ——]n5 ke

15
ch:+ T
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g Intégrale d’une fonction trigonométrique

ExBH'PJ& 1
la fonctmn, de R vers R e
013 &mﬂlﬂ ﬂ e f;.t. déﬁull! Pa]:' Dﬂ dﬂ]]_]le 1a funm“ufde lm vﬂl's R déﬂ'ﬂlﬂ ]HI' I
Sy Y f(x) =cos’x.
= ue sur [ + Calcul I “Flod:
i S gt 1 st continus sur 3 21 Galulons Lﬁr)ﬂr-
ﬁn.linéarlsant cos®x, e
o cosix = gosbx . Bcosdx . 15cos2x 20
pné- 32 . 3z 32 4 37 Qﬂ a1 f[x] = pogix = Eﬂﬁz.tﬂﬂﬂr - {1 - smz'r)cusx
=1 1% T =4 2 £
donC .[ fx)dx = 33 % eosirix 4 15 .[%msgd‘t dong Laﬂ-ﬂdx = La'cos.xdx— J:sinz.t cosxdx
n 2 £y a 1
+ %E Ecusz.\:dx + %_j "
3 T
[ si 3 15 5x1Z B =
= [192 sinGx + =5 sindx + == B4 sinzx + 5 ]L = [51:11:];_ [sm ];
_ i _15 ‘ " E sk
64 6 = e
Exemple 2
ﬂn*dnnna la'*fﬂnﬂflﬂ'ﬂf de: B*‘fﬂrﬁ R rleﬁme par: On: dunne 1a fonction fde R vers: R définie par:
s e i f() = sin*cosx.. e
fest continue sur Iz ";:;_[.1.'*":?"'-1‘3“1"’“5 .f(dx. | |festcontinue sSur [~""— 9 -El Calculons f{::]-:lr
e . e = A e e e e e .-l._- R

e e

: flx) =cos 24 sindx = cos?e sinx(1 — cos®x)
= ginx cos?x — sinxcos’x
donc :

.[ flxyde = I sinxcos?xdx — J sinx cos*xdx
™ £
[- = cus"x] + % [EGSSI] !
)

RBI‘I’IBI’QUG

Dans la recherche d’une pri
ser lorsque p ou q est impaire.

v a
2.0 On donne les fonctions fel g de R vers R déli-
nie par:
E 2 +3x+4
flx) = = ; g[rl:—-;;_—I—--
Vérifier que fest de Ia forme :

+ £
ax+ 2 x+2
C

elquegestdalafoma:ﬂ-’l-x—-—*_ R

1
Calculer les intégrales : L,:'(-r]d-l-‘ et

-mitive de la fonction f définie par x>

j:fy[-tldx.

Ona: flx) = Sill?.tcl:)s.s.r = sin®xcosx(1 — sin®x)

— gin3x cosx — cosrsin®x

donc :
£ 5.4
7. 3 3
L flxidx = 51113.1: cosxdr — | cosc sin®x dx

! I
E a
5 sin®x - 5in°x|
iy

sinPx coslx, on peut éviter de linéari-

Exerclces ST A AR S A

2.b Calculer les intégrales.
2 7
@ [x- 1o -rte () [0~ 20l - x)7dx

ol
(4) _L dnz-1,,

i —2Zx+5

3} | — 0 ——
) h [(-x2 +5x+ 3

3
(6) L sin®x cos?rdx

II

z
(7 L sinx costr dx (8) J simcrcos™x dx.
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—2.2. Intégrale d'une fonction paire, impaire, périodique

Le plan est muni du repére orthogonal (O, [, J)-
On pourra expliguer les résultats suivants en considérant 1'ai
pondent par la symétrie d'axe (Ol), la symétrie de centre O 0u

re de deux parties du plan qui se corre,.
la translation de vectenr T 0Ol

On démnntre et nous adm&rtons les pmpnétes suivantes.:

Si  fest paire
alors j fK)dx = I f(:r}dr et J flodx= ZJ fix)dx

Si S est impaire e |
U a a
alors -[f[x}dx = - J; fixldx et -[. {[J:]d.r =0

Si S est périodique de période T
a+T

T -
alors )"[x]d.t:Lﬂx]dx

Exem pI el

e == . ———

Calculunslmiégra]e 5253 c_l:::ﬁ TEE ; Ca]culunsl'm{egra]a f i+ E,d.r. |
ST = il R SR I

o ; : : =

M et L el e

1 1—e . : s —
x > e est continue et paire sur [— g g] = or bet continue et impaire sur [- 3 ; 3],
i 2 e
5 dx (v dx 2 I — e
: tan3 donc : L dx 0.
code J T cos?3x =2}, Tostax [ A x]_
Exemple 2
P, ..'“""__7“'_-'-"""—"-7:; R e P STy I S S £ o R ey
= [#2 ' 1-cosza.
ECﬂ]cu]ﬂns l'mtégra]a J ' sm":-lxdx: [a E R] & [sm?u- ___E_;
" ¥ . . zﬂ
x> sin?3x est continue et péuodlqua de période 5.
o+ 2“ & 1 2
done : ? sin?3x dx = I sin?3x dx = —J (1 — coséx)dx = [__ smﬁx] I_T
| a Z 12 J, 773

WE XTI CICES BLo2s /i s

2 ¢ On considare les fonctions fet g de R vers R 2d on considére la fonction fde R vers R définie

définies par ; f{x) = ¥*sinx ; g{x) = (1 +x*)tan. par : f{x) = In{cosx).
"y Démuntrer que ;
ter: [ fldx 5 [, gladx. z
Calculer J._%fb-' J-'T j L]n{cngx_]dr = r In(1 — sinZx)dr.
Fl i}
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2.3. Intégration par parties
i BRI N T f‘-“ﬂ:'?_-‘"""' s g e T (T
Prﬂpﬂﬂe B e T et s

{ deux fonctions dérivables sur un mtenral]e [ I.:]

el g son
o * jok funchﬂns dérivées f” et g’ sont continues sur [a ; b]

o || lagtgae= il - (oo

pémonstration
et g sont deux fonctions dérivables sur un intervalle [a ; bl.
Pour tout x élément de [a; Bl, (fg)'(x) = f1laglx) + g'x)f(x).
i les fonctions f” et g” sont continues sur [a ; b] alors les fonctions g, f'g’s f'g + 9" sovt combmues
sur [a: bl,

sone: [ U eax= [ g+ [Coaree= el

Exemple 1
fon mnSIﬂEI'H la fﬂn“hﬂﬂf définie I;;T R | Dn cuns:dére ] fonction f deﬁma paI FE _—:
f[x] [2::»1- 3]&‘ : ?5;. . f(x) =xlnx !
| iI"ﬁt cuntu:me sur [D 1] Ca]culuns rf [r}d.t : ] fest cnnhnue SUr: [‘1 z] Calmlnns I f (x]dx '
Posons HEI} Zx +3 : ona: |uflx)= T i’osuns u[x) h:u: . pna: u’(-t] ==
v'lx) = e v(x) = ef pr
. = H U'{I] =x D(I] :-_2_'
On calcule cette intégrale en posant On calcule cette intégrale en posant :
r" dx = [(2x + 3], J"'k dx r de = [ 22 booe], 1rdx
flxle _'[( +3) ]u"-z U‘Bﬂ * 1f{-‘] =7 =y |
Exemple 2
:ﬂn cnnsndere la fnncuun h déﬁme par h[x-]' =afsinc. o : 5
h est mnhnue Sar: [0 —-] Ca]culnns [ h[x]d::. Tt s 1l
5]
Calculons : L xcosx dx.
Posons : | flx) = x* ona: |[flx)=2x Posons : | ulx) =X ; ona: |ufx)=1
§'x) = sinx glx) = - cosx 5] = gasr olx) = sinx

On calcule cette intégrale en posant ) On calculﬁ:: cette intégrale eln posant ;

L_h‘[.ﬂdx [ IEGDEI] +2 J“S-x cosx dx. J%:cﬁﬁ:: [x Si]].r]:"_ _“.Esmx g

1] [

WE XTI CICeSs B/ A AT A
2. Utiliser une intégration par parties pour caleu; 2.f Ut'i'l::lar deux intégrations par parties pour cal-
ler : FULGE. S .
o) [rstnras @ el o [ @ [ wsinzix
(3) I xlnxdx (4) flntdl {3) J:-rJl —xdx  (4) j:.rzmdx.
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—3.1. Calcul d'aires

smmmmm Calcul de |'aire d’une partie du plan limitée par Vaxe des abscisses g

une courbe
Le plan est muni du repére orthogonal (O, L, J)-

f étant une fonction continue sur un intervalle la ; bl de représentation graphigque (), nous nous pr.
posons de calculer l'aire de la partie A du plan limitée par (6), (O1), les droites d’équations réspectives ;

x=aetx=>h,

M Cas oil f est une fonction continue et positive

On sait que,
i fest une fonction continue et positive sur [a; b, :
. N (s a<xsl
A la partie du plan définie par : M(x,y) €A < { iy

e
alors | aire de A= f_'f[x)ax- l

B Cas ot f est une fonction continue et négative

Si f est une fonction continue et négative sur [a ; b] on pourra considé-
rer 'opposée de £, la fonction — £ C'est une fonction continue et positi-
ve sur [a ; b]. Sa représentation graphique (€') est le symétrique de (6)
par rapport a (OI). ) '

Les parties du plan A et A’ définies ci-dessous sont symélrigues par rap-
port & 'axe (O1), elles sont donc superposables.

N asx<hbh | i as<x<h
Misy) €4 e {55500 s Ml €4 = {30/ (" i

; b b
Ona: aire(A') = L[—ﬂ{.r]dx = —J;f[-&‘]d—.t

i : b o
donc: | a.iref;ﬂ.] '=.'aire[ﬁ’].=—-[__f{r]dx"

B Cas oil f est fonction continue et quelconque

Les résultats précédents permettent de calculer

Iaire de la partie du plan A limitée par la repré-
_ sentation graphique (€) d’une fonction continue,

I'axe (OI), les droites d’équations : x =a et x =b.
Dans le cas de figure ci-contre,

ana: | ailﬂlﬂl?"_[:ﬂ‘.]ax +Ef(x]dx “‘J.:f[-"]dx |

Exemple

L e L e e R PR R g

. e e e e
(9 ot 1a soprésentaion graghie d a fonction polyn
Calculons Vaire dela partie A du plan
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+ oo

caleul d'm:re e O ! ?
el e == | e ] feoax - o

aeee-all et eal [ e,
aire(A) = 5,75.

-3

plolt

gemmsm Calcul de V'aire d'une partie du plan limitée par deux courbes
On veut calculer I"aire de la partie (A) du plan limitée par les courbes (€,) et (8,), représentations gra-
phiques des fonctions f et g continues sur [a ; b}, et Jes droites d’équations x = a’etx = b.
goit k un nombre réel tel que :
pour tout x élément de [a; b], flx) + k20 et glx) + k20,

Désignons par A’ I'image de A par la translation de vecteur k ol.
A’ est limité par les représentations graphiques de x— f{x) + k,
x> g(x) + k, Jes droites d'équations : x =aetx =bh.

. b b
donc: aire(A) = aire(A’) = L [f(x) + k]dx — L lg(x) + Kldx.

I
(]
[}
[
[]
i
[}
]

I
d'oi : aire(A) = _[ [flx) — glx)ldx l

a s ('Egl
Exemple T e
e plan 6t muni d repére orthogonal (0,1 ). (¢ est 1a représentaton graphique de la fonction /.
Iamm;m: fl= B, |
! ' x=2

!'ﬂé‘lqulnns Paire de la partie A _du'planl"limifté__e_:_pgi- (€),
\diéquation x=-3 et x=-1. - Sl

4 _n.
5=0;

Ona: flx)=x+1+ 45

donc: (@) est la droite d'équation y = x + 1.

Dans l'intervalle [- 3
courbe (‘€).

Donc: aire(A) = j-::[f[x] ~(x+1)}dx= ].

- [4n(z - ], = 4ln--

-1 4
g X—2

e T b e e e S i

1 — 1], la droite (@) est au-dessus de la

la droite, (@) asymptote de (€), les droites |

g

L e e e 1 el it S IR iyt Gy _.|

> 1
B et el 41 |

L

mE O N . i

Jd.a

Le plan est muni du reff‘arﬂ orthonormsé (0, L],
"umni ique étant 2 cm. .
Bﬁfniadghr;%: f:nclibnf de R vers R définie
par : flx) = x—xln(- x). (@) est la représenta-
tion graphique de la fonclion f. -
Calculer l'aire de la partie 4 du plan. limitée
par (@), I'axe des abscisses, les droites d'équa-
tions; x=—4 e x=-1

3b e plan est muni du repére orthonormé (O, T, J).

On considére la droite () d'équation y = 2-—1,
la courbe (%) d’équation : y =— x* — 4x =t
Déterminer les points d'intersection de (@) et

(). :
Calculer l'aire de la partie du plan limitée par
les courbes (@) et {€).
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—3.2. Calcul approché d'une intégrale

mammmy Recherche de méthodes de calcul approché

I n'est pas toujours possible de calculer l'intégrale If (x)dx. Cependant, lorsque la fonctigy Festgq

des méthodes de calcul approché de ) aire dg |,

nue et posi osons de donner i
positive, nous nous prop les droites d’équations : x = g o = le‘lm

du plan limitée par la représentation graphique () de £, (0D,
Pour cela,

— on subdivise I'intervalle [a ; b] en n intervalles de méme amplitude ;
- on calcule une valeur approchée de si(A;) I'aire de' A, ;

~ on fait la somme de toutes les valeurs approchées des aires des Ay.

Pour calculer I'aire de A,, on utilise habituellement 'une des méthodes | e
suivantes. Les ﬁgures ci-dessous permettent de déterminer les rec- Sk

Meyy Mo

tangles R, R, ,, R’ et le trapdze Tpe) o] [ a k lr T
Méthode du rectangle Méthede du trapéze Méthode da point miliey
Sxia) S(Xra1)
flx) fle f("ﬁgiﬂ‘) """ g Ls
J I Vi
o _ o | X e [e)
[ SRI=sA) S AR, | N W R, R O

=t [ ey Exemple d'uilisation de la méthade des rectangles

| Le plan est muni du repere urthogonal 0,1, ]} )" est une fnnctmn cunhm:m, pnsm‘;’e ‘et crulssante
[ sur l‘mtenra]le [0,1'; 0,8] définie par: f [x} _Ex- 1- -

08
l Sans calculer l‘mtégra.le, cherchons une valeur approchée du nombre j dr

s CAE R BRSO e e S T S Di].l].l' 3
Pour ceIa
partageons [0,1 ; 0,8] en 7 intervalles d’amplitude 0,1.
0,6
L'intégrale L l_ L dx est 'aire de la Ppartie du plan limitée par /108 - -~-=--mmomr e
1 ]

(6), (OI), les droites d’équations : x = 0,1 et = 0,8,

Désignons par S, la somme des aires des rectangles tramgés gris
etpar §, la summe des aires des rectangles hachurés,

0.8
Ona: S, € J. =lie < 8; i AR e it i pinss
S, = 0,1[f(0,1) + f(0,2) + £(0,3) + £(0,4) + £(0,5) + F(0, 6) + f(0,7)] e/,
8, = 0,1[/(0,2) +f10,3) + f(0,4) + f10.5) +/(0.6) + f(0,7) + f(0.8)] ¥ w7,
Le calcul des valeurs approchées de S, et S, donne : Jon Mo 77 ’,y/ //// /

0,918 < J —dx <1323 o| o 04

« Déterminer une valeur approchée de V'intégrale, caleyler |- erreur S,

= ; : jation
graphique de cette erreur. 5, et donner une interpré
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3,3 calcul de volumes

Taspace oot muni du repére orthogonal (O, I, J).

g Unité de volume, unité graphique de volume

wmité de volume, noté w.v., est le volume du parallélépipe i ;

o Lu Jos points 0.1, L.K- lu p pipéde construit a 4 c
P orsque I'unité graphique sur chaque axe du repére est exprimée encm, en  9cm
..., onité graphique de volume S'exprime en cm?, en m®... o =

g Exemple intru(}ucﬁf ) 1 wv. vaut 24 cm®
Volume d’un gyfmd{*e droit ﬂfip;imé par une illtégml&_
copsidere un cylindre droit d'axe (OK), dont les bases sont contenues dans deux plans paralléles au
1an (OD)) et ayant respectivement pour équation : z = a et z = b [a<b). |
On désigne par '
op Paire d'une base.
4 le volume
¢ l'application : [a; ) =R
z ~ P(z), P(z) 6tant I'aire de la section du cylindre
onadonc: $D=B. ; avec un plan _pamlléle A (O1]) et de coté z.
On cbtient: V' =(b— a)®B = | P(z)dz.
(i 4
On démontre et nous admettons la propriété suivante.

Al 2

Le volume ¥ de la partie d'un solide limitée par les plans &, et &, d’équations respectives :
, 2=¢ et z=b [a<bh]
est déterminé (en w.v.) par: ¥V = J $(e)dt,

(¢) étant V'aire de la section du selide par le plan & d’équation z = () [a<st< bl

T o
"5 i P

//?ff'a_; -LJ' /
l<471j

§

B Volume de la boule et du cone

Activité T P I AR 5 e
'Gn veut retrotver par la propriété précédente, Ia formule du volume d'une boule de rayon R et celui’
{d'un cone droit de révolution de hauteur f et dont la base est un disque de rayon R. 4

d stols TN

I h

Le plan @ d'équation z = ¢ [- R <t <R] coupe la | Le plan &, d'équation z = ¢t [0 < t < h] coupe le
boule suivant un disque de rayon r{¢] et d'aire #(¢). | cone suivant un disque de rayon r{t) et d'aire F(t).
* Exprimer $(¢)en fonction de R et &. » Exprimer $(¢t)en fonction de R, h et L.

* Dans les deux cas, exprimer 97 a 1aide d’une intégrale ; calculer cette intégrale. Comparer les résultats
ainsi ohtenus avec les formules ususlles. :
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—IP1. Encadrementd'une lntegrale comportant In

i

dgs funchons ln ét X ;h vr

Exercice cammen{e 1

En ‘déduire un encadrement de la fonction In sur

Afege

¢ étant un nombre réel su'mtement sullé“"“r a .1

1. On constate graphiquement que :

pour tout x élément de [1; +2f, 0= Inx < /x
Cette constatation graphigue est confirmée par I étude des varia

2. Soit x un ¢lément de [1 ; + =< ;

ona: 0 £ Inx < Jx d'aprés (1)
3 Inx 1
doi: 0 < A g
xfx *
: de_ .
or: -[ = =
donc: _[ —dx < Ino.
I
Nous voulons avoir : rl): <1
1 x.ér
1l suffit alors de poser : 111!1 1
c’est-A-dire :
D'on : j —dx < 1

B TR
B e L
.

1. Etudier la position relative des représmtahnnslﬁrazl:?uﬂs

rz [Utiliser les résultats précédents punr encadrer les Hltéﬁr

Tmuver - o pour gue dans chacun des cas, as, l'intégrale

alé.é smvalltﬂs
S ). S
b ) wrE et

(1)

tions de la fonction x — Inx — [k,

1 1
ona: 0 = BrErl <
_ : X y
x2 Inx 1
0 = -,r“+xz+1 = _r&
df' Jﬂdx = 2l
o 1_IJ:'C
donc: O xq.t"'l;z.r 1&1’«:2{1—74
{1
Nousg voulons avair ¢ x“‘]—:l-z.thlx+ 1 dr <1
il suffit alors de poser : 2[1
cesta—du'e s(;l
4
D'c: < _1.2&_
ol 0 1xﬂ+xz+1d't¢1'

TP2 Calcul d'une intégrale comportant In

Exercice commenté 2
|-- " 85 s e Calculer

‘_.'._-—'__'....-_.n..-__l_'u.'_,_-‘-_h;' i

Cette intégrale est du type : J Jx)Inx dx.

Nous ne connaissons pas une primitive sur [2 : 3]
cieusement une intégration par parties, nous
contenant pas la fonction In.

Posons : .u{x] = Inx
x)=4x+1

d’oil : J(fixﬂ}lm:dr [f2r2+-t]]n-r] I[h+1]ﬂ:

e L (ax + 1)inxdr = 21In(3) - 10In(2) -

158 Calcul intégral

donc : Iu*[x]. =

e
N P e M Py e T B e e

[-!x+ 1]lm:dx,

—-——._..._....

5l :‘e la fonction flx)lnx. Néarnoins, en utilisant judi-
Pouvons nous ramener 4 Yintégration d’une fonction né

vlx) 2.):2 +x
[z + dhine - (a2 2],



Fonction définie par une intégrale

- jectif d’étudier une foncti SFis ; y
TP a pour objectij d’etudier une fonction définie par une inté ili sfinition d'une pri-
gffﬂ' e et les propriétés géométriques d'une inténgep. B mggeale én tiinant I degiee

Exercice commenté 3

g T iy S

& pian est muni dun vepere orthogonal (0, ;7). es 1a Tonction définie sur fpar /D =&
1. Fdier sommairement et représenter graphiquement f; !
5. On considére la primitive F sur [0 ; + [ de £ qui s'annule en 0. |

” fcrire F(x) sous forme d'intégrale ; justifier que la fonction F est bien définie sur [0/ + =[:

-

valeurs positives et les valeurs négatives de x; en. dédui-|

 ponner uae interprétation de F() pout les

re la parité de F. i . Al l
_ Fiudior le sens de variation de F (on ne calealera pas les limites). o

1. Etude sommaire et esquisse de la représentation graphique de f°

D=R
fest une fonction paire ;
[estune fonction dérivable sur R et

pour tout nombre réel x, f ) == _e_'ra |

gna: lim
X4

lim (—.1':2}"=—=q
e = U;ca.r{ T

lim Ex=[|
X=p=vo

On en déduit le tableau de variation de fet I'esquisse de (6.

X -0 0 +oo

Jx) + E:II:] o

fx) _ BN Y -

2. Etude de la fonction F

Expression de F(x) sous forme d'intégrale o
La fonction fétant continue sur R, elle admet sur [0 ; + oo des primitives.
Désignons par F celle qui s'annule en 0.

Par définition :

pour tout x élément de [0 ; + =, Flx) = L e~tdL.

Interprétation graphique de F(x)

Soit x un nombre réel strictement positif.

Par définition ( voir graphique),

ona: Aireded,=F{x) ; Aire de A, = Fl- x)
or:  Aire de A, = Aire de A2

d'ot1: F est une fonction paire.

-

Sens de variation de F . _
Par définition, 1a fonction F est dérivable sur [0 ; + e[ et

pour tout x élément de [0 + eof, F'lx) = e

On en déduit que F est une fonction strictement croissante sur [0 ; + =[,
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__TP4 Détermination de primitives emiation do o
Ce TP a pour objet de compléter les TP2 et TP3 par uneé méthode de délermination de primitives g, Ce
taines fonctions du type fo.

Cette méthode consiste a !

— définir In primitive sous forme d’intégrale ; — o
- exﬂhc:ter E’&treI pnmmveJ;n calculant V'intégrale & l'aide d’une ou de deux intégrations par partje i

Exemple 1

- g e ey i _,__ i
e P T .

Ia pnmmve FsurR qui’s rannule en - _4, dels fnnu ]

Ce— S T N LA
P e s -

AT l’mde d'une intégraunn par parhes, détermmel‘

ihunfﬂeﬂvarsﬂdéﬁmepar ﬂ.‘l:]=15mr ol Il At e -'

i - =
e e e

® La primitive F est la fnnr:hnn de R vers R définie par:

Flx) = Lt-siut dt.

e Calcul de cette intégrale parune intégration par parties :
on pose : u(t) =t . ona: lu'[;] =1
| p'(t) = sint o(t) =— cost

X
on obtient : J’:-t,sint di =— [tcnst]: + ] costdt
T n an
T T 2
d’ol : F[x) = —xcosr + sinx — 1.

Exemple 2

oo
R T

e ——

e R el e et e

| A L'aide de deux mtegraunns par parties; déterminer la prumhve G surR qui s’ zannule en', de la

définie
If““'lﬂl'ﬂ*nL g deR vers R & Par 9[.1:] r"‘i:osx

° La pmmtwe Gestla fcmchun de R vers R définie par :

Glx) = j cost dt.
7
e Calcul de cette intégrale par deux intégrations par parties :

on pose : |u[_t] = 2 . ona: |ult) =2t
v'(t) = cost v(t) = sint

on obtient : G{x) = [.tz's_ilcit]x'l - 2]:5 sint dt
z E3

d’olr ; Glx) = .tzsinx.—%z' — 2F(x)

: 2
Glx) = xzsinx—% +2[x cosx — sinx + 1),
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%&\\‘

|ntégrale d'une fonction
continue sur un intervalle

1 Calculer les intégrales suivantes :

3

(1) | (-2 +4x+1)dx (2) | &
Jo L x
[ _dx 2

'[3? Jp1+x (4) |2 %

) l;‘ _ ) rin3

(5) |, taredx '(6) etdax
T o

2 On considére la fonction f définie de R vers R
par: flg=x+|1-ex|.

Calculer r {Ix]dx.
3 D:\ considére les inté‘gr&les’lli et ] ci-dessous :
I = J.Tsin“x cosicvdx et J= Fcusax sin‘xde.
1. Call__:ul?er I+Jetl-]. ° Y4
2. En déduire I et ].
ol B On considare les .intég'ralesi et J ci-dessous :

e
I= jq' (x + 1)cosPedx et J= J?[x + 1)sin%e dx.
o

1. Calculer 1+ JetI—T.
2. En déduire I et J.

o4 5 On considere la fonction f de [o; &) vers R

définie par : f(x) = %“:Tft.'

1. Démontrer que f est dérivable sur [0; -E—l et que:
Ll 3 2
pour tout élémen: xdel0; —1;*-], f_(x] = ooz todx
; T
2. CﬂlClIlBI' 1= Jﬂ ES_ZT‘: - -
9. En déduire une relation entre les intégrales I et ],
LK

}=j7 1_ gy, Calouler ).
g COS%x

Inégalités et intégrales

& Démontrer que : pour tout x élément de (0;1]
et pour tout entier nature] non nul mr,
g X s,

2 T 1+x .
it 1 AP TP I
Bn déduire que 7 +7) J R i T

7 Démontrer que : pour lout nombre réel positif ¢,
1
v e .
En déduire que: pour lout nombre réel positif x,

% ,£2.2 £1n(l +X) Sx

Exercices T~

8 Dans chacun des cas suivants; calculer la
‘U?leur moyenne sur l'intervalle K de la fonction f défi-
nie ci-dessous. '

(1) fixrr e K = [ln2 ; In3]
(2) frxroat4x-3 K=[153]
oy SIATE |
(3) [:x 5 K-—[ﬂ.-f]
e B 5k
4) f:x s ¥K=1[0;3]

9 Dans chacun des cas suivants, calculer la
valeur moyenne sur lintervalle K de Ja fonction J défi-
nie ci-dessous.

(1) fla)=+ K={1;2)
{2) fix)=2sinZx K=[1; .:';f_]
(3) flx) = tanx K=k E; .%t_]

10 1. Démontrer que pourtout £ 2 0,
e A el ®
_ 1 £51+£51 L+ 1=
En déduire : que pour toutx20.
x-Z <ol +2) £ x- £, L.
2, Trouver un encadrement analogue pour = 1<t<0
x—In(1+x)

e o)
& R

En déduire que : lim
x—0

pour tout t 20, 1 <el.

11 On sait que:
pour toutt= 0,1+ <l

1. Démontrer que :
(Utiliser une intégration.]
2, Démontrer que :
. ; I i

pnurlnuttan,1+t+ ot ar + oty e
{Utiliser Ja démonstration par récurrence.)

1.1_2 Démanlrer que pour tout ¢ élément de (0 ; 1],

' 0Dse-—-15extl

{On pourra intégrer e' sur f0;1])

‘En déduire que :
pour tout u ¢lément de [0 1],

1+u e = 1+u+~%~u.

Techniques du calcul
d'intégrales
Utilisation d’une primitive pour calculer une intégrale

13 Calculer chacune des intégrales suivantes :
=1 ]

dr 1+x
1 G R g
) ) Tvz @ ), Fvzxsa
r o
@ | =+ ide (4) | fdx
’ i
T %
(5) | odx (6) | *sinxdx
rl r1
(n gt idy {E} dx
wed 0 fr41
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14 Caleuler chacune des intégrales suivantes :
3

0 [(e s 2

@ ) [+ e E)dx

r3
@) (502 s 2

J\Z P13 Y Imag)ix
15 Calculer chacune des intégrales suivantes :
L

(1) ucnszxdx

(2) J:smz:dx @) J

cus*.r

'1| 6 Calculer chacurie des intégrales suivantes :
(1) Jy (2 - 5)(x2 —5x + 1)dx

-D -

o x+3 ; (I3 ox _ gox
@ Joa (2 + Bx —1)3 s -[3]'.n; e+ e

o s

)dx Ol

J2 (x+1)2 /3 fr—-2
[E] =~ x dx _ ri x
Ly TR @ )_, — de

e* i :

5 J‘ Inx _ 1n®

() 01+E‘dx [91-3—1(%+n_£‘:_)dr
S Calculer les intégrales suivantes :

(1) J-fzsi.nﬂxd'.r (2) J: cosxdx
T

2
(4) L uf2u? + 1 du

B
(3) Iﬁ ue"+dy

2 odi © j'li %d
oJat+1 A e gl
2x +1 -
7 j e .
) xz+.r+1 [8]_u2_ﬂ+4ix+.5d:
® j' o (10) [* eessinede
T

13 Calculer les intégrales :

P Redee 5r‘+3.r-“*..f'
1 _[ dx 2 J
@ T 2x+3 ; @ 1 -t’*+x2+1

19 On considire le polynéme (%) défini par :
Slx) = (1 +x)" [(n € N].

1. Calculer L flx)dx.
2. Aprés avoir transformé fpar la ;'ormule du bindme,
donner une autre expression de | f{x)dx,

RaLl

3. En déduire la valeur de :

1gt, 12 n
1+ 'C+EC+ n+1cﬂ

Utilisation de la linéarisation dans le ealcul
d'une intégrale

20 Linsariser sin%x.

1]
Calculer l'intégrale J- sin*x dx.
'a

162 Calcul intégral

91 Linéariser sin%xcostr.

2n
Caleuler l'intégrale L sinZx cosir dx,
. 1

X ‘ ._
Calculer de méme | cos?xsinxdx,
4]

22 Calculer les intégrales suivanles ey hnﬂﬂnsam

(1) [—51:135.\:(1.1: (2) J_Slﬂ‘xdr

:(3] ‘[‘ sinx costxdr (4) [ ,, sin?(2x)cos*(az)g,

hﬂ! Calculer les intégrales ci-dessous en évitay, ]
linéarisation : .

{ 1) -LTBillsx dx (2) J-:-cgss ¥ dr,

“_.
B o z
©) [ sintecosteds Y [E—

2 L
(5) leﬁ —sinx coardx (8) J: sin®xcasrdy
£ :

24 1, Transformer en une somme cosx cos2x cos3x,
2. Calculer les intégrales I et ] définies ci-dessous :

n
Z

I'=| cosxsinccosdxdx et = J.cosz.rcusﬂa:d,r
1]

Ulilisation de la parilé ou de la périedicité dans le cal-
eul d’une intégrale

25 Utiliser la parité ou la- périodicité pour calco-
ler les intégrales snivantes :

) [ e - sinejas @

Zn

z{.rz — cosx)dx

(4) ‘[i_ tane dx

(3) J:zx (cosx — sinY)dx
T

Intégration par parties

&@ Calculer les intégrales snivantes a I'aide d'une
intégrahun par parties :

(1) L lnede

@ [ lora.

2

(2) I 1n(4x —1)dx
1

(4) L nE=lax

?7 Calculer les intégrales suivantes a I'aide d'in-
tégrations par parties - '

P 1
O [prar o [eneac o] 2t

2
(4) _L(z.n: + 4)e* - 1y (5) r (x + 2)e"*+'dx

f: ‘na Calculer e i}
€5 inté ide d'in
tégratmns par parties ; grales ci-dessous a I'ai

0



-

X %— -
(4 aginxdr (4) J sinvdx
(3) Jz 0
K

wh

~ %
(5) ), 'csinirdr (6) J.q Xicoardy

n

(7) ‘-:x costvdx

29 Calculer les intégrales suivantes A l'aide d'in-
¢gration{s) par parties.

! || 1
o J =gl (2) Lﬂﬁ_—xu
a
% 30 1. Déterminer les nombres réels a, b, o tels que
; 1_]' =24 bx+c
x[_\‘_'ﬂ +1 X e+
1
1
2, Calculer J. 1 E{?ﬂﬁi“
3. A Taide d'une intégration par parties,
1
Inx
calculer I :
1 xla? +1)

31 1. Démontrer que pour tout nombre réel x :

cosix = %—cusax+ 3cosx,

2. A I'aide d'une intégration par parties,

o 1 :
calculer L (2 + 1)cos?x sinx dx.
T

32 On considere la fonction f définie sur i% ;53-].
par: f(x) = lnllanr%l.
1. Calculer f(x). _
2. A l'aide d'un intégration par parties, déterminer la
3 dt
valeur exacte du nombre La T T
8

i 33 On considére les intégrales I et ] ci-dessous :

ki
I[= jzx’cusix dx et J= Exzsinzx dx.
Q

1, CaleulerI1+]. - ) ;
2. Calculer I —J & l'aide d'une intégration par partie.
3. En déduire L et .

34. Galculer les intégrales suivantes i l'aide d'in-
tégrations par parties.

x ) n et
) [*ecosrar 2) L ateetsindxd
1]

g rE "
(3) Eﬁ‘simdx (4) L (e + 1)sinxdx

35 Calculer les intégrales suivantes & l'aide de
deux intégrations par parties.

2 ¥ -2 .
(1) I (x4 2x + 3)efdx {21 . Inxdx
Sl k
1 x ~1
@) | wefde @ |t + e
nl- The : ]
(5) I xIn’xde* (8) ae‘“sjl_l.trir
1 o
T S
(7 I e*cos3x dx (8) ) ersindxdy
1] B “ =
"\
\_ -

Calculs de grandeurs

Fonclion définie par une intégrole
o 36 fest la fonction définie suz }- 1 + =l par:

_[* st
,"_'[-lrlﬁL1 rya
1. Caleuler f{1).

2, Déterminer la dérivée f” de f.

37 On considare la fonction fdéfinie de R vers R

X
par: f{x) =J (et + 3e~t)dt. g

lo . S
1. Indiquer sams caleul f(x) et /10).
2. Etudier les variations de f.

3. m élant un nombre réel donné, déterminer dans Rle
nombre de solutions de l'équation : f{x) = m

38 Le plan est muni du repére orthonermé (O L)
On considére 1a fonction fde R vers R définie-par :

fi9= | st

1. Indiquer sans calcul /1(x) et f(0).
2. Etudier les variations de St

‘3. Démontrer que ; pour tout nombre réel x,

fle)=x+Inle"* + 1) —-In2.
En déduire que la droite d'équation x — In2 est une

‘asymptate & la Teprésentation graphique {¢) de f.

4. Construira {(6).

D'aprés BAC

39 On cansidere la fonction fde R vers R définie
T 38 -5xd+2x—1
port il == —pvd

1, Préciser 'ensemble D; de définition de f N
2. Déterminer les nombres réels a, b, c et d tels que,
pour tout nombre réel x :

f{x]=ax+b+x%2+h_f“.

3. Donner une primitive de [sur [-1; 1].

1
Calculer I _ {'[.r)d.t.

PROBLEMES

li'ﬂ_LE plan est muni du repére (O, L 7).

On considére la fonction fde R vers R définie par :
Sla)=x +1n2 :";
On désigne par (€) la représentation graphique de f.
1, Etudier les variations de f'et construire (€).
2. Calculer & l'aide d'une intégration par parties les inté-
grales: 2 2
I Infx + 1)dx et j In{-x + 3)dx.

1 1
3. Calculer J'aire de la partie du plan limitée par (%),
(01), les droites d'équations: x =1 et x=2.

81 1. plan est muni-du repére (0, 1, J).
On considére la fonction f de R vers R définie par ;
Slxl= .r] X i :
On désigne par (¢) la représentation graphique de f.
1. Etudier les variations de [et constraire ().
2. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (@),
(O1), les droites d'équations: x=0 el x = -0
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A2 Le plan est muni du repare (0, 1))
On considgre 1a fonction S de R vers R définie par
- 4
.ﬂx) =x+1+ —zp
On désigne par (4) 1a représenlation graphique de f/
1..Etudier les variations de f et construire ().
2 Calcult_&'r l'aire de la partie du plan limitée par (), les
droites d'équalions ¥y=x2+1, x=3 el x=15.

&3 Le plan est muni du repere (0, 1, )).
On considere la fonction fde [- L ; -&] vers R définie
par: flx) = tan®x, 274
On désigne par (€) la représentation graphique de £
1, Etudier les variations de f et construirs (6).
2. Calculer l'aire de la partie du plan limitée par (@),
(Q1), (O]) et la droite d'équation : x = =

B4 10 plan est muni du repére orthonormé (O, I, T}

On donne la fonction f'de R vers R définie par :
Jx) = x— e,

1. Etudier les variations de f
2. Construire la représentation graphique (€) de J
(unité graphigue : Ol = Of = 3 cm).
3. Calguler l'aire (en cm?) de Ja partie du plan limitée par
(€}, (O1) et les droites d'équations : x =—4 ptx =— 1.

&5 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, J).

On donne Ia fonction f'de R vers R définia par :

fimgls,
1. Emdie_r les variations de f,
2. Conslruire la représentation graphique (€) de f
(unité graphique : O = O] =4 ¢m). '
3. Déterminer deux nombres réels a et b tels que :

flx) = 1fx +1+.r'

4, Calculer l'aire (en £m?) de la partie limitge par {%),
(OI) et les droites d'équations ;: x=0 et x= %.

B6 On se propose de caleuler une valeur appro-

ol
1 : ; a_ | dx
chée da V'intégrale A définie par: A = T

On considére pour cela les deux intégrales B et C défi-
nies par : 50 g 0 gy
5 X 5 AT
1. Démontrer que : AS B,
2. Démontrer que : B— A <C,
3. Déduire un encadrement de A.

B= et C=

B7 Lo plan est muni du repare orthanormé (Q, 1, )).

On considere la fonction f'de R vers R définie par :
fix)=e(1-¢7. .

On désigne par (‘6,) la représentation graphique de f;
1. Etudier les variations de /el construire (%),
2. Calculer l'aire (k) de la partie du plan f;m-ﬂéa par
(%,), (01, (QJ) et la droite d'équation : x =k [k < O]
3. Déterminer une valeur approchée de s1(- 3) 3 5.19-3,
g, Calculer Lil_!;l_“-ﬂ [%).

48 Le plan est muni du repére orthonormé (0, 1, .
On considare la fonction f définie sur |- 1 ; + «of par;

Jix) =5 1x ~Inf1 + ).

On désigne par (6,) la représentation graphique de f;
1, Etudier les variations do f et construire (6,),
2. Démontrer que f'détermine une bijection de ]~ 1 ; 4 «[

164 Calcul intégral

sur R. En déduire que P'équation flx) = ¢ adng
solution unique notée & Bt g
3. Prouver que : 0,7 & r;xsdu,fi_ -

4, Calculer en fonction de l'aire de la pap;,
lirnitée par (6,). (O1) et (O]). & dy

89 Le plan est muni du repére orthonopy, 6

On considére la fonction f'de B vers R défin;, par:I’ N,
x) = g™ *cosx. par ;

On désigne par () la représentation graphiqus
1. Etudier les variations de [ et construjrs [(S';.-‘?
I— lzc"' i i']r ' Slr
2, Déterminer deux nombres réels a et b te)g -
(acosx + bsinx)a~* soit une primitive de f; '
3. Calculer l'aire de Ja partie du plan limitée pa; )y

les droites d'équations : x=—7-,x = _1_;_

Play

B0 On considére la fonction :
Six) =1n{1 + &*). A
On se propose de calculer : L Slx)dxe [A e my,

1, On désigne par I(A) cette intégrale, Quel est |a signa
de I(A) T
2. a} Trouver deux nombres réels a et b tels qug ;

pour tont n-iml;re-réel x, e a -+ T
: dr
Calculer J-u e

b)f* 6tant la fonction dérivé de f; calculer f + f’.
¢} Calculer : I[A).

51 1. xrest m:numbre réel.
On pose: F(x) =J 10tdL.

1]
Calculer F(x). (Mettre 10° sous la forme eM.)
2. Résoudre I'équation : x € R, F(x) =6,

52 On considare la fonclion g de R vers & définie
par:  g(x) =1-e— 2yp2e
1. Démontrer que : lim glx) =1,
2. Etudier le sens de variation de g. Calculer glo).
Déduire des variations de g le signe de g(x) suivant les
valeurs dex,
3. a) Galcu]er_[ 2ie*d¢ & 1'aide d'une intégration par
parties. - '

b) En déduire la primitive de la fonction g qui prend Ja
valeur 3 en 0.

4. On considére la fonction f de & vers R définie par:
Slx} = x4+ 3 = o, (€) est la représentation graphique

de fdans le plan muni du repére orthonormé (O, L, Ji
{unité 2 cm),

a) Etudier les variations de f.
b) Démanirer que la courbe (€) admet pour asymptote
en -~ la droite (D) d'équation : y = x + 3.

tudier suivant lgs valeurs de x les positions relatives
de (D) et de (@),
¢) Démontrer que () coupe I'axe des abscisses en deuX
Points que l'on désignera par A et B (A ayant une abs-
tisse inférieure 4 cella dep B).
d) Déterminer et justifier un encadrement d'amplitude
0,1 de 'abscisse ds B, '
5. Tracer la courhe (‘€) et 1a droite (D). ;
al ot est un nombre réel nagatif. Exprimer en cm’ Paire
sl() de Ja partie du plan limitée par (), (D), l'axe 42
ordonnéas ot Ja droite d'équation x = a.



|-es « suifes de nombres » engendrent 'idée de récurrence, o'::mf
Blaise Pascal (1654) fire le raisonnement par induction compléle.
C'est le mathématicien Augusfin Cauchy qui montra & Laplace la

nécessité d'une étude précise des notions de convergence oU de
divergence d'une suite.

Son ceuvre est irés riche. Il reconskuit en particulier J'anatn'yse avec
des concepts de base précisément définis et resle ainsi, pour le
début du XIXe siécle, le plus grand rénovateur de l'analyse.
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1 Pholuhéqie FACHETTE

Augustin Louls Cauchy
mathématicien frangais — 1789-1857.
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1.1 Détermination et sens de variation d'une suite

mEmp=m Tableau récapitulatif

® Détermination d'une suite

On appelle suite numérique, toute fonction de N vers R.

Suite définie par une formule explicife Suite définie par une formule de récurrence

i | {::'?:2__1_“ +3=g(v,)
S étant la fonction de R vers R définie par : | il dZ [l;vexs i 5 -
flax) = xInlx + 1) gétant la foncm;n & par ; |
g[x] =- —2-'.\‘.' +3
. &)/
: o |
P - P I T

ﬁ @ Sens de variation
1 est une snite numérique, n, un nombre entier naturel.

* u est croissante a partir de l'indice i, e u est décroissante a partir de I'indice n,

si ef seulement si si et seulement si
pour tout nombre entier naturel n supérienr pour tout nombre entier naturel n supérienr
ouégalan, u,<u,, : ouégal dng, u,zu,,,

¢ u est striclement croissante a partir de I'in- * u est strictement décroissante a partir de

dice n, I'indice n,

si et seulement si si et seulement si
pour tout nombre entier naturel n supérienr pour tout nombre entier naturel n supérieur
ouégalang, u, <u,,, ouégal dng, u >u,,,

w est dite monotone lorsqu’elle est soit croissante, soit décroissante.
u est dite strictement monotone lorsqu’elle est soit strictement croissante, soit strictement
décroissante.

e e
Pour étudier le sens de variation d'une suite numérique u, on peut utiliser 'une des méthodes
suivantes : : :

— on compare u, et u, ,, ce qui revient aussi  étudier |e signeden . —u
PP e u TR “n?
- pour une suite i termes positifs, on compare =% ot 1 ;
u
n
— lorsque u est définie par une formule
explicite : u,= f(n)
on étudie le sens de variation de la fonction f;

= _lﬂl'sque u est définie par une formule de
récurrence : . =glu,)

on utilise un raisonnement par récurrence
(éventuellement le sens de variation de g)-
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m—— Exemples

an+2

,f"".‘"-'*rr".-".gm.sil'evall": P ST i R e T
F@ﬁlﬂﬂ&.l&_.; ens de variation de la suite u définie ' Etudions e sens de variation de Ja suite.x définie/

parit, = Zn1"

b4

>

|
6

e
m | e w—mm—

ftudions, de deux maniéres, le sens de variation de

.

Sigl'.lﬁ de'.um-l - u,

Pour tout n élément de N*,

U, — WU = =< <0
1T (2r+1)(2n-1)

d'ott : w est strictement décroissante & partir de

lindice 1.

Utilisation de la fonction f:R = R

3x+2

2r-1

Pour tout n élément de N*, u_ = f(r).

On vérifie, par le signe de sa dérivée 7, que [ est

strictement décroissante sur 13 +eal.

La suite  est dong strictement décroissante a par-

tir de l'indice 1.:

X =

Soit n un élément de N.
Ona:

-~

La suite w est donc strictement décroissante.

par: { HpEd.

K =X 2 |

Considérons Ja fonction h 1%+ X° = 2.
Pour tout r 6lément de N, x,,,, = hlx,).
On vérifie que h est strictement croissante sur B.

Démontrons por récurrence gue :

' Etudions'le sens de wvariation de la suite w ﬂ_éﬁr_x_ie.:P ar o, =

pour toul nombre entier naturel n; x, > X,
—Ona:x;>x;
— Supposons que :

pour un nombre entier naturel K, Xg > Xy
-:i?r{[: r hix) > hlxg,) .
d'oli: Xy > X2
— Par conséquent :
pour tout nombre entier naturel 1, X, > X4

La suite x est donc décroissanle.

3

at

iy

WE xercices BRI S AR 7P

1.4 On considére la suite v définie par:

v, =1
{ Pria =20, - 2

Calculer les quatre premiers lermes de v.
Représenter graphiguament sur I'axe des abs-
cisses les premiers termes de cette suite.
Emelire une conjecture sur le sens de variation

de v,

Contriler ceite conjecture.

1.k On considare la suite x définie par :
e 1 1
LErrptrem T TR

Caleculer les cing premiers tarmes.
Etudier le sens de varialion de cette suite.
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il Comparaison

SmEm=m  Comparaison de deux suites
IhAcIivité

T By s s

T Crm——— s

I |On» vgut c:mparer les suites u et v. déﬁn]es par:
'I"I‘.

f“ Sh=z =fln) 5 v‘--n -ﬁ{n]p

f et h étant les fonctions deﬁmespar :

1f{x] ===t s h[x]

Pm:.r cela, -

— déterminer les

d

cing premiers termes de chacune
€ ces suites par le calcul ou par le graphique ;

— comparer les termes de méme indice et'émettre |

une conjecture ;

— Contrdler cette conjecture en étudiant le signe de
U, —u.

Définition!

u et v sont des suites de méme ensemi:ile de déii:iitmn-. ﬁu un nombre entier naturel.

Lorsque pour tout nombre entier naturel n supérieur a Mg Uy, 2V

~on dit que : u est supérieure & v i partir de V'indice n,.
On dit aussi que : v est mféneure dua pa.rhr de l’mdme ng

m Exenlp]e

= e ey - =

S

|

e

Approche numérigue
n| 1 2 | 3| a|5|686]7
SR I . T R T
w, | 1 | F | 9|16 |25 |3 | 16
11| 1|11 (1|4
Y% |3 |5 | 7|9 |11|13 |15

D’apres cette table de valeurs, il semble que :
pour tout n supérieura 3, u, < v,.
ContrSlons cette conjecture par le calcul.

e e e ey

[ Cnmparuns les smtea u et ! déﬁmes mspel:hvnment pm- = 1

e e o R e e i S i e e

-

;,z.;'%ét; U= on

Etude njgébnque
Soit n un élément de N*,
_n-2n-1
n%(2n + 1)
done : (v, ~ 1) est toujours du signe de n? —2n—1
donc de (n -1 + {2)(n -1 — {2)
d’oli : pour tout n supérieura 3, v, —u, > 0

v est donc supérieure a u & partir de I’ mdxce 3.
1 ¥ 1

0 1 9 3

Ona: v, —u,

pmmmms=  Suites majorées, minorées, bornées

u .:_-3

uﬂ-I-I

o EXEII'IPIE mtmductif .

.l
La smla west déﬁme Pm' {

S —.-——— -

R
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L]Jémuntmns que : pour tout nombre enher naturg] n, - 3 < u

_..._._.__.____




Etudﬁ u!gebnqne
* Démontrons par récurrence que :
pour tout n é1ément de N, —3 S 4, <3

-Ona:-3<u, <3 (caru;==3)
— Supposons que ;

pour un nombre entier naturel k, —3 <u, <3

done : lé%uk+2<3

d'ob: 1gu,, <3 ~3Su,, <3
— Conclusion :

pour toul nombre entier naturel n, —3 <n, <3:
* On dit que : }a suite u est minorée par — Jet nl-'il“‘
Tée par 3 ; c'est une suite bornée.

T
(o]

O
£
sal

_ ol — i — "

-3

Ce g['aphlquE permet de conjecturer que :
la suite u est croissante et u < u <3,

Contrblons cette conjecture par lo calcul.
Definition
| : 3 1 ] :
| On dit qu'une suite numérique u définie sur une partie E de N est :
|~ minorée s'il existe un nombre réel m tel que :
pour tout n élément de E, u, 2 m.
— positive si elle est minorée par 0.

— majorée s'il existe un nombre réel M tel que :
pour lout n élément de E, u, < M.
- négative si elle est majorée par 0.

— bornée si elle est i la fois minorée et majorée.

| Exempla

'.lﬂn + 21
—6n+11 .
Démontrons que w est minm:ée par 1 et majorée par 2. '
Désignons par f la fonction définie sur [0; + ca[ par :
x%—10x + 21 & |0 1 # i

L syl

2 St
I'étude des variations de f donne le tableau ci-contre.
On déduit de ce tableau de variation que : »2 1
fest minorée par — 1 et majorée par 2. flx) "EL'} / \ ’ /

La suite w est donc minorée par — 1 et majarée par 2.

1w est la'suite. déﬁme pariw,

B Exemple 2
S e S el v SRR ) S
itestias P Trnr T ZER T ntnt R
| Démontrons que la suite ¢ asthumeﬂ- (! e I D TR L ST T
=t . e 1 1
Soit n un élément de N* ; ¢, est égal & la somme des IS * 5y gy 'y
Chaque terme de cette somme est inférieur ou égal & e et supérieur ou égal & i
1 1 1 n

dgnes m Siym T Z+nt bt RS T

. n _ 1 jl_ <1
i n+n“‘1+n2:a '1+"§
don: 0,5<( <1, Lasuite test miajorée par 1 et minorée par —-, elle est donc bornée.

O N

l.c Démontrer que les suites suivantes sont bor- 1.d On considére la suite u définie sur N par :
nées. =2 et u, 2
1) u,= Lt (2) u,=lnn+1)-Inn - U
Sn—2 Demnntrer par récurrance que :
(3) u = [EvZ-n (4) u,= 2n +n305ﬂ pour tout n élément de &, u_ < 3.

Etudier le sens de varidtion Ue la suite w.
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__91_Notion de conve

memmmm Approche de la notio
B Exemples introductifs

tudions, pour les grandes valeurs de 1, lo com=
k‘-EQI,%Emgq!-:ﬂg'_l__'a;sﬂ}__te u définie par :

i

I

T S
g e Y W TS T b A = b0 ST

rgence d'une suit

.| (0. =0 __

¢ numérique

n de convergence

W e oo

1 .l.-}'l{'_ ; - .

£ -~'R_-,+;51 B et el
NI S igue el numérique
Approches graphique et numérique Approches grap hig 4 :
9 i ey o]
N e Zi
) / o J : P or)
'. | P S I e ! b
o I 2 3 4 3 sl ! .
L @/
= | I | i 1 : 1 !'FE i
Q% t Va2 Uslyq
« Compléter la table de valeurs approchées suivante : | ® Compléter la table de valeurs approchées suivante :
n | 10| 10?| 10%| 2x10% | 5x10°% | 10° | 10° n| 5|8 |10) 11|12 | 13| 14| 15
u, v,

Les termes de la suite deviennent de plus en plus
proches de 2, lorsque n devient de plus en plus
grand.
Etude de la distance [u, - 2|
1
n+1
— On démontre que:
A partir de 'indice 8 999 999 999, |u, —2] < 10710,

—Ona: lu,—2| =

_ 1@10 10-10

% 9
nombre fini * tous les termes
determes & partir de l'indice:

9999 999 999

' nombre fini
cle termes

Conclusion
La distance entre u, et 2 devient aussi petite que
I'on veul & partir d'un certain indice. '
On dit que la suite u converge vers 2.
On écrit : lim uw =2

LQS'_tarmes de la suite deviennent de plus en plus
proches de 10, lorsque n devient de plus en plus
grand.
Etude de la distance |v_ - 101
— On multiplie membre 4 membre les égalités sui-
vantes,
v~ 10 =0,5 (v, - 10)
v,~10=05 (1, - 10)
v,—-10=0,5 (v_, —10)
On obtient I'égalité suivante -
I obtient I'égalité suivante :
- 10 = [0,5]"')( [UU - 19)
done ; lv, - 10| = %%
~ On démontre que :

a partir d4
Cﬂﬂc_fusiﬂnp Bl

La diStanCE en

'indice 37, v —-10 | < 107"

tre v_ et 10 devient aussi petite queé
I'on veut A partir d"fm. certain indice. P '

=3+ o2
ou plus simplement :  limu = 2.
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Ea sn_litf.w converge vers 10.
n écrit : limp_ = 19
; ;



gumms=m Suites divergentes
@ Exemples introductifs

B AR e e
| ftudions, pour les grandes valeurs de n 1o e i e T 17
i s R v de n, le comportement de la suite o définie par { i
L_ s S ' S Ut Ee
Approche graphique et e i o
.+ | ER, ey RRE R
Les termes d’indices pairs sont 8gaux A 2 et les . 'E
termes d’indices impairs sont égaux a L, ' , @
La suite v n'a donc pas de limite. o |
' i b

La suite v n’est pas convergente, an dit T P : {@}
divergaita, qu'elle est ! .

; l I 1

O v i
o i

Bl Exemple

T T T

[ﬁﬁ!&iisnssipqmj les: grandes valeurs de n, le comportement de la suite u définie par ; u, =5x3%

'!
o

L=t I Sk e T e Y S R LSS
Approche graphigue Ces approches montrent que les termes de la suite
s u deviennent trés grands lorsque n devient de plus

tg en plus grand. Contrélons ce résultat par le calcul.

| . |

FEtude algébrique
u Déterminons n pour que ¥, soit supérieur a 10%°,
u, 1 1020
n 20 HT
Ona: 5x3">10 & n> ——
In3
Approche numérique e dong : n>42 = u,>10%9
n 10 30 50 60 _ s
| zo5245 | 1,3x10%|3,59x 10%%|2,12 x 1028 On démontre de méme que : r > 105 = 1, > 10%%.
n ' ! ’ h
Conclusion

Pour tout nombre réel strictement positif A, aussi grand que 1'on veut, il existe un indice n tel que :
n>n, = u, > A

i : ' : donc divergente.
La suite numérique n’est pas convergente, elle est donc divergen

A

nombre fini de termes | tous les termes a partir de g,

On dit aussi que la suite u diverge vers +eoeton écrit: limu, =+ .
Lorsqu'une suite u est telle que — diverge vers + =, on dit que 1 diverge vers — o et on écrit :

limze, =— oo,
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—2.2.. Limite d'une suite numérique

mEEERES Limite d’une suite définie par une formule explicite

- _4'--. T

1']‘,@ d .I | -' .-,’-‘; nipm: | ‘h&'nl?ﬁ"ﬂ- 'r I':f..;'u'i_. -. '_* Eﬁ" 'SL' ST A
S estune fnnclmn de R vers R, « la suite définie par la fnrmule exphc:ta i, = f(n). =
Si f admet une limite en + = alors u admet ]a méme limite.
B Exemple A _
115-tudmn5 la hlnite da chacune des suites u, v, w, t déﬁmes respﬂctwement par : .
B : 1-2n Inf1 +n) Hy _2_1'1_+ﬂ__3' : t-—'ex 2n4g.
: Uy = i ! :v't — - n* it s 5?‘"" 4" p(T_i-_) i
[ nf-n+1
'l v yn=]n( n’ ) ! In_ : 3n2+2 -.-.“.-“ |
Etude de la litmte de u Etude de la limite de w
On considére la fonction ft RSR On considére la fonction h: R - R
g 0 :
1— 2% X > 2x + x - 3
X ¥ 29X + 4
Ona: lim flx)=-2 Ona: lim hAx) =+
Xt 4= Ty Feo
or : u. = f(n) or: w, = h(n)
done : limuy, =-2 donc: limw, =+
La suite u converge vers — 2. La suite w diverge vers + <=,
Etude de la limite de o Ftude de la limite de ¢ -
On considére la fonction g: R — nl:a On considére la fonction k: R- R
n(l + x; =
G "[xz—) x> exp(—:;c?'%;_a )
l_n[.t(l + %]] k est la composée-de x ﬁ_if_ suivi de exp.
Ona: g[x) i e e T X
xz —_21:-1-_:_3_ =-2
Inx Origsg ¥4 F=1""
== In(1+ = ) Xe -2
| | S xz ] 1111)1 ,e=e
donc: lim  glx)= donc: lim k(x)=e"2
X =t 40
or: v, = gln) or: t. = kin)
donc limp, =0 donc: lime¢, =e2
.Ea suite v 'cnlhlv?rgg vers 0. La suite ¢ converge vers e~ 2.
Dtude d:{: hr;utfe de y Etude de la limite de z
n considére la fonction p: R > R sz On considere la fonction q: R — R
IHIH(——.I-:I——) 512—4.]:—5
-0 : 2
Ona: lim (E=2*Y_p ot Jim Inx=_w R
X=t+m xr X=o0
- Ona: J_Ts
donc : !:LE+wln(—x—3—)=—m "'”"" 3x2 4 2
or:  y,=pln) I
donc: limy,=—o donc: 1limz = ./5
La suite i diverge vers — oo, " 3

E emargue

Lorsque la fonction f n'admet pas de limiie
suite u définie par : u, = f(n).
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pnpe=m Propriétés fondamentales

Une suite numérique étant une fonction de N vers R, on démontre et nous admettons que les propriétés
permettant I'étude des limites des fonctions de R vers R restent valables pour les suites numérigues.

- - m—— T et
T T R i v ) = " L

H Tableau récapitulatif

Limite et opérations
Les propriétés sur la limite d’'une somme, la limite d'un produit, la limite d’un quotient de
suites sont les mémes que celles sur les limites de fonctions en + .
Les indéterminations sont étudiées cas par cas.

Passage i la limite dans une inégalité
u et v sont des suites numériques convergentes,
| sia partir d'un certain indice, u, < v, alors limu, <limv,.

| Cette propriété ne permet pas de calculer des limites, donc de reconnaitre des suiles conver- i
gentes, mais de comparer leurs limites.

Calcul de limites par comparaison

! est un nombre réel ; 1, v, w sont des suites numériques i
|
Si 4 partir d'un certain indice, | Si & partir d’un certain indice, | 5i 4 partir d'un certain indice, |
u zv, etlimp, =+ u, v, et limp, =~ v, <u, Sw, et E
alors limu, = + o alors limu, =- o lime, = limw, =1
H alors limu =1 1“
H Exemples
 Etudions la convergence de Ia suite u définie par: | Etudions la convergence de la suite v définie par :
! u, = n? + sinZn. v, = cos’n—nlon. }
Soit n un nombre entier naturel. Soit n un nombre entier naturel.
Ona: ~1 <€ sin2n Ona: -cosfng1
n?—-1<n?+sin2n cos’n—nlnn £1-nlnn
donc: n?-1<u, donc : v, £1-nlnn
or ! lim(n? = 1) =+ oo or: lim(1 —nlnn) = -
d'ott:  limu, =+ o d'oi: limv, = —o0a
La suite u diverge vers + . La suite v diverge vers — oo,

“Etudions Ja convergence de la guil'a w définie par: u étant une suite & termes positifs CD“V:E[B??H{':;

S O vers 0, calculons la limite de chacune des suites v
n? + (1) &fini
w,=s ——5— - et w définies par: }
n 0
1-3u
n 2
o= — et w =—,
/ | | n u, +2 L =%
Seit n un nombre entier naturel. Ona: limu,=0 etu,>0
w1 mta1)?  nitl -
Ona: T < F S d'oit:  limv, = %-
2_ i+1
or: .on 1 o i P + = .
dT. - lfm —=—=1 &t lim=—m—=1 limw, = + <,
ou: limw =1
La suite w converge vers 1,
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memmmm Convergence d'une suite monofone

B Exemple introductif : e

2 o
et e _ i s TS
E - e e e o e ) iy T PR oL

i est la suite définie par : { ] +.;-u§
| el AR
E.Dﬂ veut éhldler le Sens’ de vannhun et la nnnvergenc& de ]a sultese. > o

Par le graphique, il semble que u est décroissante et|— Supposons que puur un élément k de N, 3y
minorée par 1 ; contrdlons cette conjecture. 9 1+uf—2u, (4 -1
| donc: - __2“k - —E‘u—k-au
T A don: 1,21
w i ~ Par conséquent, pour tout n élément de N, y 3,
' i (6, E La suite u est donc minorée par 1.
......... 5 & !
I : i : Ftudions le sens de variation de u
- NG 5 ! Sopit n un élément de N, on a :
o : ! 1-u? 1+u
| B N SO S P e o (1-u)X ——2 <,
O] wuy 1 u, ) TR 2wy n
Démontrons par récurrence que : La suite u est donc décrmssante.
pour fnut n élément de N, u_ > 1 La suite u est décroissante et minorée ; est—glj;
—Ona: uy;21, (caru, = 8) convergente ?

On démontre et nous admettons les propriétés suivantes !

RO b e RN T A

AL = ol Ly 1 ki i i

— Toute suite décroissante et minorée est convergente.
— Toute suite croissante et majorée est convergente.

— Toute suite croissante et non majorée diverge vers + .
— Toute suite décroissante et non minorée dnrerge VEIS — oo,

| Exemp]es

T — —r———— .—r-_---];---'-—..----—,;. B e e T,

! =

Etudions le sens de variation et la nnnvergence de la suite o ﬂeﬁme par: {-1,'0 = —-1

| L sl SN2+
LI-_ B e o K —“—"—4-——-——-. sl AT e T il i, L !
— Par conséquent,
= ' pour tout élément n de N, 0 < v_ < 2.
Vit Démontrons par récurrence que v est croissante
OY Tonsin-ns0
j : - uppusons que !
P pour un élément p de N, Byt — Yy 0
L L] | :
) dﬂnﬂ. Hp+2-up+1 =J'2_+ Dpi-‘l -JZ*UP
Démontrons par récurrence que : Dy — Up
pour fout n élémentde N*, 0 <v_<2 = >0
—Ona:0<p,£2 ' _ /2 + v +J2+0
— Supposons que : —Par conséquent, P+l P
pour un élément p de N*, 0 < v, <2, la cnie,  POUT tout n lément de N, v,,, >
doti: 2<2+0g,<4 4 suite v est donc croissante *
0< f 2 < Jz +e, =2 Conclusion
dnnc: 0< U g 2, Igjaittaént ﬂrﬂlssaﬂtﬂ‘ et majn[éer EHE est dnnc ggnvet“
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g

= o P

thuhons la sens de variation et lalc cnnvergence dos stustea et w, déﬁmes respectivement par 2
(Uy==0,5 5 w =12
{y-'--_-u{1+u] ' { -uzsm +3.

L'étu dﬁ' 81"-'1Ph1que' dB ces suites permet d'émettre des Cﬂﬂjec.'tuj!‘es qui semnl! cnntm!é&s par J'e cm'cuf

Etude de la suite u Etude de la suite w
Lty iy Uglly
=057 T Ty T o
s . ® _
i £ | T E
: @ P ' | :
i P ] $9) ey :
"""""" — b i
(A P :
i 'y T !
0 4wi Ll Wy
Démontrons par récurrence gue : Démontrons par récurrence gue :
pour tout n élément de N, - 0,5 < u, <0 pour tout n élémentde N, w_> 4
—0Ona: -05<u, <0 ~Ona: w24

— Supposons que :

pour un élément p de N, —05<u,<0
Ona: 0,6 < 1+up =1

~ Supposons que :
pour un élément p de N, w,24

0<  -u’ <05 donc: 1w, 24 (car w,,, —%wﬁﬁ 3)
_ — Par conséquent,
donc : 0= —ul+u)<05 pour tout n élément de N, w,_>4.
d'ot : -05< uw(l+u) <0
—o5< Tu. .’ <o i
0= e = Sens de variation de w

— Par conséquent,
pour tout r élément de N, — 0,5 € u, <0.
10, ., — W, =0,

' fatio : . . R+l
Sens de yariation d o 2 la suite w est donc décroissante.
pour tout n élémentde N, v, —u, =u220,
la suite u est donc croissante.

pout tout n élément de N, w,,, —w,_ = .g_ (4-w)

Conclusion Conclusion
La suite u étant croissante et majorée, elle est donc|La suite w étant décroissante et minorée, elle est
convergente. donc convergenle.

t-:l R !

Etudinns le sens de variation et la convergence de la suite ¢ définie par: { P el |
frmmnt | mt |
e B R A NS = eSS A
Démontrons par récurrence que : Démontrons que la suite t est croissante
pour tout n élément de N, ¢ 20 Pour tout n élément de N, tnn ~£,20
; (car £ ., —¢ =t +n)
~Ona: ¢, 20 (car t,=1) La suite ¢ est donc croissante:
—Supposons que : Démontrons que L n’est pas majorée
peugun.élément kdeN, £,20 Pour tout n élément de N, ¢ > n;
Ona: ¢ oy e done la suite ¢ n’est pas majorée.
R S i Conclusion
— Par conséquent, _ La suile ¢ étant croissante et non majorés, elle
pour tout n élément de N, ¢, 2 0. diverge vers + =,
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memmmm Convergence d’une suite définie par une formule de récurrence

B Limite de la composée d'une suite suivie d’une fonction

Nous admettons que la propriété donnant la limite de la composée de deux fonctions reste valable pour

la composée d'une suite suivie d'une fonction. On obtient alors I'énoncé ci-dessous :

L

. i = = =0 i

a et | sont des éléments de I'ensemble B U |- oo } + oo},
g est une fonction définie sur un intervalle K, u une suite  valeurs dans K

Si limu = a .
{iif‘}uf{x} =1 alors limf(u)=1

B Limite d'ane suite définie par une formule de récurrence
On démonire et nous admettons la propriété suivante :

g est une fonction continue:sur un intervalle K,
u une suite 4 valeurs dans K définie par la formule de récurrence : v, ,, = glu, ).
Si u est convergente alors sa limite est une solution o de I'équation gix} = x,

On dit que o est un point fixe de la fonction g.

— Cette propriété ne permet pas de démontrer qu'une suite est convergenle, mais de caleuler la limite

d’une suite sachant qu’elle est convergente (voir TP p. 186),
— Cetie propriété est une implication ; sa contraposée donne la remarque suivante :

Eemargue

g est une fonction continue sur un intervalle K,
u une suite & valeurs dans K définie par la formule de récurrence u,,, = glu,) ;
si I'équation glx) = x n’admet pas de solution dans K, alors la suite u est divergente.

L N e
l:f_fudjuns’la convergence de la suite u définie par : {uﬂ =_1_ 1
i N = b ow i - 1 o it 7 i - HH'I'F-

I n+1
4 2 L S . : i
Ce graphique permet de conjecturer que u diverge.
Contrdlons cette conjecture par la remarque précédente.
Considérons la fonction g : x— x+ =

ona: u.=glu) E
Résolvons l'équalion: glx) =x s |

; 1 i
¢’est-a-dire : —=0 |

X
Cette équation n’admet pas de solution.

£
&

La suite u est donc divergente.

WE X@TCICe S BEE s s o

2.0 Onsait que les suites i, v, w définies ci-dessous

son! convergentes, Calculer leurs limites. divergente.

() { ﬁi: ::::;5[1 + 1t,) (u) '{ z:: l i, + %

(e0) { $:; fn,zﬁ[i +w ) Eaiﬂ;:ntrer que la sulle u est strictement crois-
(0] { si: :1 e _ .Eﬂl':l]f; I;ijggeﬁiiipf 'absurde, en déduire
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-Suites-arithmétiques,-géométriques-

—3.1... Suites arithmétiques
paammm Tableau récapitulatif
©Définiton — ]

Une suite est dite arithmétique lorsqu'il existe un nombre réel r appelé raison tel que :

pour tout nombre entier naturel n, u,, = u, +r.

I?Eterm:'natiﬂfi Formule explicite Représentation graphique
. Une suite arithmétique est La suite arithmétique de rai- Suite arithmétique de raison 2
entidrement déterminée par la  son r et de premier terme u_ et de premier terme 0
donnée d'un terme et de sa est définie par : ? ' |

Taison. | '
- u,=u,+(n-phr I ! ;
g :
O uy uy ug |
@ Sens de variation
u est une suite arithmétique de raison r. On sait que :
Pour tout nombre entier naturel n, U S, +T7 et w_ —u=r
Par canséquent, '
s; r<g0 . si r=0 si r>0 ﬂ
alors u est aflnntemEnt alors u est constante alors u est strictement
décroissante croissante
A /]
: /1
1t It W/
C D i LEy -= U, G IEQ:II-I} 112'[:'.3
@ Somme de termes consécutifs
u est une suite arithmétique, .
~ pour tout nombre entier naturel n, u, +u, + .. 4w, =1 ——";
- somme de n termes consécutils égale @ n x JrEmicr temoe ; Hernier terme g
premier terme de la somme —y 4— dermier terme de la somme

Uy + 1
U+ Uiy + oo+ Upyy = p—— BB

. g
nombre de termes de la somme —*

@ Convergence

u est la suite arithmétique de raison r et de premier terme u,. On sait que :
pour tous nombres entiers naturels n et p telsquep <n, u, =u_ + (n-p)r
Par conséquent,

sj FeQ si r=0 si r>0
alors u diverge vers — e alors u converge vers u, alors u diverge vers + «
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mememm  Exemples

B Calcul de termes et des éléments caractéristiques S =T R EETE 1
e R =] Détermmous a nah:re et lea .5
I'expression desn PIB l6..
‘termes de la suite anlhme::::t:: Ifglu::so?:mesppuis délermmuns ments caractéristiques de la.

= teu smta v définie par:

u, =10 la furmule exphciie de la sui I

?u de:msona et telle queu5 | E = o 2 A ral | D .- 2 ek
1 = ! i snn 3. . ' By : PRISEE SRR
On = bre bg=— 1 5

Soit ri un élémentde N; on 5.

rm-ﬂ A

lculons: les cing |

Soit n un.n;::mbre ent:ar natu.ral
Ona: u, = In2 +3

Ona: 5—“ +3
dod: u =u—-3=7.

De méme : Hz=“1+3 ' vm’l_vl;l 1
u3=u4—-3=4 : =y _1_5_(__%__15]
u2=u3—3='1 u_u .3 —_05

n~1 5 i
d'oit : m donc : v est la suite mthméti‘}uﬂ

(en additionnant membre a|de premier terme — 1,5 et de raj.
son — 0,5.

Uy =u,—3 ==2
un-=u1—3=—5.

membre.)

B Calcul de la somme de termes consécutifs et son utilisation

Exemple 1

[u est une > suite arit]]méhque de rsusun r. On pose S = uo + nt1 Hi u,,_i [H = N*]

‘-1-‘--"-‘. = _-__;_ .'._ -.- . _—-—--

Sachant que z Sachiml que = Sachmlt que :
u,=2; r=86, .um—z, T==25 ”u r A ug4=-181,
Lcalcu.luns u,, et S, Lt:al::u]mu; u, et Szﬂ. o dLl‘.;‘.ilt_!.l.ll-ll:lns r et Sg; )
u,, =u;+29r=176 u, =Uy +19r Uy, =1Uy+ 94r

; v

¥, =1u,q—19r=477 PR i A
94
+ U assges 3 u .+ u

Sy, =3ux-u"T”=zﬁm Sy =20% 2 = 4790 Sgs =95 X ——* =_ 8285
L'xempfe 2

e M ——— o et o g it o e Ll

Sa{:han

-l::alculuns Uy et n:!I

i est une smte anthmethue de raiso

-m,;.l'a + 45( r= Jé,

5 | Sachanl. que

uz.,_s}s Szn_mu

bl calculuns uu et T

e e P s

Ona:

Ity =uﬂ+9r=ﬁ+g.{f§
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He

Ona:

.+
S, =28x—2 2
2

donc :
ES
Uy =g

Ona:

U, = u, + 27r

= uz? = 015

donc :
e —

r =

m!l-l

27

nr. anuses u0+u1+...+u 1 {nEEN*]

-——-—‘ s = -

Sachant que:

-iﬂn~-3.u“=ﬁgeis ‘=330,

nalculuns netr.

U, +u

SR =n,)<_t.'.._"'1
2

donc

28
n = n =10

Ug+u, o

Ona:
done
r =uﬂ_1_un=8



Exemple 3

Calculons la somme des multlples de’ 11 ‘compris entre 1420 et mun.

o |

Les numhres enhers naturels multlples de 11 sont les lermes d'une suite anlhmethue de raison 11 ;

Ona:

Désignons par S leur somme.

129X 11 < 1420 < 130X 11 el 145X 11 <1600 < 146 X 11 ;
les multiples de 11 compris entre 1420 et 1600 sont donc : 130 %11 ; 131 x 11 ;

w3144 %11 ;5 145 X 11.

premier terme de la somme : 130x11 =1430
dernier texrme de la somme : 145x11 = 1595
nombre de termes de la somme : 145 -129 =14
Par conséquent : 8 =16x 01890 _ 44 00,

B Etude d’une suite définie par une formule de récurrence humograph:que

‘Vs‘"t u 1a suite numérique définie sur N par : { -

’Démnntruns que. la su;.te v déﬂma sur N par: v =

IExprmuns v, puisu, en fonction de n: et etudmns la cunvergence de la smle u.

Calcul des premiers termes de u

N 1 3
u.]:ﬂ‘uz——T,t{g:—

Tik="F
Démonirons par récurrence que :
pour tout n élément de N, u_> -1,

—0Ona: > =1 (car u; =1)

— Supposons que::
pour un nombre entier naturel k, u, > -1

ona: uk_ﬂ:l—m at u;c}—l
donc: u,+3 >2
1 1
“k+3 S 2
4
1—-—g >-—1
uk+3
Upq >—1
— Conclusion :

pour tout - élément de N, u, > — 1.

Waa =
| Calculons u;; uz, u, etu,. Pmuvons que, pour tout entier naturel n; o, >-1.

uﬁ =1)

u"+3

1
u_+1 est une smte anlhméthue.

e e et T T e e A ——e B

Démontrons que v est une suife arithmétique
Soit n un é&lément de N ;

1 1
] = -
e+l uﬂ+1+1 11"—1+1
u, +3
=-1-><u"+3—l+ L —l+v
27u, +1" 2 L+l 2

dong v est une suite arithmétique de raison 0,5 et de
premier terme 0,5 ;

"ol - 1.n n+i
d'ol : v,= 5ty =5
1 1—-nr

iMﬂ—?_l_1+n'

n

Convergence de la suite u
Pour tout r élément de N, u,

on en déduit que : limu, =—1.

_l1-n,
1+n

mE XEICICeS Bor s o aa o

3.0 On considére la suite u définie sur i par :
u;=1

2uy,
o = U 32
Démontrer que la suite v définie sur N par

1

u=—

o est une suite arithmétique.

Frémsgr sa raison el son premier terme.
Expnme: v, puis u, en fonction de 1.
Calculer v, + vy + Dy €0 fonction-de n.
Etudier lai'uon\rarge_nce de u.

3. b Dans chacun des cas smvants. (1) est une
suite arithmétique de premier terme tt, el de

IBiSUl} T

Exprimer le terme général u, en fonction de u,
etder.

(1) uyy=40 ; r=-—

(2) uy=-2 ; r=1

(3 wy=4 : r=3

(4) uyy=-5 ; r=-3
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—3.2., Suites geometriques

smp=mm Tableau récapitulatif

@ Déhinition

Une suite est dite géométrique lorsqu'il existe un nombre réel ‘g appelé raison tel que

pour tout nombre entier naturel n, u .,

Détermination

Une suite géométrique est La suite géométrique de rai-
son g et de premier terme

entidrement déterminée par la
donnée d'un terme et de sa
raison.

@ Sens de variation

Formule explicite

est définie par:

o L
V=4 Puﬂ

= g'un.

Représentation graphique
Suite arithmétique de raison

L et de premier terme 4

v est la suite géométrique de premier terme v, et deraisong [g#0;g=1;v,+ 0].

On sait que : >
pour tout nombre entier natureln, v,,=gv, e v, =q"5 e U ,-V, =g (g - 1vg:
Par conséquent, '
si <0 et g<0 si v,<0 et 0<g<1l i v, <0 et g>1
alors v n’est pas monotone  alors v est strictement alors v est strictement
croissante décroissante
. : (D3
(A) (&) / : .
- /(A)
i- JF JF
| Ly il Ug f U! v:] PD i
T T o | Ao
0y et i
si v,>0 et g<0 si v,>0 et 0<g<1 si v,>0 et g>1
alors v n'est pas monotone alers v est strictement alors v est strictement
décroissante croissante
(4) (4) o
(D) S84
1t I Jr _'-:l- : JF I| i :u
<AL B o4 | goF
UT:'. E o ty Uy 0 Yy vy o
o R . (D) (4)
@ Somme de termes conséculifs
v est une suite géométrique de raison ¢ [g= 1], B
— pour tout nombre entier naturel n, itV + .k = 4 1 v, ;
q —

- somme de n termes consécutifs égale

qlmml:re de termes -1

g-1

1
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@ Convergence

pest une suile géométrique de premiep
On sait que : pour tout nombre entjer

terme v, et de

raison g l[g#0: .
Par conséquent, netureln, o, w q"v, el
si ;<0 el g<-1 si b,
¥ SN W <0 Et -1 .
alors v n'a pas de limite alors o cn“"’ﬂ[‘ge ?Er:nq <1 f:j'ars z £ 0 et g>1 |
verge vers —
! (4) (A) / (D
E ' @S
: _ it
+ _— [:ITE L Do Ty : i
Uy | o | HRSYiL '
el (LT L/
si 2, >0 et g si b0 !
e % ) o o b et ~l<g<1 si ;>0 el g>1
alors v n'a pas de limite alors: v converge vers 0 alors .';udiuer_ge. \ri?rs + oo
(D) e A8 @A)/ ©
; g 0y [/
PN A Wi L]
o1} oy -. O B B g
B . . el e i _m.;] o/

mEmE==m  Exemples
H Exemple 1

[Calculons le premier terme de’ "Donnons 'expression des n'pre- 'Déterminons la nature de la’

(la suite géumehuque v de raison | miers lermes et déterminons la;
. formule expllmle de Ia suite geo-
metnque de raison In2 et de pre-
. mier terme 1.

Smt nun éleménl Ele N

% 3 ettelle que v, = Bl.
|'

Ona: v, =npgln2
”z_' o,In2
v, =U,,n2
d'oit: v, = v,(ln2)" = (In2)"

{en mul lipliant

membre.)

membre

suite'v définie par :

-1 |
H == 32n * 'I
— — 1 e D - ; J
I_'I'd = T
Soit 7t un élément de ™ ;on a:
L _3"4
Ui T S ® T
Unet = ‘En L
donc : v est la suite géométrique’
de premier terme et de raison

1.5.

{" estune suite géﬂmétrique de raisnn g..On pose ; 5 = ”u + u, Hon ¥ un_, lr: € N ]

-3

©

v
U‘l =:23—=—3

H)
U“=:15—.=1
l]:‘.xemplez
{Sachantque:
.Eun-z,q = 5;
[unlcu]unsuselﬁ -----

v, =g’ =250

g il

0 =7 = 2

achant que :
=343 ; vy = 1;
calculuns qet S,,.;

L e
l:.'n_\.-'], _uﬂq

-
i

S, =1

—1—-'-1[]11

Sanhanl que
. H q = B
1 t:all:uel?ms Y et Sn
Bpg = ”uqﬂq
B = qg 55
S = -1 488281
n TPg- 625 °

Suites numériques 181

Fa



o Exemple 3

i e et e e

I <
v oot une suite géumétrique de ralsun g Dn pﬂﬂ_ it

" e — —..'__... R tt = e S —Ir = s

[Sﬁ!ﬂ_iﬁﬁl}-que ; |r5achant que Hias 1 Sachant que A |
\g= 7 :in=10 et S, ggﬁ‘;g lg=2;v,=7 et §,=1785 %.q 58,=3267 et v, =27
calculuns vuetu - g;calculunsnetv Lcalculuns:n et f’o S T
_y T=1 q -1 -1
Sﬂ. -Duq’——l' Sﬂ —vvuq 1| Sn _uﬂq 1 I
I
b, =S 31" >_2 Yy s, q'-1_ 1
ng-1 donc: gt = Lrx ——3
Or: 256 =2=¢%; R P;;_j_ g q—1
; 2 2 , 2y L =
Vo =8 = 155En donc: n =8, gy el Hea:
0, , = vgg"" = BI6. d'olt: vy = —;15} = 2187 .

B Exemple 4 : Etude d'une suite définie par une formule de récurrence affine

P e T e e e ——

|On considére la suite aumérique  définie par: {1~

- 1~ 3 *n |
{On considére la suite v définie sur N par v, =%, - 3. |
Démontrons que v est une éuite géométrique. Exprimons v, puis u, en fonction de n. '
| Etudions la convergence de u..

Démontrons que v est une suite géométrique

Soit n un élément deN,nnﬂ 3_(—u +1)— %—-[un—al =%un:

3 2
donc v est une suite géometmque de raison = ;

pour tout élément de N, v, = %)HDU =— %)n etu, =3-— %)"
Convergence de la suite u

v est une suite géométrique de raison % ;or:0< % <1 ;donclimy = 0 ; par conséquent limu = 3.

/.EE X€T CiCOS B B o s

3.c  On considére la suite « définie sur N par : 3.d Dans chacun des cas suivants, () est une suite

{ ua =1l -1 géométrique de premier terme v, et de Taison g.
‘U = Tu F S Eifgrlmer le terme général v, en fonction de »,

et de
Démontrer que la suite v définie sur N par : 1 f -3 1

g 0 i mend

v, = ZTH%I‘[ est une suite géomélrique. (2) vy =—3 3 _ g

[ 2
Exprimer v, puis u, en fonction de n. (3) v,= 3 g=- ‘%‘
Etudier la convergence de . @ o=l .

g = 7 g=-13
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;Resolution,de-problémes-concrets.-

F TR e e ol wis 2y j
= L e e e e A AL LS e e B st ] e T i

Les suites constituent un outil puissant qui permet la résolution de problémes relevant de phénomenes
discrets aussi variés que la v

ariation d’'une population d'individus, la constitution ou I'amortissement
d’un capital,..

Pour résoudre de tels problemes, nous procéderons suivant les étapes ci-dessous :

@ la modélisation du probléme, qui consiste ici 4 rechercher une suite permettant de décrire la
situation ;

[2] la résolution mathématique du probléme ;

[8] l'interprétation des résullats obtenus mathématiquement, d’ot la solution du probléme posé.

posmmmn Problémes divers
l Exemple 1

| UIL jeune planteur déclde de créer une cacauyere ‘dans une vaste forét; 11 déclﬂe da mﬂtlre en valem' '

 deux hectares la premidre année et, chacune des années. suivantes; un hectare et demi de plus que i

Ll_'P._l}l_l_éE pmcédente. Calculons la superficie totale de la plimtauon au bout de six années.
Recherche d’une snite permettant de décrire la situation

Désignons par u, la superficie (en hectare) défrichée la ni*™® année,

Ona: =2 et u ., =u +15.

Les superﬁmes riefru::hees année aprés année sont détermindes par la suite arithmétique u de premier
terme 2 et de raison 1,5.

Calcul de Ia superficie totale S défrichée au bout de 6 ans

Ona: Syt t Ut U U AU U =Y, X5 oy =2
donc : S= B.x12u1-21-5><1.5] = 34,5.

Le jeune planteur aura mis en valeur 34,5 hectares au bout de six années.

m Exemple

e ——— i = == - -———— = 231

L’appartpnance a une. assor.:atmn de mat]lematlmens est assu]etue aux cundlhuns stuvantes 2

—un. dmlt d'adhesmn de 8 000 francs ;
;* — et une cotisation annuelle de 5 000 francs.
| Quelle est. Ia somme totale déboursée par dix membres sachant que le premier a 10 ans d’anciennets,
' le deuxmme a9ans d’am:wnnelé le troisiéme a 8 ans d’ancienneté, et ainsi de suite jusqu’an dern.ier
qm a un an d’anc:enneté %

Recherche d’une suite permeltam de décrire la situalion

Posons : =8000;
désignons par u, la somme déboursée par un membre aprés n annge(s) de présence a 1'association (n = 1),
Ona: u, = i, + 5 000m.

La suite arithmétique de premier terme 8 000 et de raison 5 000 permet de calculer la somme déboursée
par chacun des dix membres.

Somme fotale déboursée par les dix membres
Ong: i, =8000+5 000 =13 000 ; Uy, =13 000 +9x5 000 =58 000.

W, +
’ = 1"~ 10 .
d,uﬁ: S=u1+uz+ua+ud+u5+|_.I,E+H?_+lla+uu+um—1ﬂ'x 7 = 355 000,

Les dix membres ont déboursé la somme de 355 000 francs.
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M Exemple 3 T

: s : aIe ala mnilié ﬂe la précﬁd
|Une balle rebondit e en avangant chaqua fois d'une __ln '- ah:’:igilarcnurﬂe ﬂ“h““l de 10 TEBU:E;E';=

| Sachant que le) pre:mer bund meﬁuralt;:l m, qﬂlﬂ estlacusiaBel s

e Rt S SR =
T e e e —— - — - - =

Hecherche d’une suite permettant de décrire Ia situation

Désignons par v, la longueur du n®™* bond.

Ona: V4= %U

la suite v ainsi définie est donc une suite géométrique de raison -

Calcul de la distance S parcourue aprés 10 rebonds

(05771, _ 1,908
. = — Ay o
Ona: S=v, +U,+ 0+, + 05+ g + 0, + Vg + Vg Uro 05-1

Au bout de dix rebonds, la balle aura parcouru¢ environ 2 m.

poaETa Démugruphie

[Un pays Aa‘un taux de c]:mssa.nce démagrapluque de 0,4 % Pal' an. . Un pays B a un taux de crois:
'8 sant:efde 2%.

i An 1¢j janvier 1999, le pays A compte 40 millions d'habitants et le pays B, 30 _mi]]ifms.
1*’} Quel sera le nombre d’habitants de chdcun des pays Aet B au 1% janvier 2009 ?
i’2“] En quelle année la pnpulahnn duuhlera dans chacun des pa}'s {4 ¥

I—____n_..-___ i — e

Recherche d’une suite permettant de décrire la|Recherche d'une suite permeﬂam dﬂ décrire la

situation de Iz population dans le pays A situation de Ia population dans le pays B
Posons : u, = 40 000 000 et désignons par u, la|Posons : v, = 30 000 000 et désxgnons par v_la
population dans le pays A au 1% janvier 1989 T n populahon dans le pays B au 1% janvier 1999 n
(n21). (nz1). i
0,4 Uy
Ona: “1=“9+T:ﬂ=”nu"‘ mu]-lﬂﬂéuﬂ Ona: p=u,+ 100 = uy(1 +mn]—1 003 v,
= 1,004 u v, = 1,0040,

Les numhres réels u, sont donc les termes de la|Les nombres réels v, sont donc les termes de la
suite géométrique de raison 1,004 et de premier|suite géométrique de raison 1,03 et de premier
terme u,, terme vy,

dlot; u, = (1,004)" 1, d’oli: v, = (1,03)" v,
Population en 2009 dans le pays A

Population en 2009 dans le pays B
u,, = (1,004)1° X 40 000 000 = 41 629 109,

v, = (1,03)1% x 30 000 000 = 40 317 491.

Nombre n d’années nécessaires pour que la

population de A double Nombre n d'années nécessaires pour gue lo

population de B double
Résolvons dans R I’équation suivante :

(1,03)* % 30 000 000 = 60 000 000

Résolvons dans R 1'équation suivante :
(1,004} x 40 000 D00 = 80 000 000

(1,004)* = 2 (1,03)x =2
xIn(1,004) = xIn(1,03) = In2
_ Im2 | In2
~ In(1,004) x=
N - " o | In(1,03)
or : In(1,004) or Tﬁ;l_z“[ﬁ“ <28
d'on: n=174. 0

d'od: n=25

La population de A doublera en 2173. La population de B doup] 2023
lera en .
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guapssm Amorfissement de cnp:hal

Whiﬂlllﬂ coiite 80 millions de Banic :
U:-;x 1 revente baisse de 20 % par an]s en 1998. Il se déprénm de zn % par an ; [c es!-i dlre que son.

'1°) Quelle est la valeur du véhicule au bout de- cing ans ?

g suppose que pendant Ja
i ‘]%(};nar aI;I., wep méme périnde les prix des véhmules neufs de ce type augmentent de=

Qualle somme d'argent l’entrepnse doit-elle prevulr pour rplacer le véhicule dans cmq ans ? % 2l

Hecherche d'une suite permettant de déterminer

Ja valeur du véhicele dannée en année Recherche d’une suite permettant de déterminer

la valeur du véhicule neuf d’année en année

Posons: g =80 000 000 ; Posons: b, =80 000 000 ;

désignons par i, la valeur du véhicule aprés n n | désignons par v, le prix du yéhicule neuf aprés n

annéels) (n 2 1). année(s) (n 2 '.l]

Ona: .= un —0,20u, = uy(1-0,2) = 0,8u;,. |Ona: = Uy +0,04u, = u,(1+0, 04) = 1,040,
U =1, — 021, =0,8u.. u | =0, + 0,040, =1,040,

Les Hﬂﬂ}bms Eéf’ls _“,1 sont les termes d'}me- suite | Les nombres réels v sont les termes d'une suite
géométrique de raison 0,8 et de premier terme|géométrique de raison 1,04 et de premier terme

'80 000 000, 80 000 000.
Flnnc ; u, = (0,8)"w,, Vérifier que : v, = (1,04]"v,.
Valeur du véhicule aprés 5 ans Valeur du véhicule neuf aprés 5 ans
= (0,8)° x B0 000 000 = 26 214 400. v, = (1,04)° x 80 000 000 = 97 332 232,16.

Somme d'argent & prévoir pour remplacer ce véhicule
S = v, — u, = 97 332 232,16 — 26 214 400 = 71 117 832,16,

DOEEEEES Remboursement de prets bancaires

Muns:eur ACQU&.H amprunte un capxtal de 4 nullmns de ﬁ'a.ncs asa ba.nque au taux d intérét annuel
dE- 14 '}’90 i "
ll dEGldE de rembourser cet argent en effectuant quatre palemants annuels constants.

Calnuler 1e montant de ces pammenl;s annuels ; : i

Posons ! u, = 4 000 000 ;
désignons par u, la somme que M. Acquah doit & la n*™° année et x le montant fixe de ce paiement annuel.

Capital + intérél Capital restant dil échéance
u, = 4 000 000 4 000 000 année 0
u, = 1,14u, u; —x année 1
u, = 1,14(u, ~ x) uw, — X année 2
u, = 1,14(u, — x) U, —X année 3
u, = 1,14(u; — X) u, —x=0 année 4
u, —x=0 © 1,14{u, -x)—x =0
& 1,14 % | 1,14{w, %) —x]-x=0
o 1,142[1.‘14[1-,14[u1—.|:]—x] —_x]—-.x-: 0
& 1,14 x [1,1401,24(1, 141, - x) - x] - x] e

En développant, on a : 1,14%, — x{(1,147 + 1,14+ 1,14 +1) =0
1,144,
1,14% + 1,142 + 1,14 + 1

donc:x = =1 372 819,13.
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___TP Limite d'une suite monotone du type : i, , = 9(1,)

Deux propriétés du cours se complétent et permettent de calculer la limite d’une suite convergente du

type  u,,, = glu,)

L'objet de ce TP est de faire la synthése de ces propriétés en une méthode pratique utilisée pour calcu-

ler la limite de telles suites numérigues.

B Une méthode pratique
u est une suite monotone a valeurs dans un intervalle K et définie par : u,,, = gl&,).
Pour calculer la limite de u, on peut procéder comme suit :
1. on étudie le sens de variation de la suite u ;
2, on cherche & majorer ou minorer la suite u;
* On conclut immédiatemment dans les deux cas suivants ;
~ si u est croissante et non majorée alors : limu = + == ;
— si u est décroissante et non minorée alors : limy = — 2.
® Dans les deux autres cas, la suite u est convergente car elle est,
soit croissante et majorée,
- soit décroissante et minorée.
— On vérifie alors que g est continue sur K.
- On résout 'équation (E) g(x) =x.
- On conclut : 1 a pour limite une solution de (E).

H Exercice commenté
i e o R R e e
| On donne la suite numérique v définie par; { T

Démontrer que la suite v est convergente, calculer sa limito.
La suite v est une snite de récurrence du type v,,, = g(v,)

ol g est la fonction définie sur [~ 2 ; + o] par i glt) = {2 + x.
On contaste que : pour tout n élément de N*, v, > 0.

Etude de la convergence de v |
On a vu & la page 174 que v est une suite croissante et majorée, elle est donc convergente.

Calcul de la limite de v
Résolution de I'équation (E) g(x) =x.
glr)=x & 2+x=x

Sur [0 ; + ==, I’équation (E) est équivalente 4 I’équation : 2 + x = 22 dont 1"unique solution dans [0 ; + e[

est 2.
Conclusion
Puisque : —1a fonction g est continue sur [0 ; + e[,
—la suile v est convergente et & valeurs dans [0 ; + «f
— le nombre réel 2 est la solution dans [0 ; + =[ de 1-,5' watie .
. a i 4 L n qlx) = x,
On déduit que : limv = 2. :! glx) =x

B Application
:On donne les suites numériques u et v définies par: ¢

u; =-0,5 ' vy =12

U, S, (1+20) {vm =0,25v, + 3.
.On a vu que ces limiles sont convergentes (voir page 175),
[Cﬂlc'uler leurs limile‘st ' B
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il

Généralités
gens de variation d'une suife
4 Etudier le sens de variation de la suite « dans

chacun des cas suivant :
) in—1

- " =
[1] un=3n_—2 o n2l
: 1 &

[3}3“:1+%+...+E-n ozl
5 ;

[3] u'"=i__zjﬂ ] i"12l]
2n

[4] [_!"::.-3—“;3 H HE[]'

(5) u, = €' =% ; 20

2 La suite u est définie par:

u,=—2
{ " 9
u

w=F—u, [r EN]

1. Démontrer par réCUITence que |
pour tout nombre entier naturel n, u, <3
2 fitudier le sens de variation de la suite (u).

Comparaisen

3 Dans chacun des cas suivants, démontrer que la
suite 1 définie ci-dessous est bornée.
n=13

== ponz2l
W w =573
(2) u, = In(r + i) —In(n) ; m2l
(3) u,=yn?+2-n s n20
2n + cosn g
{4] u, = —-F—— I 8= 1

8 u est la suite définie par:

i, =3
{uﬂ = %—un_l— 4 [ne NI
Démontrer par TCUIrence que :
a) la suite u est minoree par — 8.
b) la suite u est décroissante,

B On considere la suite u définie par :

Uy = 0 .
{ Upyy = 21, + 35 [n € N].

Démontrer par récurrence que-:
a) la suite u est majorée par 7.
b) la suile u est croissante.

6 La suite u est définie par
U, =2
-{un+l=1+%{ [HEM}
: % |
Démontrer par récurrence que la suite uest minorée par

3 est majorée per 2.

ExercicesT ~

\

__

griodique
tel

Suile périodigue

7 On dit qu'une suite pumérique ¢ estp
lorsqu'il existe un nombre entier naturel p non ok,
jue : ) _ -
que pour tout mombre entler paturel 1, Unp t,
On dit alors que p est une période d? l_a suite u, s
Dans chacun des cas suivants, la suite u a pour

général u . Vérifier si la suite u est périodique et don-

ner sa période.
(1) u,= sii.l(z—sr-') + ccs(%-“) [nz0)

2
(2) u, est la n'®m décimale de %— (r21]

-y, =2, 1, =25
O] &,y -n, EN

Uppo = Bag
@) uy=2etu,, =g 20
Convergence

Convergenece

8 0 est la suite numérique définie par :

Int | In2 Inn .
l'—'nl-"—_l? +F +...+-—“—3 IRE‘I].

Ink . 1
i » X 5 k21l
1. Etablirque: =3 = P72 [

) 1 1
A e 1 - = [k>1]
okl k-1 Jk

3. En déduireque : v, =2- 2 [nz1)
n

4. Démontrer que la suite v est convergente.

2. Justifier que :

9 u est la suite numérique définie par :

u, == 8
{ —7u,—8

Un1 = 20+ 1
1. Dans le plan muni du repére orthogonal (O, 1, J) étu-
dier graphiquement le sens de variation el la conver-
gence de la suile u.
2. On se propose de démontrer les résultats observés.
Démontrer, en ulilisant le raisonnement par récurrence
que :

[n € N*.

pour lout n élément de N*, u #— 2.

10 u est la suite numérique définie par :

{”1”1
@, =

u
el T ﬁ [ne M.

1. Dans le plan muni du repére orthogonal (O, 1, ]) étu-
dier graphiquement le sens de variation et la conver-
gence de la suite u. '

2, Calculer u,, u,, u,, u,, u, et conclure intuitivement
quant 4 I'expression de u_ en fonction de n. '

3. Démontrer le résultat observé au 2. et conclure quant
4 12 convergence de la snile u. '
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11 u est une suite numérique croissante.
Démontrer que :

sl u est divergente, alors : limu, = + =,
_ 12 v est une snite numérique décroissante.
Démontrer que :
si v est divergente, alors : limp, = — e

13 v est une suite numeérique définie par :

{ i, = 0
. =u, += [nE N

1. Dans le plan muni du repere (O, 1, J), étudier graphi-
quement les propriétés de cette suite.
2, Démontrer que :
pour tout n élément de N, u, > 0.

3. Démontrer que la suite u est croissante.
4. Démontrer que la suite u est divergente.
Limite

14 Dans chacun des cas suivants, u est la suite de

lerme général u . '
Etudier la limite de la suite u.

(M u,=2n-J/4n>+1 s n20

(2) u, =Inn + sinn v nz20
(3) u, = ln(‘l +%)2"1l rnz1
— e'!l'l-l-ii i
(4) w, =7 ; m=1
. 2 '
(5) u, = aﬂ?— 3 7 nz0

15 u est la suite numérique définie par :
=10 :

{ “o 1+u2
Uy = 55 (R ENL

1. Dans le plan muni d'un repere (O, 1, ]), étudier gra-
phiquement les propriétés de cette suite.
2. Démontrer que :

pour toutn élément de N, u, >1.
4. Démontrer que u est une suite décroissante.
5. La suite u est-elle convergente 7 Si oui, quelle est sa
limite ? "

16 u est la suite numérique définis par

uy = 10
_ u2—3u +6

Upey = u -1 *
1. Dans le plan muni d'un repére (O, I, ]), étudier gra-
phiquement les propriétés de cette suite,
2, Démontrer que :

pour tout n élément de N, u_ > 3,

3. Démontrer que la suite u esl décroissante.
4, La suite u est-elle convergente.?
Si oui, quelle est sa limite 7

17 u est la suite définie par ;

U, =0
2u_+1

o fi ]
ot = g [n € M.

1. Dans le plan muni du repére (0, 1, J), étudier graphi-
guement les propriétés de cette suite.
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En ntilisant la croissan
Tithme exponentiells e

2. Démontrer que :

pour toutn, u 20.
3, Exprimer u,,, - u, en fonction de #, - u,_,. En dédui-
re que u est monotone.
4, Justifier que !

pour tout n élément de N, u, <2.
5. Démontrer que la suite u est convergente et donner sa
limite.

18 () est la suite définie par :

=L [neN.
p est un nombre entier natorel non nul ;
S, est la somme @, +u, + o+ Uy

1. @) En utilisant la méthode des rectangles avec des
intervalles d’amplitude 1, donner un encadrement de

s 5.-1
I'intégrale : I < ax.
1
5
b) En déduire ; j Lix<s,,
1

2. Démontrer que : n1y
pour tout n élément de N*, L +dr <8, .
3. En remarquant que : j %dx =1,
. 1
déduireque: lim 5, =+
1.1

lim (1 + =+

1 r o0
g+ gt et n_}_.a- :

19 u est la suite numérique définie par:
W, = A [r € M*].

" n
mn
1. Quelle est la limite de la suite u ?
2. p est un nombre entier naturel non nul.
S, pestla somme ty + 1, + ...+ U,

@) En utilisant la méthode des rectangles avec des inter-
valles d’amplitude 1, donner un encadrement de 1'inté-

5
grale : j L de.
1 \Il’f_'l 5
bj En déduire : j Ldr<S;,
1 :

Jn

3. Démontrer que : n+1
pour tout nn élément de R{*, j ' %dx <8
n+l 3
4.a) On pose: v, = L %dx [r € N*,
Exprimer v_ en fonction de u,
b) Quelle est ]a limite de la suite {e)?
¢} Quelle est la limite de la suite (S, ) 7

5. (w,) est la suite numérique définie par :
- 1 1 -1 -
=1+ ==+ =+ ... +— [nE N
TR E T ]
a) Démaontrer que :
pour tout n élément de N*, fn+1—yn <—1— .
2. En déduire que : d 2{n
pour tout n élément de N*, 2/n+1 -2 < W,
3. Détermi imite de i
iner la limite de la suite (w,); < pee
2_0 Dans chacun des cas suivants u est la suite de
terme générale u, définie ci-dessous.
ce comparée des fonctions loga-

it t puissance, étudier la limite de
a suite u,

5".*.'; v =0



5"+ 4n

2 v, = w5 p nz0
_ (Inn)® 5% 4 (Lnrn)se
@ = e R
_ 10* + (2n)*° - 3n'S 4 gn
(5) 4 = G+ Zmyiom (6) u, =

n- n?.fJ + 57
(7) u, =2"=nlnn

21 1. En étudiant le sens de variation des fonc-
tions f et g définies sur J0 ; + e[ par:

- fl) =sink—x et glx)= sim:—.r+x—a,

justifier que : : B

pour toul nombre réel striclement positif x :
T+ S sinx £ x.

2. Dans chacun des cas suivants, 1 est une suite de

terme générale u_; étudier la limite de la suite u.

(1) u, =sinL. L on21
(2) u, = nsin% i nzl
(3) u, =.sin.—1ﬁ~ w % r n21

4) u,= nzsi.n% -n = |

22 « est la suite numérique définie par:
u=1+-L+-L 4. +-1 [nen)

1. Justifier que : B in
pour tout k élément de N*, Jlc+1-Jc € .
2. En déduire que : 2k
_pour tout n élément de N*, 2/n-1-2<u,
3. Etudier la limite de la suite w

23 u est 1a suite définie ‘par ;

1 1 1
u = + +ot — [nE M*.
" o fnt+1 Jnfa4z ynf+n
1. Justifier que :
pour tout n élément de A*; R_ << 1

Irf+n LS = e

2. Etudier la limite de la suite u,.

Suites arithmétiques
et suites géométriques

Suile arithmétique

24 i; est une suite arithmétique de raison r.
Onposa:S, = uy + Uy + .. + 4,4 [n21].
1.Ondonne:u,=2,r=6etn=30.

Calculer u,_, et S .
2,0ndonne:n=20,u,,=62etr=>5,
Calculer u, et S,

3.0n donne : u, =7, n=095et u,_, =—181.
Calouler ret S,

4.0n donne :r=3,n =10 et 5, =102 +45{3.
Calculer Up et u,,_,. 19 |
5.Ondonne:n=28,u _, = 5 el §, = 140.
Calculer u, et r,

6. On donne : u,=-3, u, ,=69et5, =330.
Calculernetr.

7.On donne : 1, =35, r=13et S, =1 100.
Calculer n'et u,,_,.

8.0ndonne:u,_, =-53,r=-2et5 =-585
Calculer net u,

Suile géomélrique

25 u et v sont lés suiles numériques définies par

5
ulj:—
e

4
U= FU,~ R~ [nz1l.

Pour tout naturel n, v, = u, + a_ + b, a et b sont des
nombres réels.
1, Déterminer les nombre réels a et b sachant que la
suite (v,} est gfométrique. En déduire o, puis u, en
fonction de n.
2.0n pose: S, =v,+ 0, +..+0, [REN]

T, =u,+u +..+¢, [RENL
Calculer S, et T, en fonction de n.

26 w6l v sont Jes suites numériques définies par :
{ u, =12

o +2»
uﬁ_1=¢3"—!‘!‘ [HEN*}
{v,=1
i +3v
Dh—1= % [HEN*]

1. On pose i w, =0, —u, [nE N*|.
Démontrer que la suite w de terme général w, est géo-
métrique et exprimer w_ en fonction de n.

2. Démontrer que la suite u est décroissante et que la
suite v est croissanie

3. Démontrer que :

pour tout nombre entier naturel nnon pul, u_=v,

et en déduire que : u Zu 2o, 20,
4.0npose: { =3u + 8y [n=1]

Démontrer que la suite ¢ de terme général ¢, est crois-
santa.

27 On considere 1a suite ¢ définie par :
_[ up=1; @, =3

u ., =a*u,  +2(a—3u, aétant un nombre réel.
v st la suite définie par v, =u_ . [r € N].
1.0npose:a=2 el § =y +U, +...41_.
Vérifier-que la suite v est constante, En déduire que u
est une suite arithmétique dont on précisera la raison et
le premier terme. ' -
Exprimer u, et S en fonction de n.
2.0npose: a=-4 &l T,=v,+0, +..+0,.
Vérilier que la suile » est une suite géométrique.
Exprimer ¢, el T, en fonction de n.
Démonlrer que : pour toul entier naturel n , T, =u,,;
3. Démontrer que - 4 est la seuleé valeur de a telle"aue
la suile v soil une suite géométrique non constante.

28 La suite numérique v est définie par:

{ v, =6
50,,, =v,+16 [n €N,

1. Démontrer que ia suite v est minorée par 4 et décrois-
sante,

2. Pour tout nombre entier naturel non nul n, on pose

W, = v, —a, aélant un nombre réel donné.

a) Délerminer le nombre réel a tel que la suite w de
terme général w_ soit une suite géeméltrique dont on

Précisera la raison et le premier terme.
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bjOnpose:a=4.

Calculer w, puis v, en fonction de n.

Sachantque: S =w, +w, +..+ W,
T,=v,+0,+..+ 1,

uler S, puis T, en fonction de n,

29 u est 1a suite numérique définle par ;

A u,=1
{ K Zu,—1
“nt T30 35

L

On se propose d'étudier la limite de la suite u par deux
méthades.
1™ méthode
1. Justifier que :

~ pour tout nombre entier naturel n, u_>— i?
2. Etudier les variations de la suite w.
3. Déduire des questions précédentes que la suite u est
convergente.,
Déterminer sa limile.
2* méthode _ Suct
v est la suite définje par: o, = —= [n € M.

Cou+1

L Démontrer que v est une suite géométrique et expri-
mery, en fonction de n.

2, Calculer u, en fonction de n et &tudier la convergen-
ce de la suite u,.

In € Nl

30 u st la suite numérique définie par :
u =e**1 [ne N
1. Démontrer que la suite u est une suite géométrique
dont on précisera la raison. '
2. a) 5, , désigne la somme : .ty 4, + Uy + .+ 12
Exprimer S, , en fonction de n.
b) Démontrer que : lim(8; ) =+ e,
¢) Déterminer la valeur minimale de n pour que ;
Sg.n2 108,
3. v est la suite numérique définie par :
v, = Infw, ) [n € K],
a) Exprimer la somme o, + v, + v, + ... + v, en fonction
de n. .
b) Exprimer le produit wyuu,...u, en fonction de n.

D'aprés bac
31 u est la suite numérique définie par:
{ e Su_+3 :
u -z [r € N*],

1T g+ 3
1. Dans le plan muni du repére arthegonal (0, 1, ]) étu-
dier graphiquement le sens de variation et la conver-
gence de la suite u.
2.vestla su.ile:gums_ﬁ'rique définie par:

Uy = l::‘+1 fn € N*].
a) Démontrer que :

pour tout n élément de i*, 1, # -1,

b} Démonirer que v est ung suite géométrique dont on
précisera la termo v, et Ja raison.
¢) Exprimer v, puis u_en fonction de n.
d} En déduire la limite de la suite u.

Etudier les variations et la convergence de la suite

w définie par :
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{m"=35w +3
iy, S E N
Waet ="+ 3 [ ]

n+l
I

Btudier les variations et la convergence de la suite
z, définie par:

z,=—3
{ 5z, +3

By ® 5. +3

[n & R,

32 u est la suite pumérique définie par :

W=7
{ ..31 +£ﬂ [n€ M.
Upiy = 3 e

22

1. Calculer u, et u,.
2. vest la suite définie par :

pour tout nombre entier naturel n, o= Un 2-n
Démontrer que la suite v est une suite géoméirique dont
on précisera le terme v, el la raison. )
3. Calculer v, puls u, en fonction de n. Etudier la
convergence de la suite u.
4. S, désigne la somme ! ty + Ly + w0+ Uy
Exprimer 8, en fonction de n.
Etudier lim S, , Bt

33 (1) est la suite numérique définie par :
n+1ln
1= | e Tsinedr men]

nR

1. En utilisant la technigue d'intégration par parties,
exprimer I en foncticn de n.
2, Démontrer que la suite (1) est une suite géométrigue
dont on précisera le terme [ etla raison.
3. §,, désigne la somme I, + I, + ...+ [ . Exprimer §, _
en fonction de n puls calculer lim S . -
4. Dans le plan muni d'un repére orthagonal (O, I, J),
représenter graphiquement les fonctions f, g et-h de R
vers B définies par :

fl)=e" ; glx)=—e* ; h{x)=—e *sinr.
Interpréter graphiquemsnt les résultats cbtenus aux
questions 2..et 3,

34 1. Dans le plan muni du repére orthogonal

(@, 1, ]}, représenter graphiquement la foncti ;
e P
Jix) =27+,

2. u, esl la suile numérique définie par ;
T
u, =J 2=*dx [n & N*.
#n-1

Démontrer que la suite u_est une suite géométrique de
raison l\

hterpré_te;: graphiquement ce résulat,

3.8, , désigne la sommo : Uy + Uy 1o+ 1L,

Caleuler S, _en fonction de n : "

e} en utilisant la suits ¢ :

b) en utilisant 1'égalits de Chasles,

4. Calculer lims e TR _
résultat obtenu, et interpréter graphiquement le



Equations
differentielles

I-es équations différentielles firent leur origine dans la résolution
de problemes de physique et de méconique proposés aux mathé-
maticiens par des physiciens. Elles se sont développées av fil des
ans et se sont détachées de leur caréan originel pour atteindre les
sommels de la théorie. Des mathématiciens illustres ont élaboré la
théorie des équations différentielles et donné des théorémes géné-
raux d'existence et d'unicité de solutions de telles équations salis-
faisant & deas conditions initiales.

o Nous citerons fout parﬁcuﬁéremenf Clairaut, Ricatti, Bernoulli,
- Logrange, Maxwell, d'Alembert, Cauchy, Lipschitz dont les tra-
vaux s'appliquent & différents domaines tels que :

Pélectromagnétisme,

la relafivité restreinte
ou généralisée,

la recherche opérationnelle,

la mécanique générale,

5 e T
/!

la mécanique quantique,

'astronomie,

l'astronautique...

~ Jean le Rond d’Alembert
physicien et mathématicien francais — 1717-1783.

g . . 7
e et i, by i el s . i i L Pt

1.

2. Résolution de problémes ..

Résolution d'équations différentielles ................... 199

............... e, 199
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—Jl.1.. Notion d'équation différentielle

emnmsm Présentation

B Activité introductive 1 e
|On donne Ia fonction rationnélle g définte pars g =2 .

On veut déterminer Ia primi
Le plan étant muni d’un rep

-

fsur}-1; + [ de g qui prendla valeur 3en 1. _ |
e construire cefte primitivef. e e

L el TR T S B :
s i e Sk e e P

> i At b e S s o i e

J'= q {E]
* Le probléme revient & déterminer une fonction f dérivable sur ]- 1 ; + o[ telle que : {‘f

fm=3 ()
g (E] définit une équation ayant pour inconnue une fonction. Dans cette équation figu_.re' la dérivée pre-
miere de la fonction inconnue. On dit que (E) est une équation différentielle du premier ordre.

' ' ' * est dérivable sur |- 1 ; + e
— On appelle conditions initiales du probléme, les conditions - J' est:dérivable sur]

fl1)=3 (1)

® Ce probléme admet une fonction solution unique, c'est la primitive f'sur - 1 ; + «[ de g qui prend la
valeur 3 en 1, car la fonction g est continue sur J- 1 ; 4 e[,

® Dans le plan muni d'un repére, la représentation graphique de la fonction solution fest appelée courbe
intégrale de (E) avec les conditions initiales (I.

B Activité introductive 2

|_iln..r,'e'ﬁt':tiéﬁé:ftﬁi_r'_ié’i-:31"L_i]1§5__f'§1:i}iﬁﬁi:;ﬁ’:‘iie}{i};"?fii'ii_'dé;-'ifgiﬂgi ar -1 5 + o[ telle que s f” = g.

L e e e S P KR Y M e L DU Y i ; * e

* Le probléme revient & déterminer toutes les fonctions f deux fois dérivables sur =1 ; + oof telles que :
J”=g (E). (E) définit une équation ayant pour inconnue une fonction. Dans cette equation figure la déri-
vée seconde de la fonction inconnue. On dit que (E) est une équation différentielle du second ordre.

e Ce probléme admet une infinité de solutions. En effet,

une primitive de la fonction x> e+ 1 est du type: x— T+ 1) +a [a € R,

o - -2 |

une primitive de la fonction x> o) ot dutype: x—>—In(x+ 12+ ax+b [be Rl
Ainsi on obtient la famille de fonctions solution £, définies sur -1 ; + oo[ par ;
fq&{.r):—.ln[.x:+1)2+ax+b [aeERetb R

e Dans le plan muni d’un repéres, les représentations graphiques des fonctions

tion différentielle (E), constituent une famille de courbes intégrales (4 ,). Ja» solutions de I"équa-

Définition | |
On appelle équation différentielle, toute équation ayant pour inconny

e i : e une fonction, dans laquelle
figure au moins une des dérivées successives de la fonction inconnue, AL
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_1..2. Equations différentielles du type f+af=0

popmmmm Présentation

Définition

On appelle équation dl.ﬁ'erenheﬂe Imémre du premier ordre a cﬂeﬂimants constanls sans: second
‘membre, toute équation différentielle qui peut s'écrire: f’ + af =0 [z € R*].

L'exposant de f" et da,.f.esl: 1,
l l {E) est dite lingaire;

E) 1xf' +axf=0~—— Lesecondmembre de (E) estnul,
W ! T f [E) est dite sans second membré.

N 1-et a-sont des conslantes; T
(E) est dite & coeffcients constanls,

Exemple

J'=f=0; f/+2f=0 ; 5"~ 3(=0 sont des-équations différentielles linéaires du premier ordre & coef-
Ficients constants sans second membre.

Acb‘w‘fé -

fﬂn dun.ne !a functmn f ﬂa R vers s R définie’ par fl) = et lae R]
llillélzern:uuer une équatmn dlﬂ" ranhe]le du  premier urﬂm qln a puur snIutlon la functmn f

mmme==n Résolution

Acnwle

|0n dun.na [!équ,ahun dlﬂ'éfenhelle {E} f 4f =0. L N oy _ :
an donne les fonctions g et it de. Rvers R ﬂéﬁm&s par: gh)=e" ; hRR)=ke* [keRl.
*Vérlﬁer que. g et h sont des su]ntmns de [E] : :

Démontrons la propriéié suivante :
Bropticic | |
(E) est I'équation différentielle : /" + af =0 [a € R*].
Les seules solutions de (E) sont les fonctions f;, de R vers R définies par:
JSil) = ke [k ERL

Démonstration
Ona: [f’+af=0] ¢ pour lout nombre réel xS/ (x) + aflx] =
Soit + un nombre réel ; on obtient donc les égalités ci-dessous qui sont équivalentes :

Jx) +aftx)=0

[f(x) + afix})] e™ =0 car: e #0

[f(x) e>]' =0 car: [f(x) e®] = fx) + af (x)] e
flx)e* =k [kER]

fle)=ke * [k€R] car; e®#0
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memmmm  Exemples

Résnhmns chacune dw équations ¢ diﬁérenueﬂes sujvanles

N O O T O OB

—Les suluhnns de l’équatmn (1) sont les fonctions x = ke* [k € R].
— Les solutions de I'équation (2) sont les fonctions x — ke‘ﬁ‘ [k e R].

— Les solutions de I'équation (3) sont les fonctions x— k eT [k € R].

e T ST
e e P "

Rﬁsulvnns l'équa’hon dlﬂ'érenhella (E] f" -Ef -

\On désigne par @ la solution de l'équation ﬂlﬂ’erenhelle (E) qui: vérifie la condition mmale
![I] l;l[l]— - -1.

'Dans le plan muni du repére urthugunal (0,1, ]); construisons en noir Jes 1'l=lE'l'é5"’]"““:““:ls L aphlques
de quatre snlul:mns de- [E], traq;uns en cuuleur celle de'o.

e e e e e

e e B T A e e P T

‘Résolution de I'équation dxﬁéranﬂeﬂe {E) Détermination de la solution
Les solutions de 1'équation (E) sont les fonctions Fis e aae e {ip[x] = fce z k€ R]
Ji. de R vers R définies par : ANEE 1) =
file) = e [k € R]. donc : ke“:_-—-l
k = —'_—2 = — Ez

d'ol plx) =—e? e
Désignons par (%,) la représentation graphique Désignons par (6) la représentation graphique
de )i, de 0.

Représentations graphiques

S T TR ECT R e e
N (G B i H : R
NE O e aazaa bl : I,
NE (€., o ) INHERT ! Hi magd {eann: i
(S i T
. "I\Id ." . L ti P
NN if5sjEmsatesiis
ui T it H H-H
j '_*:-.,’ Siieaars HESdE . i H i
| pesiad FEER e e IR i
T H——— ey EEynE anaE " T
k 'T RRI==T : —— -
i R be Rl o im e e A A et H i it
LT 1 L nEp = _{____L 5T L
FE aaa el R i T T
pEasErEisdpbuss TR A == |
EE T [ H P = S
gt EaseackseicniElc - HiH A :
4 rdaswadan rduxy T g ¥
HEH AT _"",'.4 E(E ) Hi I
HEHE gl HRAER e ke P R e R
1\‘@;15!’;?!:&63) Y dun # :;J ST
1 _H-. ; --_EF_.T-- E H AL
F A A TR R T : e 3
R e e T R T e e B e

ol xercices oz

1. @ Dans chacun des cas suivants, déterminer la

1.b Dans chacun d ]
famille solution f de I'équation différentielle. es cas suivants, déterminer la

solution f de I'équation différentielle vérifiant

(4) [+ 2f=0 (2) f'—3f=0. la condition initiale donnée.
{.ﬂl'f’_%.fw_-ﬂ (4) f'~fin2=0 [1]‘."_3;- Rt /=1
(5) 4+ 3f=0 ©) &/"=f @S +3=0 ot fO)=

@) 4/~3f=0 o fi-1)=

194 Equations différentielles



—1..2. Equations différentielles du type f” + af” + bf = 0
pmemmm  Présentation
On appelie équation différentielle linéaire du second ordre & coefficients constants sans second

membre, toute équation différentielle qui peut s'écrire : f” + af” + bf =0 [(a, b) € RxRI,

L'exposant de f7, def” et de fest 1,

l l l (E) est dite linéaire.
(B) 1xf"+axf +bxf=0<+— |
Le second membre de (E) est nul,
' i [E} est dite sans secend membre.
1, ael b sont des conslanies,

(E] est dite 4 coefficients constants,

Exemple

f7—3"+5=0 ; f"=5f=0 ; f"+4f=0 sontdes équations différentielles linéaires du second ordre
a coefficients constants sans second membre,

Achwte

‘Un dmme les fnm:t:ons geth de IR Vers IE déﬁmes par: l

| Q{I} aedr - h[.\:} . asindx + bcosdx [a & IR be RI.
'» Déterminer une équation différentielle du second: urdre qui a pour solution 1a fonction g.
l . Meme queshun ];mur la fonctlnn h ; '

i Tt e & SO S s - o = I

mmmez== Equation caractéristique d'une équation différentielle
Aﬂhv‘l!él ~ 5 . PR i e e B e R —— T I —————
On donne les équatmns dﬂ’érentlelles : @ fr+ 25f=0 @ f"-3f'-4f=0.

= Venﬁer que Ia fnm:l:um x—>e™ estsolution de {2}
'— Vérifier que la fonction x smﬁx est snlutwn :la (1} d
-,—Vénﬁer que ]a function X > coshx + smEx est, snluhon de [1]

e el s e ——— s

Acnwté

|'Dn considére une équatu:m dlﬂ'érentlelle [E] }' "y af 4 bf = ﬂ. :
Dn veut trumrer une sululmn de I'équation (E) de la fnrma x—=e™ [rFreR).

La fonction U de R vers R définie par : Ulx)= e™ est deux fois dérivable.
Ona: U=rU, U =r2U,

dott : Ur+all'+bU=0 & [P+ar+b)U=0,

donc: *+ar+b=10 ({:ar‘U'aé 0),

L'équation r* + ar + b = 0 d'inconnue r est appelée équation caractéristique de l'équation différentielle

fraaf +bf=0,

Exemples

— L'équation différentielle : f"—2f"+5f=0
— L'équation différentielle : f”— 25f=0

— L'équation différentielle: /" + =0

a pour équation caractéristique : 2 —2r 4 5=0
a pour équation caractéristique : r2 - 25 = 0,
a pour équation caractéristique : r2 + 1 = 0.
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memmmm Famille de solutions d’une équation différentielle

B L'équation caractéristique admet deux solutions réelles

On demantre et nous admeﬁons la propriété suivante :

—— =t — T — et e o a7 Epnsl s s ] :
1 J L 1 B | e "u - .. = L]
JE 3 | . SR e A et (8] o
- =18 23 e 4 E At B A Tk 3 P R e Tty — L e i 5

[E] est l‘équahnn I+ af’ +bf=0 [aEReth E IH]

Si I'équation caractéristique de (E) admet deux solutions réelles r, et r;,

alors les seules sulul:mns de cette équation différentielle sont les fonctions :
x> Ae 4+ Be* [A€ERetBE R].

‘ as particulier

(E) est I"équation différentielle S -wi =0, [we<R).
Les seules solutions de cette équation dlfférermel]e sont les fonctions :
x> A + Be-=r [A € RetB e R

Exemple
Résu!vuns chacune des él-lui;t;ms dﬂereﬁt;;lle; sliﬁ;a_nias . g ; i _-ll
i__ ) @ fiy=0 ;@ f—”-f!j"+ 3;f- B 4
@ f -9}' 0 (2) f" 4f’+3j‘=ﬂ
Léquation caractéristique de (1) est Léquation caractéristique de (2) est :
i r—4r+3=0,

Elle admet deux solutions réelles : 1 et 3.
Les solutions de (2) sont donc les fonctions :
x> Ae*+ Be¥* [A € Ret B € R].

Elle admet deux solutions réelles : 3 et — 3.
Les solutions:de (1) sont donc les fonctions :
x> Ae¥* + Be3 [AeRetBeR]

H L'équation caractéristique admet une solution réelle unique
On démontre et nous admettons la propriété suivante :

{E] estI' équatinn f'" + af’ +bf- 0 [a. (=} IR ethe H}
Si I'équation caractéristique de (E) admet une solution réelle unique r,

alors les seules solutions de cette éguation différentielle sont les fonctions :
x> (Ax + Ble™ [A € RetB e R

Exemp]e

Résulvuns chacuna des équatmns dl.ﬂ'erenuelles stivantes :

r Bt [‘.l] f” 4fJ+4f- 0 ; [2] f_.n ‘1_52_f1+%.g_f=n.

W S -4 +ar=0 @ fr+lp, 3.,
L'équation caractéristique de (1) est : Léquation mﬂﬂtérisﬁqm de (2) est :
r?—4r+4=0. B 36 _
Pagrele =0
Elle admet une solution réelle : - 2. Elle admet une solution réelle : — &

Les solutions de (1) sont donc les fonctions :

x— (Ax + Ble¥ [A€RetBeER]
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Les solutions de (2) sont dong les fonctions :

_5
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o L"éq_uatiun caractéristique admet deux solutions complexes
On démontre et nous admettons la propriété suivante :

IPropriete

ar—ran

=

i Vo=

e

(E) est 'équation différentielle f/” + af’ + bf =0 [« €ERetb € R].

Si 'équation caractéristique de (E) admet deux solutions complexes conjuguées o + pi et o.— Bi,
alors les seules solutions de cette équation différentielle sont les fonctions :
x+> (AcosPx + Bsinfr)e™ [A ERetB € R].

! as_particulier

(E) est l'équatiun différentielle /™ + w? =0 [w € R}
Les senles solutions de cette équation différentielle sont les fu_n_cliuns :
x> Acoswx + Bsinwr [AERetBER].

| Exemple

Rasulvnns n:hacr.me des Bquﬂhuns dlﬁ'érentlelles smvantes

[1] f” + 25f u

P = . e

(1)

[+ 25f= 0
L'équation caractéristique de (1] est :
r”+25=0.

Elle admet deux solutions complexes conjuguées :
5i et — Bi.

Les solutions de (1) sont donc les fonctions :

x> AcosSx + Beinsx [4 € Ret B € R].

e

[2] f”+f’+f- o
pef=0

(2]
L'équation caractéristique de:(2) est :
% —r+1=0.

Elle admet deux solutions complexes conjuguées :

{3, {3,

1 1
--—_*2*-+ 71 8l -5 - FL

Les solutions de (2) sont donc les fonctions :

{3 {3

—ﬁ—x+Bsm 5 - xle
[A € Ret BE R

1

x> [Acos T

Tableau récapitulatif

Equatiun &iﬂ'é_renlielle. dutype: /" +af"+bf=0 [a€EReth €R]

Si l'équation caractéristique r° + ar + b =0 admet :

alors la solution générale est la fonction f"définie par:

deux solutions réelles distinctes r, etr,

fad®) = Aen* + Be™ [AERet BRI

une unique solution réelle r

}‘;m[x] ={Ax+ B)e™ [AcRetBe R]

deux solutions complexes conjuguées
o+ i et o+ Pi

faplx) = (AcosPx + Bsinfxle™ [A ERetB € R]
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memmmm  Solution vérifiant des conditions initiales

On démontre et nous admettons la propriélé suivante ;

Xg Y, et z, étant trois nombres réels donnés, I'équation dlﬁ'érentielle f7+af’ +bf= “s

[a EReth €R] admet une solution unique @ telle que : ¢lx;) =y, et 9'(xg) =2y,

Exemple 1

e s e e

Resnlvuns l’equahnn d,lﬁ'émnhelle [E] f 2 +4 " + Ff= ﬂs
aver: les cnnd;tmns mmales {1] f[ﬂ} 0 et f '[ﬂ} 1

|——|..4.-._______ =1

L'équation caractéristique de-[E} est: 24+4r+7=0.

Elle admet deux solutions complexes conjuguées : —2 + if3 et —2 —'-iJE ;

Les fonctions solutions de ’équation différentielle (E) sont donc les fonctions f définies par :
Faplx) = (Acos/3x + Bsinf3x)e-2 [4 € Ret B € R].

Cherchons celle qui vérifie f,;(0)=0 et Sag0) =1,

e A=0 A=1
Elle vérifie done le syst { o : {
e systeme - _244+Bf3=1" d'olt 3”13
Les solutions de I’équation différentielle (E) qui s'annule en 0 et dont la dérivée prend la valeur 1 en 0

est la fonction: x+— —J% e~ 2*sin|3x.

Exempfe 2

‘Résolvons l’equatmn différentielle’: {E] f' " 4)“ '+ 4f =

_Iavec les conditions initiales- (1) f (0)=1 et f ’[U].

L'équation caractéristique de (E) est : r? —4r + 4=10.

Elle admet une unique solution réelle : 2.

Les fonctions solutions de 'équation différentielle (E) sont done les fonctions £ définies par :
faple) = (Ax + Ble* [A€Ret B € Rl

Cherchions celle qui vérifie f,5(0)=1 et fi5(0) =0. _

i A+2B=0 : A==2

Elle vérifie donc le systeme { Bt ;  d'olt { B=1

Les solutions de 1'équation différentielle (E} qui prend la valeur 1 en 0 et dont la dérivée s'annule en 0

est la fonction : x> (- 2x + 1)e*,

WE XCTCICRS BB s o s o]

l.c Déterminer les solutions de chacune des équa- | .d  Déterminer Ia solution f'de chacune des équa-
tions différentielles (E). tions différentielles (E) vérifiant les conditions
(1) 9f"—64f=0 (2) f” +4f ~5f=0 initiales données.
(8) 2f"=5-3=0 (&) f"~4f"+4f=0 Ei 2;} ;f ;}’ 0 =1 et f10)=1
(8) 1 /7—2f"+3f=0 (6) of"+6/"+[=0 =0 dlE=gaytm= T

(@) f7+4f" +5f=0 ;f{0) =1 el S(0) =

(7) of"—6l"+2f=0 @) S"+f" +8f=0 @) 4f"+4f’+f=0 ;f(1)=0 6t /(1) =5
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-Résolution-de-problemes.—————=-

e e L { e S —-'n-'-d-r-‘"''—'‘.'""_"""';'lf-lI
De nombreux probldmes, en démographie, én électricité... relevant de phénomenes continus satisfaisant
a une loi d’évaluation et & une condition initiale sont décrits par une fonction solution d‘une équation
différentielle.
Pour résoudre de tels problémes, nous procédons suivant les étapes ci-dessous :
la modélisation du probléme : ; -
qui consiste & la mise en équation, c'est-a-dire ici la recherche d'une équation différentielle per-
mettant de décrire la situation ;
[2] 1a résolution mathématique du probléme "
c'est-2-dire la résolution de équation différentielle avec la condition initiale ;
[3] Vinlerprétation du résultat oblenu
d’oll la solution du probléme posé.

Oscillations non amorties

(O fixe un solide de masse m 3 Pextrémite damvessort T
| spires non jointives de dureté k ; on fixe I'autre extré- | g
‘mité & un mur. B :
{Le solide peut se déplacer horizontalement sans frotte- | f
.ment sur une droite (D). Le repére de (D) est tel que,| | | ;

ta une abscisse nulle. .
;On tire le ressort jusqu'a amener la marque sur le solide |

' lorsque le ressort n'est pas tendu, la marque sur'le solide ! | j

‘a 'abscisse x,, ! | | 4
'On‘abandonne le systzme et on demande de trouver. la | 0 To i
‘position x du solide en fonction du temps ¢. (On négli-| :
\geralamasseduressort) . .. oo oo )

Mise en équation
Désignons par fla fonction définie par : x = f{£).
E 2 .
L'accélération a la date ¢ est % et la force qui s'exerce sur la masse est — k.
z

D’aprés la loi de Newton, on a: m%;: +kx =0 .
On définit une équation différentielle du type : /" + af=0 [a= E]’
avec les conditions initiales. f(0) = x, et f'l0) =0.
Résolution
Les solutions de cette équation dilférentjelle sont les fonctions
IIHACDE__HJ'E_._\‘.' + Bsinwx [A € Rel B ER]
Les conditigis initiales permettent d’oblenir la fonction solution f définie par :

J(8) = xcoswt, [w= J—E].

mmmm=m Accroissement d’une population

'On suppose que la vitesse d' accroissement hi’(£) de celte population i l'instant ¢ est proporti R
nombre h(¢) d’habitants & cet instant. 5 st proportionnelle au;

'Dans ces conditions, en quelle année la population du Bénin sera:t-elle de 10 millions:

de 20 millions d'habitants ? d'habitants 2
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Mise en équation

La vitesse d’accroissement h'(t) de cette population a l'instant ¢ étant proportionnelle au nombre h(t)
d'habitants a cet instant, on peut écrire que : h'(¢) = ah(t) [« € R].

Résolution
— Cette 6quation étant du type h’ - ah = 0, la fonction solution est définie par : h(t) = ke,
— Déterminons k et a 4 |'aide des conditions initiales : .

En 1990, la population du Bénin étant d'environ 4 750 000 d'habitants et d'environ 5500 000 en 1995,
ona: 4750000 =ke!?0a

5 500 000 = ke!9%a

) 5500000  kel%%a .. 550
d’ol sl , C'est-d-dire —— =%
4 750 000 k ¢1990a 475
. _ 1. 550
donc: 5a=In iy
et a=0,03

par suite h(t) = 5500000¢%03(¢—1823)

Déterminons I'année a laquelle la population du Bénin sera de 10 millions d’habitants.
10 000 00Q = 5 500 000"t~ 12995)

10000 000 _ 050, 1005)
5 560 000

d'oit: In 02 = 0,03(¢ - 1995)
20 =t — 1995
t=2015

Solution du probléme

En 2015 la population du Bénin sera de 10 millions d’habitants.

Pour 20 millions d’habitants, on trouve : ¢ = 2039 ; en 2039 la population du Bénin sera de 20 millions
d'habitants.

mmmemm Décharge dans un circuit RC

P T

————— R ————— - -

e
(]

(Etudions la variation de la charge du condensateur au cours du temps. J

| S e E i L R e L e DO 1 A S D SN R P A

Mise en équation .
M et N sont les armatures d'un condensateur de capacité C initialement neutre. Chargeons-le sous une
différence de potentiel U, et relions ses armatures & un resistor de résistance R. Le condensateur déchar-
ge & travers la résistance I

Désignons par g, la charge du condensateur & l'instant initial ol commence la décharge, l'intensité #; du
courant dans le circuit étant nulle.

A un instant ¢ quelconque de la décharge, g est la charge de I'armature M du condensateur, i 1"intensité
du courant dans le circuit.

g est une fonction du temps etona: i = % =4

vt wgl |

La définition de la capacité du condensateur donne la (‘ | |

différence de potentiel entre ses armatures : C
Usi=1 - M N

La loi d'Ohm exprimée aux bornes du résistor denne : R

UNE-'I.:R":_UW _D—j-}

. _ 9
dongc: RE-—E-

. pod__ 4
d'on: R dt =T g
q est donc solution de I'équation différentielle : d—g =— R_1(Z' g, avec g(0) = g,.
Résolution

Cette équation différentielle est du type: ¢’ + ag = 0.
« Donner sa solution générale.
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-Trayaux pratiques—

e — PR -
S = S SRS RS SO S SR T SR

——1E Courbes paramétrées

Ce TP a pour objectif de fournir un complément de cours, qui est un outil souvent utilisé en physique.
A partir d’une représentation paramétrique d'une courbe (%G}, savoir :

~ délerminer une tangente de (),

- construire ().

H Notion de courbe paramétrée

En cinématique MCL) En analyse
Description du mouvement du M M est un point de la courbe (4) de
point M par la position de M a coordonnées (x; y) :
chaque instant ¢ :

..............

(6

o : - M(x ; )
OM(x; y) ol ) M((g(8) ; h(t)) [t €K
F(t]([.‘l(f] ; h(t}) x = g(t) () est une courbe paramétrée.
(X)1 y = hlt) (X) définie une représentation
tEK paramétrique de (€).
Supposons f'et g dérivables sur I'intervalle K. (To), .
Considérons le vecteur : 03 1| 'M(‘)
t—ty TN k-t T t-g h(tg) p----- :
Lorsque ¢ tend vers ¢, & la limite, on obtient : E Mto) :
- F D ’ 1
Vo ((g (6) 3 h'[t"])' Ol gty g(t)

Lorsque (Lg'[_tu} . h'(t_u)) #(0;0), ?u est un vecteur directeur d'une droite (T}, position limite des sécantes:
N : Y

MM, [t € K] =
La droite (T,) est appelée tangente 4 (4) au point M, (g(¢,) ; hlt;)) ; le vecteur V, ((g'(¢,) ; h'(t,)) est appe-
1 vecteur dérivée en £,

B Construction d’une courbe paramétrée

Exercice commenlé

e

Construire 1a courbe paramétrée définie par _{y'_. g4y LERL
e e e SAr i o o s G S B B S BRI N L
Considérons les fonctions g el k définies sur R par: g(¢) = 2 +1 et h(t) = 2 - 2¢ + 2.
Etude de la fonction g Etude de la fonction h
g't) =2 h'(t) = 2(t=1)
. %iﬂ'l_ mg( t)=+0e I.Ii-l.:t_,l_ mh[t_}-*: + oo
lti_n'1+ wg[t] =400 ltig'l_'_ _wh[t) =+ o0
Tableau de variation de g Tableau de variation de h
[ — o 0 + oo L — oo ‘| s
gt} - EJ] + Rt - [{H N
+ oo + oo + oo + oo
t R(t)
Lﬂ( ) \ / \ /"’
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e ] +.o0
0 | T —— 2 I
=+ Ea
+ oo
Rt 10
0 10 ) /*’/—’
10 ~ - - + = *
00 B = R = R I
Valeurs remarquables et vecteurs dérivées
¢ —2 9 2 .
coordonnées du point M, (5;10) | (1:2) | (2;1) | (10;5)
coordonnées du vecteur ?: (~4;-86)| (0;-2) | (2:;0) (6;4)
coordonnées d'un vecteur directeur de la tangente (T,) | (2;3) (0:1) (1;0) (3:2)

Construction de (6) sur les intervalles ot g ef h sonf monotones

10

0

¥
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Equations différentielles du type f* + af=0

1 Résoudre dans R les équations différentielles
suivantes,

(1) /'+3f=0 4) f'=4f=0
(2) 2f'-3f=0 (8) f+{zf=0
(3) f'+2r=0 (6) 2/"+f=0

2 Résoudre les équations différentielles ci-des-
sous avec les conditions initiales imposées

(1) ff+3/=0 :fl1)=1
@) S'+3f=0 ;fl-2)=2
(8) —f"+2f=0; f(3)=-2
(4) 3f'+8f=0 ; fla)=
(8) 8f"+f=0 ;f(-5)=0
(6] 2f—5/'=0 ; f{1)==1

Equations différentielles du type f* + af” + bf'= ¢

3 Résoudre dens R les équations différentielles
suivantes.

(1) f"-f'-2i=0 (4) /" —4f'—af= 0
(2) 3/" +3f"-f=0 (5) 2/ -12f +18f=0
(3) —f"=f'+2f=0 (6) 4" +8f=0

& Résoudre les équations différentielles ci-des-
sous avec les conditions initiales imposées.

(1) 2f"+3"—2f=0 ; flo}=1 , f10)=
(2) ["+2f*+f=0 ; flO})=-1, f(O)=0
(3 ff-2"+5f=0 ; floy=1 , f1lo)=
(4) 8f"-2 +3f=0; flo}=0 , fl0)=0
(8) 3f7-2f+7f=0; flO)=1 , f0)=-1

B Dans chacun des cas suivants, déterminer la
solution de 'équation différentielle vérifiant les condi-
tions initiales données.

(1) 25/"+f=0 avec f{n) =2 et f(n)=/3.
(2) f*+[=0 aveof[—%—]::l ot f‘"[-ZE] =2

PROBLEMES! ' ' '

6 Déterminer la fonction g dérivable sur R telle
que 2g(x) + glx) =0etdontla cau.rbe représentative {%6)
admet en son point d'abscisse —2 une tangente de coel-

ficient directeur 5

7 [est une fonction dérivable sur R. Pour tout
nombre réel xon a: flx}) =-3 f(x).
La représentation graphique (€) de fdans le plan muni
du repére (O, 1, ]) passe par le poinl de coordonnées
(-2:;1). _
Déterminer [ el construire (€).

xercices’

8 On donne la fonction f'de R vers R définie par :
_ 3
flx)=3e %

Déterminer une équatmn linéaire du premier ordre
dont fest solution.

Déterminer la solution fsur R de 1'équation différen-
tielle f'+1n2 =0 qui prend la valeur 4 en 1.

9 1. Résoudre 1'équation différentielle :

f'——}xfﬂ)i

Déterminer la solution qui prend la valeur % en 1.

10 On considére I'équation différentielle :
2/ =0
1.On poseg=S"
Justifier que g est solution de 1'équation différentielle :
g +2g=0
2. Résoudre I'équation différentielle : g’ +2g= 0.
En déduire les solutions de 1’équation différentielle :

fr 2l =0

11 On donne I'équation différentielle :
S"+ 2"+ f=0 (B} _
On pose : pour toul nombre réel x ;: hlx) = e*k(x).
1. Démontrer que k est solution de [E] si et seulement
si, pour tout nombre réel x, A™(x) =
2. Résoudre 1'équation dlﬂ'erentwlle h =0
3. En déduire les solutions (E).

12 Déterminer 1a solution f de 1"équation diffé-
rentielle f7—f* +l-f =0 sachant que sa représentation

graphique passe par le point A{0; 4) et la tangen‘ce &

cette courbe au point d'abscisse 2 est parallele & 1’axe
des abscisses,

13 Déterminer la solution f de I'équation diffé-
rentielle 9"+ f=0 sachant que:

Lz'f[xldm 0 J:f{x]dr= 3,

1% Déterminer la solution f de P'équation diffé-

rentielle /"~ f=0 sachant que fest une fonction paire

el f(0) = 1.

15 1. Résoudre 'équation différentielle :
(B) 16f"+f=0
2, Déterminer la solution fde (E) vérifiant :
f0)=1 et flzm) =-5.
3. Démontrer que :
pour tout nombre réel x, f(x) = Zl:n:;‘s(.i + -L‘-)

16 Détermmer la fonction positive u définie sur

& telle que = Eoest—2entoutxds R qui prend la valeur
10 en 0.

17 1. Résoudre I'équation différentielle -
(B) f'~2f"+5=0
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Déterminer la solu
Flo)=1
2. On poso :

pour tout nombre réel x, Fx) = — ‘15'_ ) - 2f ().

Justifier qua Fest une primitive de fsor &,

18 On considre I'équation différentielle :
€ f*~f+dr=0,
1. Résnuﬂ{a dans R I'équation (E),
2. Déterminer la solution de (g) qui vérifie les deux
condilions suivan(es : '
= s2 représentation graphique (%) passe nar 16 point
MO ) phique (‘¢) passe parle p
~1la tangente & () ay poinl d’abscisse 2a pour coef:
ficient directeur 0. '
3. Représentez (4) et sa tangente au point d'abscisse 2
dans le plan muni du repire orthonorms. ©.5Ln .
4. Calculer Vaire de la partie dy plan limitée par (%),
(O1) et les droites d*équations: x= et x=4,
19 Onse

propose de chercher les fonctions f'de R
vers i telles que : TBour tout nombra réeal x,

(B} f7(x)~ /") + 3fTa) = 622 4 5.

1.0n d_és'ig_,ne par g un polynéme défini par :
glx) =ax? 4 bx ¢ ¢

ol a, b, ¢ sont des nombres reels,

Déterminer a, b; ¢ pour que, pour tout nombre réel x, g
soit solution de (E).

2.0n pese : F=f—g, .
a) Démontrer que si fest solution de Y'équation (E) alors
F est solution de I'équation :

(E) F"-4F +3F=0,
Réciproquement établissez que si F est solution de (E?)
alors fest définie par f=F + g,

lion [ de (E) vérifiant f{0) = 0 et

20 On considare I'aquation différentiolle :

(E} y"+2y" +6y=0.
1. Vérifier que les fonctions f] et f;
fi{x} =e*cos2x et
de 'équations (E).
On admetlra que toute solution de (E) est de la forme

kfy + kf, ot k, et k, sont des nombres réels quel-
conques.

définies sur R par :
[[x) = e*sin2x sont des solutions
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2. Démontrer qu'il existe une solution f; de (8], _

courbe représentative dans un plan myn;j d'un I‘Epéﬁ:
passe par le point A(0 ; 1) et admet en ce popy g
'ganta"'de coefficient directeur —3. .

21 Une population a une croissante i““‘n‘ntanga
relative constante & loul instant ¢ égale & 1,5 o,
A Iinstant 0, la population est de 3,5 milligy; d'hak;.
lamnts. . .
Déterminer la population p{t) en fonction de ¢,

22 Dans un pays, la consommation d'un produt
a diminué régulirement, la variation relative instantg.
née a tout instant t étant de ~ 2 %.
Déterminer I'expression f(t) de cette consommatigy i
g par habitant en fonction du temps ¢ exprimé en gy, &%
sachant que cetle consommation est de 12 kg 3 Vingtant
t=15. , .
(On donnera f(t] sous forme ke™.]

23 A -1, Résoudre I'équation différentie]]s .
@B fekf=0.

ot f'est une fonction dépendant du temps ¢ (¢ 2 0) g1 4

une constante réelle strictement positive,

Préciser la solution particuliére f, correspandant 3 15

condition initiale h0)=2

B — Application _

Aprés une injection intraveineuse de glucose, la glycs-

mie (taux de glucose sanguin) décroit & parir d™ip cer-

tain instant choisi comme origine des temps selon la Ioi ;
g'+kg=0.

ol g désigne la fonction glycémique dépendant dy

temps £ /(¢ > 0) el k une constants strictement

appelée coefficient d'assimilation glucidique.

1. A l'aide de la premiére question, déterminer 'ex-

E:_:_eséinn de g{t) & I'instant ¢ sachant que g(0) = 2.
tudier les variations de g el donner I'allure de sa

Teprésentation graphique.

2. Caleuler en fonction de k 1'abscisse T du point d'in-

tersection de la tangente 2 la courbe an point Mio: 2)

avec l'axe des lemps, '

3. On pose : g, = g(t)), g, étant le taux de glycémis 4

I'instant ¢, donnsé et positif,

Déterminer la formule 4

tion de g, . '

positive.

onnant le coefficient k en fonc-



Nombres complexes

Le XiXe siécle s'est émerveillé sur « ces nombres qui mélent le
réel et l'imaginaire | »

La construction des nombres complexes a enregisiré la coniribu-
tion d'éminents mathématiciens a qui s'est posée la nécessité de
trouver une racine carrée de — 1 !

Citons Euler, Hamilton, Cauchy....

Jean le Rond d'Alembert
[1717-1783) conjeclura, sans
pouvair le prouver, que « dans
V'ensemble. des nombres com-
plexes, fout polynéme de degré
n a exaclement n racines. »

Niels Henrik Abel et Evariste
Galois apportérent la preuve de

& BOYERMIOUET

i 2:’;?;2;2;;:?;:‘&3@ _ ceffe base fondamenfale de 'al-
| : 1802-1829. | gébre.
s:
: - L
2
]
b 2 %
; 2
: ’ X
S
|| N7 L]
William Rowan Hamilton Evariste Galois
mathématicien et astronome mathématicien frangais —

irlanclais — 1805-1865. 1811-1830.

1.

Q. Formes trigonométriques et exponentielles ............ 914

Nombres complexes, forme algébrique ............... 206

3. Résolution d'équations ..., 219
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—1.1.. Présentation de I'ensemble des nombres complexes

memmmmsm Introduction historique

B Des équations du 3¢ degré aux « quantités imaginaires » " e

® Aprés la résolution des équations du 1°" et du 29 degré par les-Babi_lomenls vars le II° Hlll.lé__l'la.i]re
av. J-C. et transmise & 1’occident au IX® sizcle par Al-Khwarizmi, la résolution d'une équation dy
3° degré est Jongtemps restée une énigme pour les mathématiciens. _

* G'est au IX® sitcle que les mathématiciens de Bagdad étudient les équations du 3° fte,

Au XVI® siécle ’6étude de ces équations est reprise en Occident par les mathématiciens italiens de la
Renaissance : Cardan, Bombelli...

— Dans le cadre de concours entre savants, 1'éguation du 3¢ degré est résolue algébriquamant_ ol
Ca.tldan (1501 - 1576) qui donne en 1547, par une « formule » décrite littéralement, une méthode de réso-
lution de I’équation dutype: x*+pr+qg=0 [pERetg ER] (1).

~ Pour résoudre une telle équation par la méthode de Cardan, Bombelli introduit des « quantités imagi-
naires # qui ne sont pas des nombres réels, les « racines carrées » des nombres 268is Noputits. 4 tide
d’une comptine, il énonca en 1572, dans son Algébre les régles de multiplication de ces « quantités ima-
ginaires ».

L'activité suivante donne, dans un cadre moderne, les principales étapes de cette méthode.

W Résolution d'une équation dans R du type: ' + px+q=0
Activité
On veut résoudre dans R I'égiation : - 6x~4 =0  (E).
T s S
e vérifier graphiquement que (E) admet trois solutions dans R ;

« utiliser la méthode suivante pour résoudre algébriquement (E).

i
3

[@] Introduction de deux inconnues auxiliaires
» Vérifier que si u et v sont deux nombres réels tels que :
w+oi=4 ot uv=2,

_TF-J_
1g) GEEE e

! A ERRd Hn i r
ﬂ::m:r; .*
I

alors e + v est une solution de 1'équation (E). Al Apiis =2
La résolution dans R de I'équation (E) conduil done 2 la réso- gx =} = :
lution dans R x R du systéme (Z}, donc aussi du systéme (Z'). L L5 EIELIE s R it
W =4 o (D=4 o "_-'-'.‘,_._:fﬁ?
[E]"{ up =2 =) { u'v? = 8 B T fr';
S'ils existent, les nombres réels u et v sonl solulions de Ry feserr e EeLMALE Biagiecky Rest
I'squation (F) : X-4X+8=0 i Tl I iR R o
e Vérifier que (F) n’admet pas de solution dans R, cependant  [H- E i L ;:4;.:_; i E?E EL
’6quation (E) admet trofs solutions dans & ! Aﬂiﬂ ?‘Jr‘t:‘ s ",’%]IE{E
fpssasact Iesaiand [RERRLRRd] nEsiumal 1ol Tonaay deatiin
s e

2] Introduction d'un nombre imaginaire noté i tel que : i? =1
On suppose qu'on peut encore appliquer les régles de calcul de 1'addition et de la multiplication des
nombres réels. _
s Vérifier que I'équation (F) admet deux solutions 2 + 2i et 2 — 2{ gt que :
(F1+iP=24+2 et (-1-iP=2_2
(— 1+ {) et (~1—1i) sonl donc les solutions de I'équation (F). '
_ 2 est la somme de (- 1+ 1) 8l (-~ 1— i) ; c’est donc une solution de I'équation (i
« Achever la résolution de E. quation (E),
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[3] Expression de certains nombres réels contenant des « quantités imaginaires » | —

® Les mathématiciens ont ainsi montré que cerlains nombres réels peuvent étre écrits par des exp

sions contenant des « quantités imaginaires ». _ _ -

Cependant, I'utilisation de ces « quantités imaginaires» reste controversée pendant deux si :

® On peut remarquer que : - 2o

- toute équation du type x* + ax? + bx + ¢ = 0 peut se ramener 2 1'équation X? + pX + g = 0 (il suffit de
o a

poser x = X — 32, . o

— toute équation du 3° degré admet dans R au moins une solution (car sa fonction polynéme fassocie

4 une équation du type précédent est continue et Hm flx)=—oo; ,{-EE-r . Jix) =+ ).

X —)—ua
B Des « quantités imaginaires » aux nombres complexes
® Au milieu du XVIII® sigcle,

— Euler propose en 1777 de remplacer la « racine carrée » de — 1 par i ; d’'oit I'introduction de i tel que

2=-1,

= D'Alembert (1717-1783) montre que toutes les « quantités imaginaires » sont de la forme a -+ ib avec a
et b réels. '

® Au XIX® siacle, ¢ décrit
A la suite d’Argand, Gauss désigne en 1811 ces « quantilés imaginaires » par nombres complexes et écri
leur représentation géométrique, ce qui confdre A ces « quantités imaginaires » le statut de nombres.

EREETT

Calcul avec ces nombres
Exemples

(6-if2)+ (- B+a)=5-3+ (- /D
(5-i/2) x (-3 +4) =—5/3 - 4/2 + (20 + JB)i =— 5,3 + 4/2 + (20 + [B)i.
Aclivité

a, b, @/, b Gtant des nombres complexes, calculer 1a somme et le produif suivant :
PR ' larib) +la i), 3. Jevib)xlabiih),

A e e Rt EE RS T 25 LT LR T RIS Sl I e e Y TV e 1 L LS LT

e e e . == LTS

momez=m Ensemble des nombres complexes
Nous admettons la propriété suivante !

|RiopriceEDEfinition T g . |
— 1l existe un nombre imaginaire noté {, vérifiant : £ =-1 ;
~ Tout nombre de la forme a +ib [a € R et b € Rl est appelé nombre complexe ;

~ L'ensemble des nombres complexes est noté C ;

— Dans I'ensemble C sont définies une addition et une multiplication ayant respectivement les mémes
régles de calcul que I’addition et la multiplication dans R.

\

E~El =[]
N
T
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—1.2. Forme algébrique d’'un nombre complexe

g it e

emmemmm Egalité de deux nombres complexes _

a, b, a’, b’ sont des nombres réels. e
[a+ib=a’+ib] <« [a=a’ et D= i
la +ib=0] o [a=0 et b=

Démonstration

® a +ib et a’+ ib’ sont des nombres complexes.
Démontrons que [a +ib = a’ + b’ & [a=a’ et b=DbT.
— Supposons a —a’et b=1D";onendéduit:a+ib= a’+ ib’.
— Supposons a + ib = a’ + ib’ ; on obtient: @ —a’ = i(b’ - b)
A V'aide d'un raisonnement par 1'absurde, démontrons que :b’-b=0

Supposons b'-b=0 ;
on.obtient P = !r:;;cg : or g—“-ib €R; donci€ R (ce qui est faux).
Par suite b'—b=0;cest-d-dire b=Db’

Par conséquent a—a’=0; c'est-d-direa = a’.
o La deuxiéme propriété est un cas particulier de la premiére.

otation

On désigne par C* I'ensemble de nombres complexes non nuls.

pmme=ms Forme algébrique d’un nombre complexe

5

i A=l = T e 2 & T 4 E = =
.I_mﬂ. Ao —il ;Em-_‘.-". L E R N Ay
| e ke b=l 1 Apiplel e e et el o s e TSy Elte

Tout nombre complexe z s’écrit de maniére unique:z=a +ib [a EReth ERL
a est appelé la partie réelle de z et est noté Re(z)
b est appelé la pariie imaginaire de ¥ et est noté Fmi(z).

On appelle forme algébrique du nombre complexe z I'écriture : a + ib.

Exemple

% écrit sous la forme algébrique|  Ge(z) Jm(z)
-9+ 20 -9 2
5,6 + i3 5,6 3
i2 12 0
: 0 1

mummmma Nombres réels — Nombres imaginaires purs

— Un nombre complexe dont la partie imaginaire est nulle est un nombre réel,

— Un nombre complexe dont la partie réelle est nulle est appelé nombre i.i:naginaire pur
L’ensemble des nombres imaginaires purs est noté iR,

L'ensemble des nombres imaginaires purs non nuls est noté iR*.

La propriété suivante est immédiate :

T

z étant un nombre complexe, z€R & Im(z) = n#_ . '-z e 1IR ﬁ ﬁtﬁ[;} "

Exemple
x étant un nombre réel, 2x—1—-ilx+ 1) ER & r=-1

Q08 Nombres complexes

o x-1-ix+1)ER & .l'--‘——%'-



—1.3.. Calcul dans C

mmmm== Somme et produit de nombres complexes
* Onvérifieque:  'Pour tous nombres complexes de formes algébriques a + ib et a’ + ib’,
(a +ib) + (@’ +ib)=(a+a)+ilb+h])
(a +ib) (a’ +ib") = (ae’ - bb’ + ilab’ + a’)

® z et z' étant des nombres complexes, on pose:z+ (—g)=z-2"

Exemples y
(3+2i) +(2-5i) =2+3+(2-5)i =5-3i
3i(3 + 2i) =3X3Ji+Ix2 =—6+90i
(4+1)(3—2]) =4x3+(-2i%+(3-2x4)i =14—5i

momemm Opposé ef inverse d’un nombre complexe
B Opposé d’'un nombre complexe
Soient des nombres complexes de formes algébriques a + ib et x + iy.
x+iyestlopposédea+ib & (a+ib)+(x+iy) =0
- = x+a+ily+bh)=0
& x=—a st y=->5,
L'opposé du nombre complexe [a + ib) est noté — (a + ib) et on a :

Pour tout nombre complexe de forme algébrique a + b,
-(a+ib)=-a-ib

B Inverse d'un nombre complexe non nul

® Soient des nombres complexes de formes algébriques a + ib et x + iy.
x4 1y est inverse de @ + ib < [k+ig)x(a+ib)=1
&« [ax—by) + i(ay + bx) = 1.

On est amené & résoudre dans R x R le systéme suivant : { g:: g'; :%‘

o = NN .
on obtient : = Sty P BV
Ce systeme admet donc une solution unique car a® + b? est non nul {en effet, a + ib = 0),

L'inverse du nombre complexe non nul @ + b est noté

= : etona:

!,l?uu;- tout nombre complexe non nul de forme algébrique a + ib,
AR b 'a~ib

A gy i)

® z étant un nombre complexe et z’ un nombre complexe non nul, on pose : z x - = Z
po: zr oz’

mEmm== Produit nul

.3 = B e s e e o =
A o e _ -

| 5 =i B
A5 .‘mﬁ ;

e sk <L Sials

Pour tous nombres complexes zet 2/, zxz'=0 < z=0 ou z’=0. B

Démonstration

Soient z et z’ deux nombres complexes.
Démontrons que zx 0 = 0
ona: zz'=zx(z' +0)
zz' =2z  + 2% 0
doli: zx0=0

Supposons z x z" = 0

siz=0, 1% Propriété est vérifite quel que soit 2’ :

siz#0, —existeet:z' = —[zx27=—x0
z ' - '

donc:z'=0. & *
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Exemple o

On veut résoudre dans C I'équation (E) + (z + 2 - 30z Jgon sl

i i -

_ P > o
Onsait que:(z+2-3i)z-3 +56i)=0 & [z+2-3i=0] au__[z 3 +5i=0]

& [z=-2+3i] ou [z=3-5i
donc : — 2 + 3i et 3 — 5i sont les solutions de (E).

mmmemm Puissance entiére d’un nombre complexe

B Puissance entiére d'un nombre complexe quelcongue _ | t entier d’un b

Par analogie avec Pensemble des nombres réels, on définit les puissances & exposant entier d’un nombre

complexe.

Définition _ =t : :

 Z étant un nombre complexe non nul, n un nombre entier naturel non nul, 1
W P=1 ; @ =0 ; (@) =z"%z ; Wt

o Puis_sa_t_nces entiéres de i

* Calculer ;4,5 ;8,7 ;8,9 {0,

Plus généralement, on démonire que :

I':'Dl-ll.'; tout nomhre entier naturel n, 5 e
bas fin=1  Welog . @m2__q . o g

B Formule du binéme de Newton

Les regles de calcul sur les puissances a exposants entiers des nambres réels non nuls sont les mémes que
celles sur les puissances & exposants entiers des nombres complexes non nuls, d’oi la propriété suivante ;

f‘r—ﬁg‘g}f@iﬁa = = ! _ Gl i e

Pour tous nombres complexes non nuls u et v, pour tout nombre entier naturel n plus grand que 1,
(w + o) = Clu" + Clumtp + .., + Chunfpk 4 ., +Chh = f: Cryn-kyk,
k=0,

Exemples

. Triangle de Pascal (voir p 295)
(3 =C33% + C33%(~ i) + C23%(-i)> + C13

330 i + CO(— i) 1
=1XB1+4x27(-+6%x09-4%3i+1 ' i T
=81+454+1+i(-108-12) L 2 o
' =136 - 1204, v 13 3 1

Tramgmg ey

. xercices S e

l.a Donner la forme algébrique de chacun des

le 2 et 2 gtant .
nombres complexes suivants : fm ‘;tqiesélant deux nombres complexes quel-
-1 =1 =202 s . !
(2 +0(1—)=(3 ?i] + (5 (5 +1); — calculer - (Z+2)2;(z— 272 (140
3i(2 + 81 - 7(5 — 2i) + (7 — 31){1 + 5i), 3 -2 -1+

= factoriser : 52— ', 53 241801
1.b  Donner la forme algébrique de chacun dag 1.d
nombres complexes suivants :

gébrique des nombres com-
: Plexes suivantg .
1 1 5+7l  4-—ai A . . )
P — = : S T 3+200
3+2i 2-i3 1+1 i (1+q8 :

ezif ;-2
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~—1.4. Module et conjugué d’'un nombre complexe

Pour écrire sous forme algébrique I'inverse du nombre complexe non nul de forme algébrique “b"" ib, on
a mis en évidence le nombre complexe a — ib et le nombre réel a2 + b2 Etudions ces deux nombres.

mEmmmm Conjugué d'un nombre complexe
On appelle conjugué du nombre ‘complexe z, le nombre complexe noté z tel que :
Ne(Z) = Re(z) et Im(Z) = - $m(z)

z étant un nombre complexe de forme algébrique a + ib, z=a — ib.

T e — g

Exemple
3 +2i apourconjugué: 3 —2i 6 —4i a pour conjugué : 6 + 4i
=3 +1 apour conjugué:—5—i 12i a pour conjugué : — 12i
— 2 — 3i a pour conjugué : -2 + 3i 10 a pour conjugué : 10

La propriété suivante est une conséquence immédiate de la définition.

¥ e

Pour tout nombre complexe z, 7 = z. ;
On dit que les nombres complexes z et 7 sont conjugués.

Les propriétés (1) a (5) se démonirent aisément, les propriétés (6), (7) et (8} sont des conséguences.

Pour tout nombre complexe z, Pour tout nombre complexe z,
(1) z+Z=2 Relz) [4) 2ERe Z=z
(2) z-Z=2i%m(2)
(3) zxZ =[Re(2)]* + [$m(2)]? B)z€EMRe z=-2

z étant un nombre complexe de forme algébrique a + ib,
Z+E=2a : z-Z=2h 7 ExZT=a+b%

Pour tous nombres complexesz etz’, (6) z+z2 =Z+% ; (7) ZxZ =Zx§

Pour tout nombre complexe z, pour tout nombre complexe non nul 2/, (8 (.z

D émonstration guidée

Soient z et 2’ deux nombres complexes de formes algébriques respectives a + ib et a’ + ib A
= Calculer et comparer z+ 2" et Z+% | ZX2Z elZxZ.

—_—

* Démontrer que : (42?-?,) = ;

Pour cela, justifier que : (%)x Z'=z ; (—‘1) Xz =% ; @ X7 =7

! z’
Exemples
48(3—-i/2) a pour conjugué : 48(3 +12). (7 —i/3)(J2 +3i) a pour conjugué : (7 + if3)(/z - i),
7 he i 7 2+ 3 3 0
m i pour conjugusé : 71 \E . =57 @ pour conjugueé : 2B

8451
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memmmm  Exemples d'utilisation du conjugué d'un nombre complexe

L) P — g — g =
z étant un nombre complexe de forme algébrique a + ib, z=a+ ib ; T=a-ib ; f-?-' a® + b2,
F A 1 = __z
zZ est un nombre réel, d’od 1'utilisation de Z pour écrire —é— sous forme algébrique : > 25

Exempl' es

— T

et LY e =

| Ecrivons la furmu n]gébnque dn numhre cnmplaxe | {Ferivons sla f“m"_ algaé!:_rlﬂqzﬂe dunombre mmplm
| 1 ) “ ] 51 v :
1 s 3+2i [3+211[1+5=]
2 +4i “G-4)iz+ 4i) 1-5i = {1510 + 5i)
_ 2-4i 1 1. ='—?+_171=__?+£E
T 4+16 W0 F? 1+25 26 28

mmmE=m Module d’un nombre complexe

On appalle module du nombre cumplexe 2, 1e nombre réel pasitif {27 .
On le note Iz!

£ étant un nombre complexa de [orme algébrique a+ib, |zl = fa? + b2,

Exemple
3+2i apourmodule: /13 i a pour module : 1
4—-3i apourmodule:5 12 a pour module : 12

Les propriétés (1), (2), (3), et (4] sont des conséquences immédiates de la définition.
Les pmpﬂétés f 5 J {6} (7) et (8) seront. démontrées uiténeurement

2T e

Pour tout nombre complexe z, (1] |z| : [3] |z| =0 < =0
(2) |?Re{x]| s lzl ;@ lsm@| < |2].

Pour tous nombres complexes z et z’, Pour tous nombres complexes z,

(5) lz+ 2’| < |2| + | 2| pour tout nombre complexe non nul 2,
®) lzxz’| = |2] x | L =L . _ 2l
' - ]?l : (ﬂ] 2|

WE xercices memm

1.  Quel est le nombre complexe conjugué de cha- 1 .2
cun des nombres complexes snivants 7

2+4f ; 1-51; 2i(4-1) ; @B+(-51+3)

1 3-1 1 2 + 51

. m——

—5i ' J2+51 4 +3i 4—2i' g —4i

L b i Ty BRL 1.9 Calculer Je mndula de chacun des nombres
2 + 4i i 1-5i ;—?"+E;

1.f  Donner la forme algébrique de chacun des -1-31 ; —6f -8B
nombres complexes suivants :
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—1.3.. Nombre complexe et représentation géométrique

Le plan % est muni du repére orthonormé direct (0, 1, J). c
s _ +ib
Lensembl_a:lf‘ des vecteurs du plan est muni de la base orthonor- 3
‘mée [Eﬁ, Qj).
On gait que tout nombre complexe z s'écrit de manidre unique
sous la forme : z = @ + {b. ' ' (a,b)
o ¥
En t t ijecti : : j Mk
| tenant compte des bijections entre les ensembles @, V et
R % R, on en déduit les six bijections ci-contre. / \
i . P e —."-‘—E
Ces bijections permettent d'établir ou de justifier les résultats M. ¥
essentiels. Mea: b) z=0M
Dans € Dans @ ou dans ¥,  Tllustrations
z=x+1iy, [(x;y) € RxRI
Affixe
Yaffixe du point A A est le point-image de z @)
Point-image A noté z, noté A(z) -
zvest\ _— oy
Paffixe du vecteurOA | On pose OA = u ' Alz)
Vecteur-image noté z u est le vecteur-image dez '
v noté i(z)
zZ, €ER & AE (O1)
2, EIR & AE€(0)) Q
— —>
On pose OC = OA+ OB
Somme
2, + 7 est affixe du point Clx, + x5 3y, + Yg)
Différence Lo =%, + Zp
z, — 7y est I'affixe du vecteur Eﬁ[xn —-X, i Yg—Ya)
% = Zpg —Ep
é —_—
Oppos -z, est l'affixe du vecteur ~ OA(-x, ; - yg)
Module Le module de z estla norme du vecteur-image dez
B
21 =+ b2 = |2 | AN 7N
On sait que : OC < OA + OB A
qriis lz+2'] <lzl + |2°] | 0

% est appelé le plan complexe, (O] est l'axe r éel, (O]) I'axe imaginaire.

WE X T CI COS o i o A o

telsque:(1)z€R.;(2)zER-: Az € ;

: : are (O, 1, J). Placer le
1.h Lo plan est muni du reptre (0, 1, J). Plac (4) Relz) = Im(z).

point-image de chacun des nombres com-
plexessuivants:l-i;l+1'.2+4i;-1+:': .
=k g bk i, 1.j Leplan est muni durepére (0,1, J). On conside-

1.i  Le plan est muni du repre (O, 1, J). Dans cha- re un nombre complexe z el son point-image M.
qun des cas suivants,déterminer I'ensemble Placer les points:images M,, M, et M, respec-
des points-images des nombres complexes z tifs des nombres complexes : —z; Zet —Z.
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Le plan @ est muni du repére orthonormé direct (O, I, s -4 est muni de la base orthonormeée directe (‘fi a}}.
—2.1.. Arguments d'un nombre complexe non nul

mmmmmm  Définition
B Activité e e e

st . o

R s -

’Dans chacnn*des cas suivants, t:unstrmre Je pomt-lmage M du nom nom]:lre Eﬂml?l-‘ﬂ zet ﬂél&rmmer la’

mesure prmclpale et deux: aulrus mesures: tle l' angle ¢ onente (DI ﬂM] Tl
' [1}3 1”1 g (ORI eY (2] z:-—2+21 [3]3—-—'-T

Deflmflon = -
| z est un nombre complexe non nul, M le pnmt—unage de z dans le ‘plan muni d’-un repére orthonormé
~direct (0, 1, J). .
| - La mesure principale de 1’angle orienté [ﬁi OM] est appelée I'argument principal de z, noté : ARG(z).

| - Toute mesure de l’angle orienté [DI, OM] est’ appe]ee un argumant de z, noté arg(z).

}| @ éfant un argument d’un nombre campfexe non nul z, tout autre argument de z est de la forme :

| ﬁ + le2m ﬂc € EJ'
B Exemple . ") M‘l + 1)
z || ma =ik -1 ‘ i
ARGz} | 0 | 5 [+7 |-F| T s
On n'attribue pas d’argument au nombre complexe 0. F :]*(_ i)“ E

mmmsmmm Eqgalité de nombres complexes non nuls
'z étant un nombre complexe non nul, M son point-image peut

gtre repéré par la distance OM et 1'angle orienté (O, [ﬁtﬂ
Par conséquent, le nombre complexe non nul z est déterminé par
son module et un de ses arguments.

On en déduit I'égalité de nombres complexes non nuls :
RROTTETe, Sy RIS b S SBE NN ! ) o i
z et 2’ sont des nombres mmp]exas non nuls.

=z & |z z'| et ARG(z) = ARG(z")
o |z z’| el arg(z) = arg(z’) + k2r [k € 7],

mExe YCIC@S B s i o
20 le plan est muni du repére orthonermé direct 2 b Le pl direct
(0,1, . Déterminer 'snsemkle des nombres (0.3, On somsidbee o wombes corpless
complexes z dans chacun des cas ai- ﬂ9530H3 d’argument principal 6.
ARG(z) =0 LARG[ZJ n ; ARG(z) = Exprimer en fonction de 8 1'argument P“““‘Pn]
ARGlz) =— 5 des nombres complexes suivants :—# i £~
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—2.2. Formes trigonométriques, formes exponentielles d’un
nombre complexe non nul

mEmm=m Formes trigonométriques

a Présenlali;m  Aloghti

z est un nombre complexe non nul, M son point-image, 6 un de ses arguments, a + ib sa forme algébrique.

Ona: C_]i[ﬁl=a et E}T.Eﬁl:b

Or ; 636:?1 = ||EJ'I-|| “DT!I“ cos lfﬁ, C_J_l\;[) = OM cos@
07.0M = O] I5% cos (B, OFD) = OM sing
|zl = Ja? + b2 = OM

d'olt:  z=OM (cos + ising).

[BfopTiEfe=IDeition X

Tout nombre complexe non nul z, de module r et &’
% =r(cosd + ising)

On appelle forme trigonométrique du nombre complexe non nul z Iécriture
7(cos8 + isinf) [r € R:et 6 € R]

M(z}

) t

argument 9 peut s’écrire ;

B Exemples o
‘Dans chacun des cas suivants, déterminons une forme trigonométrique du nombre complexe 7 |
= Z=1+i I iz=1 : o= o
Ona:l1+il=2; Ona: lil =1; Ona:lll=1;
ARGl +1) =% ; ARG(i) = - ; ARG(1) =0;
" 5 " E S TE ‘ . L .. -m
donc:1 +i= jﬁ [395%4.1'5111%), donc: 1= Cos5+ s~ donc: 1 =cosD + isin0.

Remarquons que le nombre com
trique. En effet : — 2 & R%

plexe — 2(cosa + isina) [o € K], n'est pas écrit sous forme trigonomé-
On a : — 2(cosw + isino) = 2(- cosa — i sing) = 2(cos(e + m) + isino + 7)),

FEE

Forme algébrique - Formes trigonométriques

H Passage d'ume forme a V'autre

Forme algébrique

Formes trigonométriques

z=a+ib |(a;b) E R?- (0, 0]] r(cosd +isind) [r € Rtet 6 € R

Détermination du module r Détermination de la partie réel a
et d'un argument @ et de la partie imaginajre b

Rqbt B a = rcosb
0 est une solution du systéme :
cosf = a
r a
{ inf = b b= rsing
51T —--T .

L A A A

_ Formes trigonométriques Forme algébrique

r(cost + isind) [re Rtetd € R

Z=a+ih [(a; b) € R% - |0, 0]
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B Exemples

L

T o

Ona: r=/2=2
z=203 +-i§]
6 est une solution du systdme :

{Dans chacun des cas suivants, écrivons le nombre ¢
z=1+u’§ ol

ot e

z=-{3+3i

Ona: r=\r;1—2=.2-ﬁ

omplexe non nul z sous forme trigonométrique ;

=1 =7
Ona: r= J’E
2 2

2 .42
9 est une solution du systéme :

2
=1 s cosB= =
cosh = cosB = 3 7 .
; 3 inf=— =
sind = g sinf = = sin® 2
T
donc:B:% ot =§j’E donc: 8=~ 7

n T
5+ §in }

3

: T o B
z = 2(cos z= 2‘@[{:03335 + sin%“) z= uE(GUS[— ) + sin(- '-'4—])

EsmeE== Formes exponentielles

B Présentation
— On pose :

IL‘_DSB + isind = el |
— Considérons un nombre complexe non nul z de module r et d'argument 6, on peut donc écrire :
z = r{cosB + isinB) = re®

— Nous verrons que cette notation est cohérente avec les propriétés des puissances et la forme trigono-

métrique d'un nombre complexe non nul (e® = cos0 + isin0 = 1).

s @Eﬁﬁﬁmj} '__,-" . _; E " E; _:_1.'.' _Z':., ! -..1'.::!__..

Tout nombre complexe non nul z, de module r et d’argument 8 peut s’écrire :
z=re®

On appelle forme exponentielle du nombre complexe non nul z I'écriture :
re?® [reERietd ER]

B Exemples

| Dans chacun des cas suivants, déterminons une forme exponentielle du nombre complexe z :
; z=1+1 1 Z=d z=-1

; L ; . £
1+i= ﬁ(cns% + ism%} =204 i= [cos-g-+ Ism—g-] =g 2 — § = costa Teini = et

Bt ]

[ E e e e e e e e e e e P e e e R e el e e e e B P R R e el e e ]

Information historique

— L'écriture d'un nombre complexe non nul sous forme exponentielle
est due & Euler.

Elle facilite les calculs dans C car elle transforme les régles de calcul
sur les produits et les quotients en régles decalcul sur les puissances.
— La formule e'* + 1 = 0, qui aurait été écrite pour la premiére fois par
Euler, a frappé les imaginations du fait qu'elle lie entre eux, de 2
simple, cing nombres fondamentaux; dont trois (i, ¢ et ) restaient, a

@ Phoio B M., Patis

EEEEEOERERRE]E

1707-1783

B I EIRIRIRE

RiRREEEGE

B

-

IR

I'époque, quelque peu mystérieux. i
: _ ]
Leorhard EULER E__:

mathémaficien suisse [
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mumemm Propriétés des modules et des arguments

H Produit, quotient et puissance entiére d’un nombre complexe non nul

ondomne:  z=re® [FERIetBER] et
On obtient :  zz’' = rriglle+e)

o .

Z T

Puisque les nombres 1éels r et * sont strictement positifs, il en
Par conséquent,
;r’*—'l_' ‘| et 8+ 8' est un argument de zz’ 2=
_ |11
I \

et — 8.est un argument de %

On en déduit les propriétés suivantes.

Z
'z’

P
rf

z’=re® [rFeRtetdo’ €R]
7" = rei® [n € R]
— T ol{8-8)

r.l

5 1
est de méme des nombres réels rr’, = r.

Z | st 6—9' est un-argument de ?z’

zl

IT" et nf est un argument de 2"

Rroprieres)

Pour tous nombres complexes non nuls z et z', pour tout nombre entier relatif n,

l2z' = |zl x |2/l et argles) = argle) + ara(z) +kx2n [k € Z]
1 1 ;
?I =E.;] et 'arg(%,]=—arg(z’] +kx2n [kEZ]
- |2 . . N
?z’ = ]?Jl et ﬂfg[f—;] = arg(z) - arg(z) +kx2n [kEZ]
| = lzfm et arg(z") = narg(z) +kx2n ke Z]
H Exemple
On donne : 7, = 5(cos -+ isin ) ; 7, = {2(cos %+ isin ), ]
\Ecrivons sous forme exponentielle chacun des nombres complexes suivants: z,z, ; z3 ; — A
e S R R LR e R S e T S R e N L S 2
Ona: zz=5Be "% . g8 ., 1.1 -F . 7 _5[ ufbH
e s T Y g8 & e '
mmme==m Nombres complexes de module 1
¢ 9 étant un nombre réel, cosB + isin® est un nombre
complexe de module 1 et d'argument 8. Pz) 1

1
TG el — = rcosh—isind
RIS cos + isind '

z
nombre complexe de module 1 et de méme argument
principal que z.

z
® z étant un nombre complexe non nul, i est un

CE ) i M(COS + ising)
Iz'l 8 \
o
Q/ |

WE xercices 7 o R o o o A o e

2.c  Déterminer une forme trigonométrique decha-  2.d
cun des nombres complexes sulvanls :
1-§3

(1) 1+{8+if1+ \;5] (2) ETY

(3) —2(1+10) (4) (1- :')e'?’T

Déterminer le module et 'argument principal

8, puis donner une forme exponentielle de cha-

cun des nombres complexes suivants :

5 uosa':;—-[sinigh ; Lcns-%- + i-Si.n'15L :
X o isin® . _ an 5

Cos 3 isin 73 z(cus—é- +1 5111-&]—':].
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—-2.3. Nombres complexes et trigonométrie

eeEm== Formules de Moivre

B Propriété
@ étant un nombre réel et 7 un nombre entier relatif,
ona: cos@ +isin=e® ; (cosd + ising)" = ™.

On en déduit la propriété suivante.
Formules de Moivre
1"0111' tout numbre réel 6, pour tout nombre entier relatif 7,

(cosd + i5in6)” = cosnf + isinn®.

I Exemple

e g . e T e s

éel, P-XPmnuus o848 et sindd en funchun de cusB et sm& o S B S

» g ? R e e Nl Al gl ]
L e T S v R 3 e e S B e ey
Sl e i

Ona: c¢o0540 +isindB = (cosl + isinB)? 3, (icin0}
= cos%0 + 4cos®a(i sin6) + 600s20(5in6)> + 4cosB(isind)® + (isinb)
= cos%8 + 5in’0 — 6Cos?0sin®d + 4i (cos’@sind — cosOsin’d)

donc: co0s48 = cos?0 + sint@ — emsigstE sindf = 4(cos?0sind — cosBsin?e)
= (c0s?8 + 5in?6)? — Bcos?Psin2 = 4posBsind(cos?6 — ssz]
= 1 — Bcos®Bsin®0 = 1 — 8cos?® + Beos'd ’

mame== Formules d’Euler
M Propriété

© étant un nombre réel, n un nombre entier relatif : . ] . . _
e® = cosO + isinf ; e ®=cosO—isind ; e =cosnd+isinn® ; & = cosnB - isinnd.

On en déduit les formules suivantes.

Formulesid‘Eulerd®

Pour tout nombre réel 8, pour tout nnmlm: entier. relahf n, i P
o e®se® 5 e —g 5 en® 4 g-ind e o
sf=—— ;  sinf= ——— ; cosSMl=—m78M— : sinmf=——|
. 2 : & 2i (0 s 2 g i 20
m Exemple

I- TN e ——y N A b e s il i

6 étant un nombre reel- lmeansuns cns“ﬂ c’est al thre uxpnmnns'coﬁe' en t'u_n:-:tmﬁ de’ cnsuii et sﬁmﬂ

i étant unnumbmﬂntﬂr_rflahf il | SR ) . .’ |
Ona: cos@ = %. (e + o~ 19)
donc: Gos%0 = % (e® + o~ 85

'ﬁj-'g' [BEEE + 5&“85 L] + 1UEHIBE- 20 i 1032"09‘ kJt] + sefﬂﬂ—fﬂﬂ + e Elﬂ]

1 ((.5i0 st 310 aif =
55' (e + e 5% + 5(e¥ 4 g ]+ lﬂ'{Bm + @ EB] = 24 _{qggﬁ_ﬂ + 5c0s38 + 1060'53)

WE XErCICes Brrrosssmtmsss 2 st e

2.e 0 6tant un nombre réel, lindariser cosd et sin3g, 2 n
" ' e P "o : Emontrer de
En déduire une primitive sur R de chacune des J module 1 Eﬁaﬁﬁ#f ﬂnﬂr?zl:f;g?nmgféﬁner
fonctions fet g définies sur R par: Telati,
Sl =cos®x et glx) =sinir,

cosnf = —'[2" + -—] . sinn@ = L — 1),
2.f o étant bre réel, exprimer sin® 2t 7
- ' E}aﬁctlil;]nllligan:m?é : tas‘. %xpnmar i e Utiliser ces fnrmules pour linéariser chacune
en Io ‘.E.'ID. dESE’x o
En déduire une primitive sur R de la fonction f 5in%0 l;:es':::;;zg trigonomélriques suivante

définie sur B par : f{x] =sin*3xcos?x,
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-Résolution: d’equatlons- TR

i 1
= -l‘—-""-'—‘—-—--ﬁ.—_dd_u_ e i S -——-—-—-——'

—3.1.. Racines n¢ d’un nombre complexe

pemEm=s Définition
[ Exemple introductif 1

Utilisons la fnm{a’ﬁééi;@; ':eﬁ?ﬁ}n; 'E;fuﬁéﬁemﬁé;SH'}é:udm dans € l'equ‘mml
(EB) £=J3+i .

Eumparnns les. resu]tats obtenus. Que]la ‘conséquence peut-on entirer? . . 0 i

ki
e o et et e

s e Lo R e e R e S e S

Utilisation de la forme algébrigue + | Utilisation de la forme tmgonﬂmetrique
On pose : E=x+iy Forme trigonométrique de /3 + i et de I'inconnue 2
d'ol : Z-z‘—'_-l‘z—yz-l_-ﬂl:y:ﬁ&i 3+ = 2(cos& +zsm-—-]
|3|2‘”1—’f+l’|=2-.r3'+y’- z =r[c:usu'.+:smc¢]
Résoudre dans C l'équation’(E) revient & résoudre |Résoudre dans C 1'équation (E) revient donc a
dans R xR le systémef déterminer tous les nombres réels r et o tels que
i~ y? =3 F> 0 et © (coszor + Esin2é) = 2(cos4-+ isin)-
() {2+ y= [ 6 "o
L2xy=1 _ o
(Z) est équivalent au systéme : On obtient successivement ;
' T | 5 , ] rP=2et r>0 _
gl %40 2a=% +kom (k€2
()] 2= 52 - ) r={2 .
( 2xy =1 {a:%mw[k.ez}
or : {1 + {312 =2(2 + {3) ; (1 - {3)2 = 2(2 - 3). Les solutions de l'équation (E) sont les nombres
complexes z, de la forme !
Zy= J2lcos( 111—2 + ) + iSiﬂ(-l% + km)], [k € Z]
(E) a donc deux solutions opposées : z" et z". On obtient deux solutions opposées :
g iRl - B 7o = {2lcos( &)+ isin( 2]
g 1 + ‘F 1 -2"’3 i=—z' z,= ﬁicns( % + )+ Esinll: % + )] =—1z,
_ -3 '
On remarque que : LEJE:-D' : —-3-'__2—( >0 3 CDS[ 7z >0 5 3111[12) >0 ;
on en déduit que: z'=z, et z"=3z i
1+43 o 13
donc : cos( 13 = 'Tf“ et sin(gz)=——75— .

B Exemple mlruducuf 2
| Résn_lvnns'dans C l‘équatmn [E] zﬁ 4,@{-— T+ i]

Ramarquuns d'une part que D n’est pas su]utmn de I équahun (E), dautre parl. que la forme tl‘lgﬁnomé-
trique donne une résolution facile de cette équation, cé qui n'est pas le cas avec la forme algébrique.
Forme trigonométrique de 4,&(—- 1+ t} ef de l'inconnue
Ona: 4/2(-1+1) *B[cns—+ism4 )

z =r{cosa +isino) [r€ Ry et c€R]
d'ou : w8 =-r8(cos6a + i sinBet).
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Résolution dans C de Péquation (E} :
Résoudre dans C 'équation (E) revient donc & déterminer tous les nombres réels r et a tols que :

>0 et rP(cosbo + isinbo) = H[c‘us% + is__ing_-;! ¥
- : B=8etr>0 | =2
On obtient successivement : -' i { T in
ga=3T + kan [k € Z) a=g+kyg KEZ]

Les solutions de I"équation (E) sont donc les nombres complexes Z de la forme suivante :

- 7= f2lcos(E + KED) + isin(E + k2D [k € Z]
= Vérifier que ’équation (E) admet exactement six solutions 2, ;. %, Zg, £y 25 QUL CorRepOnLent fis.
pectivement aux valeurs 0;1;2;3 ;4 ;5 dek.
Représentation géométrique des solutions de (E}

Désignons par M, M,, M, M,, M,, M, les points-images des.

nombres :fomplexes Zigs- Eqr Ty Boia. By Zge

MES (OI, OM,) = % ;

MES (OM,, OM,) = m_x,
T

_—¥ — _3].,:_ %
MES (OM,, OM,) = ¥ = T ;etc.

Les points MG, M,, M,, M,, M,, M, sont les sommets d’un hexa-
gone régulier inscrit dans un cercle de centre 0 et de rayon f2.
" Definition :

~n étant un nombre entier naturel non nul et Z un nombre complexe,
_on appelle racine n® de Z tout nombre complexe z tel que : 2" = Z.

— WD S SR £ L = e e ]

mapmmm  Recherche des racines n'*™ d'un nombre complexe

n étant un nombre entier naturel non nul et Z un nombre complexe, rechercher les racines n*™¢ d'un
nombre complexe 7 revient 2 résoudre, dans C, 1'éguation (E) : z* = Z.

¢ Supposons Z = 0 ; 0 est alors ['unique solution de (E).

e Supposons Z #0 ;

Forme frigonométrique de Z et de I'inconnue z

Ona: Z=p(cosd+isinb) [p E Rietd ER] 2
z=r{cosa + ising) [rERietaeR]

d'on: 2" = r'{cosna + isinna),

Résolution dans C de I'équation (E)
Résoudre dans C l'équation (E) revient donc & déterminer tous les nombres réels r et o tels que
r> 0 et r(cosno + isinno) = p(cosB + isind) ;

m=petr>0 -r=n
on obtient successivement : { P { r ‘15

a=0+k2r k€7 ® la=B _, p2r
no = T [k € 7] a=2+k2 [k e 7]

Les solutions de I'équation (E) sont les nombres complexes 7, de la forme :

7, = Tp(cos(2 + k2E) + isin(S + k 2D) [k € 2,

Z

En donnant 4 k les valeurs 0, 1,2, ..,n-1,n,n+ 1, on vérifieque 1z =z
o L n+1

Zivea
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n étant un nombre entier naturel non nul,

* 0 est la seule racine n® de 0, .

* tout nombre complexe non nul de forme trigonométrique p(cosd + i sin6) admet n racines 7* qui sont
les différentes valeurs de ;

RJB(EDS(—- + kz._":) + isin[i + kz?ﬁ]) kefo 1,2 .., (n - 1)1

Le plan étant muni du repére orthonormé direct (0, 1, J), les points-images des n racines n? sont sur
le cercle (€) de centre O et de rayon "p.

-Lorsque n = 2, les points-images des deux racines carrées sont diamétralement opposés sur [‘El

- Lorsque n > 2, les points-images des n racines n® sont les sommets d’un polygone régulier de 7
cotés, inscrit dans e cercle ().

emmEmms Racines cubiques de l'unité

B Présantatiun

] Calculnns et mpmsentuns génmetnquemant las racmes culnques r.la 1 D 1.

On sait que 1 admet trois racines cubigques qui sont solutions de I équaunn lE] 7%= 1.
On vérifie que : |z| =1.

Formes trigonométriques de 1 et de I'inconnue z

Ona: 1=-cosD+isind :
z =coso + ising [0 € R].
d’oi : z3 = cos3a + isindo.

Résolution dans € de I'équation (E) 9
Les trois racines cubiques de 1 sont de la forme : z, = (c:os(i'c &l 4 isin(k <t “]) [k € {0, 1, 2]]

donc zﬂ—cusﬁ+ismo—1
. 21 21t ‘1 J_E 5
3 ~g Tty
? 3
% = 'cns‘;;: * xsm‘lg g 1J;

z —cus—+15m
[& “1IK1)
o1 note : .,_'é__'_,_\';é = \

Les racines cuhlques de 1 sont dnm: 1,4.J. (7
On vérifie que : J =j% el 1+f+F=0.

J

=

il

m Exemple

{Calculnnﬂ les ramnus cuhlques de 8i.

On venﬁe que : — 2{ est une racine cubique de 8i : (-— 21]*’ = Bi

oT : =8 & (_—_zzi')ﬂ‘
donec : z est une racine cubique de 8{ <« _‘; 7 est une racine cubique de 1.

Les racines cubiques de 8 sont donc : — 2 ;—2ixj ; — 2t %J.

WE KO CICOS B i s o s o e )

3.0 Résoudre dans C I'équation : z* = 1. E;g :i f T Eii s ii.zgi
3b Quel est le nombre complexe Z dont le carré
ast égﬂl 4 son inverse 7 3(.‘! Dﬁter_miner 135 recines qubiques dés mbmbres
complexes suivants :
3.c Déterminer les racines carrées des nombres (1) 1+1i (2) -—ai
complexes suivants : . (3 1-i3 (4) 7+ 2ai
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—3.2. Résolution de I'équation du second degré dans C

oEa== Etude du cas genernl

l Eln veul résumire :lans E l'équa!ion [E] du se:ﬁund dagre assnmé au polynﬁmﬂ P[Z];
P[z] az“ + bz +eos a[(z ton

iJ_‘l.El art+ br+c=0

‘a
o

- On calcule le discriminant A

- On calcule les solutions.

Plus généralement, on obtient les résultats consignés dans le tableau récapi

_ﬂe dmcrimmanm I
A=b*~4dac

Pour résoudre une équation du second degre dans C, on peut prnneder,mmme suit,

— On détermine les racines carrées de A suivant que Aest réal ol non,

jtulatif suivant :

TABLEAU RECAPITULATIF

AER AER Natum
A=0 A>0 A<O A#0 deA
; A admet une| A admet deux A admet deux A admet deux ey
seule racine| Tacines carrées racines carrées | racines carrées ca:r?:s |
- carrée Gpposées ; opposées : opposées : T 5
(e +bzac=0| O i | i i-efm | wi-8  |riniSal
(E) admet | (E) admet deux | (E]) admet deux (E) admet deux
a*l une solution| solutions ; ‘solutions.: solutions :
double : _ :
A=h%—ddc. HEH —_b'—_@ —b—i/—-A —b-3 Solutloug
~2a ~b+ /A -b+ij=-A —-bh+3d :
2a 2a 2a
e o Exemplas

,Resolvons dans C ch_acune dqs équatmns sujvantes :

A e O R e il

e Résolution dans C de I'équation (1)
Factorisation du premier membre
(1) Z*4+4=0
(z—2i)(z + 2 =0
Détermination des solufions
zl=2i;zz:-—2i
e Résolution dans C de 1'équation (2)
Calcul du discriminant A
A=3-—4i
Calcul des racines carrées du discriminant
Le discriminant est un nombre complexe non nul,
il admet donc deux racines carrées, solutions de

I'équation ; (E) 8 =3 ~4i

Onpose: &=x+iy [(x;y RxR]
d’ol : B =x—y?+2xy=3~-4i
or: [8%] =13 —4il =5=x%+y?

WExercices

3.d Résoudre dans C les équations suivantes :
(1) z¢-5z+9=0 (2) z2=2z~-2=0
(3) z2—-6z+8=0 (4) 2+iz+1+3i=0
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!.H'

{I}zzli--; 0 3 [2]zz+[2+3£]x 2[1 2i) = n|

Résoudre lequatwn (E) revmnt a rewudre dans

22—yt =3
R xR Ie systéme : (%) {xz +y*=5
2xy=—4
(Z) est équivalent au systéme:: (£ { =1
xy=-2

dQﬁ:I=2 Efy=-] r==2 ety=1.
Les deux racines carrées du discriminant sont :

2-1); -(2-2.
Calcul des solutions de I'équation (2)
g - —2+38])+(2-1)

) =—2i
—{2+383) (2~
z,= r.i (2 r'.]=ﬁ2_

o A R

3.6 Calculer (1 - i En déduire la factorisation de
224 21,

Résoudre danc C I'équation : 2% + 2i = 0.
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~——IB. Formules d'Euler et calcul trigonométrique

??ns le c?u:;s.‘ nous avons utilisé les formules d’Euler pour linéariser certaines expressions trigonome-
riques, ¢ est-a-dire Iransformer un produit du type cosPx sintx, (avec p et q éléments de N) en une
somme de termes du type : acosox ou bsinfx,

Ge TP a pour objectif de présenter des exemples d'utilisation des formules d’Euler & d’autres calculs tri-
gonometriques, - -

B Exercice commenté 1

— s S s - . ——
- - - — e e E————— S = & 4 - E - f ]

.nastun num'hre entig_r natm-gl Sﬂp_éri'eﬁr' 31,

On pose ;- _
i ;
s S =1+ ms%‘" +.ms%ﬂ o CDS(Z{n;'.l]ﬂ) :
' ' |
Vi . AR . (2(n—-1)n |
5) = sin g TS+t sm(—_._...n ) |
Wit _
(Calculer 5_ et 5.,
fie i

Les termes des sommes S, et S, suggérent de calculer I'expression S, + iS, pour faire apparaitre des
expressions du fype e~. '
; 2R 4an 2{n—1ln
Ona: S +iS =1+ "+ e T+ .. +ef
120
posons: g=e ™.
dott: 8§, +iS,=1+g+g*+..+gq™!
S +iS’ est la somme des n premiers termes d’une suite géoméirique (complexe] de premier terme 1 et
n R ¥ g

de raison q différent de 1. _

5 1 __qn - plm
donec: § +iS = = :

to1-¢ l—eiz#

=0.

Pour tout nombre entier naturel n supérieur & 1:

2n 47 2(n-1)x o
1+ c0s== +Cos- . -i—cus(—-—n ) 0

. . 4n . (2(n-1)n) _
ssziE + smﬂn— + e+ sm( = ) =0

Applicalion |
_ Examiner les résultats obtenus avec S, et 5, en donnant 4 n les valeurs 2, 3, 4, ...
En déduire des formules trigonométriques.

—Pourn= 5, : I _4n
on pourra exprimer les termes de la somme S, en fonction de cos% +cos= et conclure.

: _ _ . 28 . 4m
De méme, exprimer les termes de la somme S: en fonction de sing: +sing el conclure.
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Exercices commentés

O estun nombre réel élément de 10x|

L]

i

Déterminer le module et un argument de : i
i - '1
En déduire le Ilimdule el un argumentde: °
1 el : |

L_ o g :'“ 3 (-1 + ). i
P e o Y

On a vu que Ia mise en facteur de e? dans I'ex-
pression 1 - &' utilise les formules d’Euler.

Fuf:rnrisaﬁnn de 1 - e gt de 1 + oi®
Soit o un nombre réel,

i, ia lot io % _%
1—&‘“—ez(e 2 e?) =-2p2 x = _°
; 2i
fix i [1id %‘ -3
1‘1"3‘"'=BT(E_?+&T)=2E-2-X el +g 2
2
Par conséquent,
Four tout nombre réel o,
. ix
1-e =_2{eZ 3 e o
e 5 am(z) A
1+eic =202 a)
e x cns(z).
Celcul du module
] . o
Ona: [1-—g@| = |—2$1n(%)| x il x |e2] =2

|1+ e = | 2c0s( Q)| x %] = 2

Par conséquent,

1-e@
1 + gi®

=1 5 la-e®@+eig| =g,

Détermination d’un argument

arg(1 —e®) = arg[—Zsin(%)] + arg(i) + arg_(e%) +k2n

(k€ 7]
arg (1 + ei9) = arg[zcus(%—')] +-a:g(e!h§-) + k2n
k€ 2).

% estun élémentde J0; -5, on g -

3 n
arg[l—e‘“}=1t+f+%- +hx2n (ke Z]
arg(1 +e®) =0 + iz‘- +kx2n [ke 7],

Par conséquent,

arg{:l-—Bf"(]=:-g—t+%+k><2ﬂ ke z]

arg{l+e‘“]=%+kx2:t [k e 2]
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T e T e .
in est in nombre entier naturel supérieur 3
SrEshafac 5 [ E
'!On pose: y i
i Psn =1 + COSY + COSZY + ... h COSNX

:l 5:1= sinx + 8in2x + .., + sinnx
Factoriser S, etSl,

Calcul de S, + iS, .

Ona: S, +iS =1+e"“+e® 4+, 4 g

i ez 1 & x# kan [k € 7]
1-—-8“’1-‘-1]’[

d’of : sn+isi'll= 1 = pi*

Pour déterminer la valeur de S, et celle de S & par-

1 _Ez',['n+1,lt

tir de cette égalité, il faut écrire o

forme algébrique.
- Une premiére méthode consiste g multiplier
numeérateur et dénominateur de ce quotient par le
conjugué du dénominateur. *
Ici cette méthode parait fastidieuse !

- Une deuxiéme méthode consiste & factoriser
directement le numérateur et le dénominateur de

ce quotient puis & procéder & une simplification
d'écriturs,

S0Ug

Simplification d’écriture de 5, +1i8!

On obtient :
iﬂ‘!; — ol intl
S’ [ all € 2 (E ? — e i )
R TS, = = '
ey Ix i
i e
' —i’“ix gl
e o 27 *
. e 21
=8 x %
21 S
et —p 2
; n+1)
sm( x
= nEy | . .
= (.CGS{.-Z—] +i sm[%]) X <
s X
si (—-—)
23

Conclusion

Pour tout nombre en
pour tout nombre ¢

tier naturel n supérieur i 1,
€el x différent de k2x [k € Z),
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ombre complexe -
Forme algébrique

Somme — produit

1 Ecrire sous forme algébrique les nombres com-
plexes ci-dessous :

(1 -9@B+1 " (2)

_ (4 + 30)(2 - 5i)
(3) 3i5-2i) (4) -

2+

2 Donner la forme algébrique de chacun des
nombres suivants : -
1 z+z2 (2) z—z
(3) 4z2-32' (4) =z’
sachantque:z=2-5i etz'=—- 3 + 4i.

3 Ecrire sous forme algébrique chacun des
nombres complexes définis ci-dessous :

z,=(2+83))1+1) %=U%—mu+ﬂ
z, = (2—5i) -zgz(;%i—-?:][i—zﬂ
Zy= {531 Zy= (- 20 + (3 4+ 4)
Zye= 2+1+2f2-30

Z,= (1+3)+(2-1)

z,=(3 +4i)(3 - 4i)
7y = (1— )5 + BO)(1—1)

z,=(4 +3i)3 Zi,= (5-1i) (7 + 41)
g S—-i 5+
4 On donne z, = 3——+ el. 5 =3 _a"

Vérifier que z, + z, estréel ot 2, — z, est imaginaire pur.
Module - conjugué

B Délerminer le module de chacun des nombres:
complexes définis ci-dessous.
1) 1-3& (2] 3+4i
(8) 1-5i (6) 3+4i

(3) 1-7i

(4} 5+ 3i
(7) —1+i2

6 Dans chacun des cas suivants, déterminer, puis
construire, 'ensemble des points M d’affixe z vérifiant ;
1 |z=-2l=|_z+£| (2) |iz+3]=-|z.+'4+i|

(@) ]E+%i|=3 @) |1+iz] =2

T Pour chacun des nombrés complexes suivanls,
déterminer le module et le conjugué. -
(1) (2 + §8)(/3 + i[B)/2 + i[B)

1+ 3-2i
(2) 13 (3

2-3i
P

Inverse — Quotient

{2 —23i)(3 + 4i)
(6 +4i)(15 - 8i)

(4)

ExercicesZ~Z

. 10 Ecrire sous forme algébrique les nombres
complexes ci-dessous :

1+ 2+ 3L
2 T (2-30)
[1]1-':'. [2]5+3E[ '

11 On donne z, =2-3i et 7, =5+ 1 Shogen

Ecrire sous forme algébrique les nombres. comp. zex 1.
fs Z iy~

R

1

12 fcrire sous forme algébrique chacun des
nombres complexes donnés :

8i—1 —ni_ 8
21=2—_—-3-—i Zz-—-'zl- -f )

1+ he i B
3:-=(ﬂ) L =g 43 341

Nombre complexe el représentetion géométrique

13 Le plan est muni du repére orthonormé direct
(0,1, J). A est le point d’affixe z, et OAB gst un triangle
isocéle de sommet O, tel que:

mes[ﬁﬁ, CTﬁ} =0+ k2m, [kE Zl.
Faire la figure et déterminer l'affixe de B dans chacun
des cas suivants
1) z,=3+2i 8= ?’EE
13n

[3] ZA =.4.i—5, 8= T

¥ 18 On considere les points A, B et C d'affixes
délinies ci-dessous :
Zy=1+1, zz=2-1 el z=2-2i
Déterminer 1'affixe du point D tel que ABCD soit un
parallélogramme,

it
{2’) 3A=5r B:-—?

_7n
{4] ZA_-=1 —i, 8= E’

% 15 On considere les points A, B et C de coordon-
nées respectives (1:—3),(4:5) et (-3; 2).
1. Quelles)s,uni;_ les “E_l_lf'ﬁxes des points A, B et C et des
vecteurs AB, AC et BC.-
2. On définit les poinls D et E par;
— —¥ o — —
AD=2AB+ AC ot 3BE=BC.
Déterminer I'affixe de chacun des points D et E.
3. Démontrer que A, D et E sont, alignés.

16 1. Dans le plan complexe, placer les points A,
B, C et D d'afflixes définies ci-dessous ;

3 .
zh=-é—i. zﬂ=2+%:. zc=1—-3—-'i. zn=—1—-j'2—i.
2. Déterminer la nature du quadrilatére ABCD,

17 Déterminer 'ensemble des pdints M du plan
complexe d’affixe z pour que :
(1) z-2eR

_ @ Z*%,sem

Z—1i

~3€ER (4)

z+7-1= |z|
'z =|z]t-1 (8)
Les points d'affixes i, z et

®) |z-2| = |4-3il

lzlt+24+7% =8,
sont alignés.

z-12
(9) s
|3 —&i| 3
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Forme trigonométrique -
notation exponentielle
Argument

18 Déterminer un argument de chacun des
nombres complexes définis par ;

=1+ Ty d
By = ‘I'-E_-;\J@ Z4=l-+.i§

.
z;= (2 - 2{)(1—i)

zﬁ=i['ﬁ§_’ 5&]

~ 19 Déterminer un argument de chacun des
nombres complexes définis par ; S

24 I+ ‘-_1_'_,:‘5
¥ 2i 2% 131
1+1i

.20 @ est un nombre réel tel que 0<a< L,
onne le nombre complexe X défini par :
X = sin2a - 2isin%a.
1. Déterminer le module de X.
2. Déterminer un argument de X si possible.

On

Forme trigonométrigue

21 Ecrire sous la forme trigonométrique los
nombres complexes suivants et représenter dans le
plan complexe les points images.

(1) -4 +ai (2) 1-4/3 (3) ~3-1f3
(4) —7i—10 (5) 1+1 (6) 2-J/3—i
(D Q-9+ (8) (3+1°

22 Ondonnez=(1+ i)(1 — i/3). Calculer =.
crire sous forme trigonométrique chacun des nombres
complexes suivants : 1-ifa

W 1+3+i1-/3) @ 5=
23 On donne z =1 + i3. Calculer 219,

-\ 24 Déterminer le module et un argument des

nombres complexes z,, %,, z définie par :

B+ 2
z'1_=h"r_ H 3'2=‘1—i H Z::ﬂ.
2 z,
En déduire les valeurs exactes de cos,_'{-—g et sin;‘% .

25 Onpose:a=2(1+i), b=3+1i c=alb
1. Déterminer le module et un argument pour chacun
des nombres complexes a et b.
En déduire le module et un argument dec.
2. Déduire des questions précédentes les valeurs de

cus"til?“ et sin%. s
D'aprés BAC D Maur 98
26 On donne les deux nombres complexes défi-
nis c1-dessm.;s :=—1—:' o =l+i@
1 Tz 2°

Z,
1. Ecrire z—l sous forme algébrique,

2 z
2. En déduire le module et un argument de z—‘ :

: 2
3. Déduire des questions précédentes les valeurs exactes
11w PR 4

de cost- etﬁmﬁ.
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Forme exponentielle

27 Fcrire sous f}nm:_le a.xponentielln' chacyp des
nombres complexes définis ci-dessous :
z,=5—51 z,=2+2if3
1 _ b
Zy= (ﬁ +i)~1+43) z,=(—1-1i

28 On donne z = 3 + i
ficrire z sous forme exponentielle,

En déduire 2 9%,

29 On considére les nombres complexes: 7,2, 8
2, définis ci-dessous .
'2'1=--ﬁ. Zz=1+!: et 33=1-.;"‘
1. Déterminer un nombre réel © tel que z, = e’z ,
Interpréter géomélriquement ce résultat.

2. a) Calculer z, — 7, 8Lz, —z, en fonction de Z, ot g,

b) Donner le module et un argument du nombre rée] x
2, —2
défini par: X= 2_1

.ZSL—Zl

Nombre complexe et trigopnométrie

30 Fcrire f(x) sous forme de produit dans chacun
des cas suivants :
(1) flx} = sin®2x — 5in?3x -
(2) J(x) = costlx - B} — cos?(2x + )
(3) [flx) = coste — sin?4x.
3x

(4) f(x}=1-cos3x+ 2siny-

(5] flx) = cosx + cos2x + cosdx + cosdx
(6) Slx) = sinx — sinZx + sin3x — sindx.

31 Linéariser chacune des expressions suivantes :
(1) costx (2) sin®x (3) cosi2x

(4) sin*-';—- (5) cos’x+sin®x  (6) cosxsindx

32 Développer : (cosx +1sinx)?,

En déduire les expressions de cos3x en fonction de
cosx et sinx,

_ 33 Calculer en fonction de sime et cosr pour tout
nombre réel-x :

(1) cos4x (2) sin7x {3) sinax (4) cosbx

Résolution d'équations

34 Quel est le n

ombre complexe dont le carré est
égal & son inversa 7

35 1. Vérifier que (1 + §)°
2. Résoudre dans C leg
(1) 2iz-83=44
(2) 3zlz+ ) =—iz
(3) 32-5 + 2z = 2i— 3z + 44z
(4) - (1 + 5i)z + lz~1)(i—2)—2=8z—1

est un nombre réel.
&quations suivantes :

36 Résoudre dans
vantes ;

(1) —22+4z-53=p

C chacune des équations sui-

(2) 22-(1+/2)z+2=0
37 Résuud{&-, dans I'ensemble des nombres com-

plexes, les équations suivantes d’inconnue z :

(1) 2::::‘—_14 2) z—2i=2-3i

(B) -22+iz=3 4) (3z+DE-1+2i)=0



A .
38 On considere I"équation ;
a5 tI_[EI'_ (6 +13;}'zz +1(21 + 190z —26(1 + i) = 0
montrer que 'équatic P
tion réelle. quation {E) admet une unique solu-
Résoudre I'équation (E).

~ x .
3910n l::unfsi-dgq_ra dans C I'équation :
(E) 2°-4iz°~ (6 + i)z +3i—1=0,
QéMOHtFEI que 1 équation (E) admet une solution ima-
ginaire pure. Soit z, cette solution, '
Résoudre I"équaticn (E).

80 a est un élément de [0 ; 7).
1. Résoudre dans C I'éguation :
(E) 2*— 2zsin%a +sin%a= 0,
2. Préciser le module el un argument (lor "'l axis-
te) des solutions de (E). P

. 41 1. Déterminer, sous forme algébrique, les solu-
tions dans € de l'équation : (E) 22+ z+1=0.

2. On notej la solution de (E) dont la partie imaginaire

est positive. Vérifier que ;2= —j—1.
3. Vérifier que j* =J_'=3:.l_ etque = 1.

A2 a un réel appartenant a [~ r ; n.
1. Résoudre dans ‘G I'équation : z% — 4zsina + 4 = 0.
Désignons par 2, et z, les deux solutions de cette équa-
tion. Calculer le module et un argument de chacune
d'elles.
2. Calculer: 8= % + -;— et S’ =z}+z;
k8 Bac D, Poitiers 1981

13 On considere 1'équation :
(E) z* + Oiz? + 2(6i — 11)z — 3(4i + 12) = 0.
1. Démonter que I'équation (E) admet une solution réal-
le z, et une solution imaginaire pure z,.
2. Résoudre dans C 1'équation (E) (on notera z, la trai-
sieme solution). ;

3. Démontrer que les points images des solutions de

I'6quation (E) sont alignés.

! ) )
44 On donne les nombres complexes z et u défi-

nis par:
z=—B3+81
u=(6—{2)+i(6+2. _ ‘
1. Ecrire le nombre complexe z sous forme trigonomé-
trique. _
Déterminer les racines carrées de z sous la
nométrique.
2. Calouler u? i . .
Utiliser ce résultat pour exprimer les racines carrées de
z sous leur forme algébrique. b R
En déduire la valeur exacte de cosgz et de sinis .

forme trigo-

5 Résoudre dans C I"équation suivante !
z— 32 z-—S.I)_ o
'(z+z) +B(z_+z 1Ak
2—31 .y on résoudra - Z¢ + 6Z—-13 =0
z+2
6 Résoudre alors dans C 1'équation :
-1\ (z-1\? (z—l') i
(z+1) _2(2-1-1) *lz71) 2=

{On posera Z =

87 On considére 1'équation :
(E) 2 - [22° - 4/22 = 16,

1, Déterminer deux nombres réels a et b tels que pour

tout nombre complexe £,

Ao 23 -af2z—16=(F + 47+ a2 b).
2. En déduire 'ensemble des solutions dans € del'équa-
lion (E).

A8 Résoudre dans C les systémes suivants :

2 e 1
22y~ 2z =1 (2] {mi g R
(1) {.— 2z, + 31z, = 17

22, + 2, = 23
19 Résoudra dans C chacun des-sjrs_té_mes_suivantszr

P =3
212'-2 =17 Zzizz -
(1) { I, tI,=2 (3) §1 = E{_E

z, z

Z,+Z=1 1, T8
(2) { ' 37
% 4

PROBLEMES

50 On considére une suite géométrigque de
nombres réels dont le premier terme est 1 et Ia raison
estq(g=1).

1. Calculer la somme 1 +.q + ¢* +° + q.
2. a) z étant un nombre complexe différent de 1, calcu-
ler Ja somme Z =1 + Z+ 25+ 2 + '
b} On suppose dans cette question que :

RS cusz?ﬁ' + isinz?ﬂ.
Déduire les valeurs de :

X = cos2® + cos2E + -::_:jss-'i-ﬁE + cos-ﬁs'E

5 5
et
— in2E 4 62T 45inBT + sinBE
,Y-sma +sing- +sing +sn+.
51 Calowler: S=1+i+ %+ +i'%
et S =1— i+ B g+ (1

B® On considére le nombre complexe :
2= (3 +1)+i(3-1)
1. Détermiiner le module el un argument de 2
En déduire le module et un argument de 2.
2. Déduire de ce gui précéde les valeurs exactes de
cus% et 'sin% ;
3. Résoudre dans R 1'équation :
(E) (43 + 1)cosx + ({3 — 1)sinx = 2.

Placer les points images des solutions sur le cercle. tri-
gonométrique.

53 On considére le nombre complexe z défini par :
- 1+
’ ]3 ot
Calculer de deux Facons différentes z.
n

En déduire les valeurs exactes de cnsi\% et Si“{‘g‘ .

54 1. On donne les poinis B et C d’affixes défi-

nies ci-dessous.
,=2+2if3 et zg=2-2i5.
Vérifier que B et Cappartiennent au cercle de centre O
et de rayon 4.
2. On considére le point Azd’afﬁxa définie par :
_ AT Iy

Calculer z,, =T o
3. Déterminer la nature du triangle ABC.

Nombres complexes 227



55 z est un nombre complexe différent de 1.
1. Calculer le nombre complexe Z défini par :

Z=l+z+z2 420430
2. On supposa maintenant que ;

- 2_.1.: '-gE
z—cuss +ism5.

Déduire les valeurs des nombres ci-dessous :

i AT B 8n
X COST" + COST + 0SS + COS
; by o < 4 T . B
Y =sin=> i = =k

5 +.8 s +$il:l_5 +51n5

56 Déterminer la partie réelle et la partia imagi-
naire des nombres complexes ci-dessous :

al (1+if3)" B) (11— (/3-3i).
o (G2 @ (&Y

— 23 1+1i

57 1. Résoudre dans C V'équation : 22 —2Z = 0.
2. Le plan étant rapporié au repére orthonormé {0, L Jh
O, A, B, C sont les images des solutions cbtenues.
Représenter O, A, B, C el montrer que A, B, C sont
situés sur un cercle,

I¥Yaprés Bac
58 On considere le nombre complexe a défini par :
a= —-zg'-{t:ns-} + sin-g-] = % (1+1i)

1. Déterminer le module du nombre complexe a —1.
2. On considére la suite (z) définie par
Z; =1, et pour tout nombre entier n strictement supé-
rieur 3 0, z, = a™
On désigne par M, le point d'affixe z_.
Placer dans le plan complexe les points My, M,, M, M;,
M4, M,, Mg, M, (unité : 5 cm).
3. Pour tout nombre entier n supérieur on égal 2 1, on
considérs la suite (u) définie par:

n, = |zﬂ —Zp -

Vérifier que : u_= |a|™ |a-1].

Démontrer que la suite (u) de terme général 1, est une
suite géométrique dont on préciserd le premier terme u;
ot la raison.

4. o} Calculer la somme u; + u, + ... + u_ notéa § .

59 1. Vérifier que (1 + )2 =21
Résoudre dans C1'éguation 2%= 24,
2. Déterminer IGFS les suites géométriques (u) telles
que : u, = %HTS et ==,3+L
On considére celle de ces suites dont la raison a une
partie réelle positive. Calculer u,, donner son module,

un arguments et sa forme algébrique.
60 1. Linéariser ; 5in®36 cos?8.

X
2, Caloler : j ¥ 5in230 cos?0d0.
o D'aprés Bac

61 1. ¢) Résoudre dans C |'équation :
22 -2z +4=0.
On désigne par 2, la solution de partie imaginaire posi-
tive et par z, I'sutre solution.

098 Nombres complexes

b] Donner un argument at:_lq_ module da chacupg des
solutions Z; &t Zz puis: dexire cas deu Nombres soy,

forme algébriqué: . .
E{T .{;r} Placer dans le Plﬂ]‘l cnmplaxa les points '-AI B, A i

s Araffixes respEﬂlivE's : . .
2 'I_.+ iﬁ, 'l-fﬁ._ “'24'_211!'% ot —2~2if3
' uadrilatére AA'R'S
torminer la nature du qua :
g}] IEIfmtrer que le triangle AIIM? est rectangle et qu] o
gst de méme du triangle BB'A.

62 1. Le polyndme P est tel que : pour tout z,
Pla) =27 + [~ 9+ 4/8)8% + (43— 24/3)2 - 75 4 353,

ifier que : P(3)=0. . ,
g; ggf;mn'm:nqer les nombres réels a et f tels que ;

tout zde € : Plz) = (= _-'3}(3:2 + 0z + B).
c?;;snu&r'a dans C 'équation P(z) = 0.
2. On désigne par U, V et W l_es points du plan com.
plexe d'affixes définies respectivement par :
U=g-2/a+2l, V=3 —zﬁ_g.-IW=3__
a) Déterminer le module et un argument du nombyg

U iy
complexe Tow"

b) En déduire la nature du triangle UVW.

63 On considére la fonction polynéme P de
dans C définie par :
PI:Z] =z"—423.+.922—4£+ 8.
1, Comparer P(Z) et Plz), Z étant le conjugué dez et
P(z) le conjugué de P(z).
Calculer P(i).
En déduire une; puis deux solutions de 1'éguation :
(E) P(z] =0.
2. Mettre P(z) sous la forme dun produit de deux poly-
noémes dusecond degré a coefficient réels.
Résoudre dans C 1'équation (E).
Calculer Ia somme et le produit des solutions de 1'équa-
tion (E).
D’aprés Bac

64 Déterminer les nombres complexes z tels que
les points A, A’ et A" d'alfixes respectives z, % etz-1
-soient sur un méme cercle de centre D.

65 z est un nombre. complexe différent de 1. On

considére le nombre complexe Z défini par : '
-2
C2z-1"
1. o) Déterminer la partie réelle X et la partie imaginai-
re Y du nombre compléxe Z en fonction de la partie
réelle x et de et la partie imaginaire y du nombre com-
plexe z.
b) Dans le plan complexe, construire 'ensemble des
points M d'affixe z tels que :
Z soit un nombre réel ;
) Z 501t un nombre imaginaire pur.

2. a) Démentrer que, si le module de z est égal 4 1, alors
les modules des nombres z — 2 ot 2z — 1 sont EgatLx.
b) Dans 1a suite on suppose que le module de z ost égal
4 1. Bet ¢ désignent argument respectifs de z et Z.
Calculer cospet sing en fonction de cosg et sind,



Nombres complexes
et géométrie

Ce beau tableau d'Escher présente I'envol d'oiseaux blancs et
d'oiseaux noirs issus, por des transformations successives, de car-
rés blancs et de carrés noirs.

Ces transformations du plan peuvent-elles étre assaciées a des
bijections dans 'ensemble € des nombres complexes 2

Sema PSS S =S e N LR T

1. Nombres complexes et configurations du plan .......

2. Nombres complexes et transfonnations du plan ..... 232
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Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, 1, ])

—1.1.. Vecteurs du plan — Angle orienté de vecteurs

mEmmmm Vecteurs du plan
® AetB sont deux points du plan.

. e - .
Les points A et B sont repérés par : Le vecteur AB est repéré par :
— leurs coordonnées ; by s y,) s (xg s 1g) — ses coordonnées : (xp —x, ; ¥y~ Ya)
= leurs affixes : z, ; z, ~ son affixe : z
deplusona: AB=|AB|= |z i donc ! Zg =2y =2y AB =z~ | |
° Aet B étant deux points duplan, _, _,
il existe un unique point M tel que : AB = OM L et ,B
— — - : : +

donc : [ﬁ,ﬂ_ﬁ] = {ﬁi,ﬁﬁ] 4 R ; —ﬁﬂ/ri \

mes(ﬁi,gﬁ] = mes[ﬁ,ﬁﬂl] + k2 [k € Z] It 5 M ;

= arg(z,,) + k2n [k € Z] . |

or: Zy :ZGM =Z= O I JEA .fa
donc : mgs__[ﬁi,ﬁﬁ] ,-;.ar_g.{zﬁj:shkzn [kEZ] | mes{ﬁ’f,ﬁ_ﬁ} = arg(z, - z,)+k2n (keZ] |

mmmemmm  Angle orienté de vecteurs

A, B, C, D sont quatre points du plan. D
Ona:  (AB,GP) - (OLCD)- (GL.AH) / \4—
donc: mes [ﬁ_ﬁ.éﬁ] = mes(ﬁ’l-,ﬂ_ﬁ] —mes_[flﬁ] +kor (ke 7] Jt C’ | B
= arg(zs) — arglzgg) + k2n [k € 2] A "/
. _ _ O |
donc: | mes(AB,CD) = 'ﬁg% + k2 (k€ Z) mgs(A;BTEﬁj =arg z:::i +kom [kE =-z]J

Exemple

i e
T B P g e

B AL

A7) G D dtant des)

e TSl ST -_\-_-’_‘7-"’ 17’:.‘“’_‘!._..“\« i T e e SRR o i |
oints diaffixes respectives: 3+2i '; 341 3 —2i 5 13 |

=

calculons mes(AB,CD).
Ona: B _%~% Ee o donc: mes(AR,CD) = arg(1 —i) + k2 (KEZ
z Z. —-Z -1 '
A .
b . =-F+ken kel
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1.2, Quelques configurations de base

W Egalité de vecteurs
A, B, G, D étant des points du plan,
g i

AB = €D
= =] ZE'-Z.A =‘z]']__zc

B A

/A, B, C, D étant des points d'affixes resp
—y3+3i32ii-i; 3 21 o

| Démontrons que ABCD est un parallélogramime.

Ona: z===

= Zp—2a =20~ (= B +3) = 3
Za=tn—Z=(B-20)— (~i) = 3 -1
dong ; Z =g

— —_
doi: AB = DC.

B Alignement de trois points

e
B_‘ =~
! A" \+
ol |
Trois points o
d;stﬁmcés & mes(AB,AC) = kr [k € Z)
sont alignés -
& arg —— =kn [k €Z]
' Zih .
[Trois points distincts] _, 26 7% g
| A, B, Csont alignés Zg —Zp

ectives| A, B, C

W Egalité de distances
A, B, C, D élant des points du plan,

AB=CD ¢ |z3=l%l _
AB=CD & lg-z)=lnp—7d I

Exemple

P e — -

étant/ des ‘points daffixes respectives.
'_i; 141 ; 1-3i démontronsquele triangle,
| 1 ABC est isocele en A, % e

Ona: AB =|Zn‘zn| =1+ 2,i[= Jg
AC=|zo -z, =1 —2i =5
done: |zy ~z,| = l7p — 2|

d’'on: AB=CD.

B Orthogonalité de deux droites

®]

e —

—¥

(AB) L(CD) ¢ mes(AB,CD) =5+ ken [k € Z]

&

& arg ='-12£-+k2n ke € Z]

T

&

Zp— I

(AB)L(CD) & EiR*

Exemple
Z3-i ; 2+3i ; —10-13i démontrons que
les points A, B, Csont alignés.,

e A BT R ek -3
Ona: -_zn‘ﬁ Z, -2, 3+ 4i

WE XETCICeS B A aams s o A R o o A

l.a Le plan est muni du repére (O, L, J). On consi-
dore deux poi
1+iet—1+E/3,

Déterminer L'ensemhle des points M d’affixe
z,, tel que les points A, B; M soient alignés.

1.b

Le plan est muni du repére (O, 1. J). On consi-
dere deux peints A et B d'affixes respectives
1+2ietd+5iL

A, B, C étant des points d'affixes respectives
| [(AB) et (CD) sont perpendiculaires.

?Ls A et B d'affixes respectives

B
[A, B, C étant des points d'affixes respectives|
[—1-i 5 4+i ; -24+1,5i; démonirons que |

"
i
i
i
i
rl

I F,

TERSCIRE Dl e S
b Z.—2Z _ :
Ofigs S =8 A o ;*'i._ﬁ . 1;%5 ;
zﬂl zB_zjq_ + &t

Déterminer P'affixe z, du point C tel que le tri-
-angle ABC soit rectangle isoctle en A.

l.c A, B, C étant des points daffixes respectives
-3 +i;—y3-1; 2i, démontrons que A,B,C

sont sur le cercle de centre O et de rayon 2,
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‘Nombres-complexes————=-rmrm

s ST i b X e
.I'.-_ - -
P

Eg;;ftrgnsfgrmatlensvdu plan AT

Le plan est muni du repére orthonormé direct (O, 1, J).

—2.1.. Transformations élémentaires du plan

mmmmmm Transformations du plan et bijection de C
On sait que I'application de @ dans C qui & un point fait correspondre son

P . 2
affixe est une bijection. M(z}rj—"-"w(z 3
On en déduit les schémas ci-contre et le vocabulaire suivant. [ I
!ocabulaire 2 _f L
On dit que la transformation F: -2 . ¢ .
Miz) - M'(2")
a pour bijections complexe associée [: C-C
/ Zr z
ou'_ .
a pour écriture complexe z' = f(z)

pmaEmmmm Transformations élémentaires du plan
B Symétries
Par simple lecture du graphique ci-conire, M et M" sont des points d’affixes -2 Mz)
respectives z et z'sur lequel on obtient les résultats suivants : zommmms gl s

La symétrie d’axe (OI) a pour écriture complexe: 2’=7 : ;O 5:‘_ i E

La symétrie de centre O a pour écriture complexe : 2’ =—z b T

La symétrie d'axe (U]] a pour éﬁ:rii‘ll.l‘ﬁi.bﬁﬁi_pléxe T e F p(t ;) --------------- N? )
H Translation o
L est la translation de vecteur u d'affixe b. Mz
M et M' sont des points du plan d’affixes respectives z et 2", M(z) s
Ona:M =t,(M) & MM =%, A

: ] NPT ()
La translation de vecteur = d’affixe b a pour écriture complexe : 2' =z + b I L
|

Exemples ; H

La translation de vecteur ¥ d'affixe —2 +ia pour écriture complexa 2=z-2+1i
z' = z + 3 — 2i est I'écriture complexe de la translalion de vecteur ¢’ d'affixe 3 - 2i.

H Rotation de centre O R

riog ©st la rotation de centre O et d'angle orienté 8. M'(?}
M et M’ sont des points du plan d’affixes respectives z et z’, '
—Ona:rge(0)=0 A -
— Supposons M# O (z #0) : -

S—— arg(z)
Ona: M= rm-.m[Ml & OM' =0M et mBS[D_Iﬁ. Dﬁ'] =0+ k2 [k e 7] O [
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