drﬂﬁ 3 M = rl;D!B:'[M} —3 |Z! = |z.’| eti arg[z,] —arg(z}: 0+ kZﬂ: [k EZ]

@ |z =z el arg(z’) = arglz) + 8 + k2n [k E Z]
< z'=(cosh + ising)z

La rotation de centre O et d’angle orienté § a pour écriture complexe z’ = 0.

Exemples

La rotation de centre O et d’angls orienté de mesure %'a pour écriture complexe :

it -
z'=edz ogn 'z*=%—{1+ﬁﬂz.
H Homothétie de centre O
hyg . B8t I'homothétie de centre Q et de rapport o.. .
M et M" sont dﬁs Ponlts du Plﬂﬂ dlﬂEﬁXES ms’Pectives'z e'_ z.’_ M(Z)
Ona: M =hg (M) < OM =aOM M=)

L’homothétie de centre O et de rapport o a pour notation t:bmplex'ﬂ z' = az. :

Exemples

* L'homothétie de centre O et de rapport 0,5 a pour écriture complexe : z’ = 0,52,
¢ z’' = — 2z est 'écriture complexe de 'homothétie de centre O et de rapport — 2.

Tableau récapitulatif

TRy 3 A S R T s jjection complexe
Transformation du plan |  Caractérisation géométrique / Ecriture complexe, Bijee mnmep

Translation de vecteur u(b)

o i
M =t,(M) & OM' =4
%@ M =tz(M) & z=z+h =

0

Rotation de centre O —On a1 1ge(Q) = 0
et d'angle orienté 6 -I.;I Pour M ;&? OM' = OM' | 1o
F— Tin & M = { =1 . @
L 03 mes(D_h.’-fi. OM)=0+k2r [k € Z] R
[~ J-5== -

M'=rogM) & z'=e®z

Homothétie de centre O : — —
et de rapport o M =hg M) & OM' = otDM

] . ’ M' = h[@m(M] = 2 =0z l
=

Iél

R
m
=

w2 xercices B A R R

2.0 le plan est muni du repere (O, 1, 1).

2b  Leplan est muni du repére (O, 1, ).
On donne un vecteur & d'affixe 1 + i, A est un

point d'affixe 2 — 3i et M un point d'affixe z.

Construire les points I', ', A’ et M' images res-
pectives des points 1, J, A et M par la transla-
tion de vecteur .

Déterminer par le calcul I'affixe de chacun des
points ', J', A' et M’

On donne un point A d'affixe (~3-f)etMun
point d'affixe z.

Construire les points I', J', A’ et M"images res-
pectives des points I, J, A et M par la rotation r
de centra O et d'angle orienté de mesure prin-
cipale 2.

Déterminer par le calcul I'affixe de chacun des
points I', ', A' et M,
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—2.2, Transformations usuelles du plan

Emmmmm Composées de fransformations du plan et bijections complexes
On démontre et nous admettens la propriété suivante : '

Si f et g sont des bijections complexes assocides respectivement aux transformations du plan F et G,
alors fog est la bijection complexe associée a la transformation du plan FeG.

Exemple 4

[rest une rotation d'angle orientd de mesnre % ef d centre le point A daffiXe 25, . [ |
h une homothétie de rapport - 2 et de centre le point B d'affixe~i,  © 0 0
{Désignons par F'la transformation hor du plan. Déterminons la bijection complexe fassociée a F. | |

*® Désignons par f,, £, et fles bijections complexes associées respectivement a r, h et F.
Soit z un nombre complexe.

Ona: flz]= 'el%z +b, et fillzi)=2i (1)
flz)==2z+b, et f{-i)=—i (2)
=kt (3]

Des égalités (1) on obtient : b, =.J'§ + (2 -2)i;

des égalités (2) on obtient : b,=-3i;

et de I'égalité (3) on obtient : f] (2) = - Zei%z —2{2 + (2{2 - M.

* Conclusion

La bijection complexe fassociée & la composée d'une homothétie et d’une rotation est définie par :
flz)=az+Db [aeC* et beC).

Exemple 2
D M 0 e M O P PR WD S SO St 2 et o pmpr  = G
' Déterminons la transformation F du plan associée 4 la bijection complexe J définie par :

Eg P f@=0+i@z+3-i

PR
® La bijection complexe f est définie par: fiz)=2e 3z +3 -1

Schéma de calcul de f(z) Schéma de F Représentation géométrique

i
fz)=20 ¥z+3—1i F=t, drid%}”hlo.zl' avec u(3 -1i)
s Conclusion

La transformation F du plan associée  la bijection complexe f défi

d'une translation, d'une rotation de centre O et d’une homothétie porjlz) =az+.b estla s il

de centre O,
Exemple 3
15l A o s P s T S P G S oo 1 e
|Tio,% est une rotation de centre O et d'angle orients de mesure . A, estuns homethétie de contre

O et de rapport 1,5 ; t,, est une translation de vecteur i d'affixe — 1 + .
| Déterminons Ia bijection complexe flassociée a £, BT

[ s
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igne par I la tr i :
On désigne p ansformation du plan tit“'h[nu.s]"{n. 2y

Schéma de F Schéma de calcul de f(2) Représentation géométrique

J

o T
e
o

! =
F=ty °h{o;1.s1°rtc,.g1 flz2)=15e ®z=1+1i

La bijection complexe f associée & Loy uh[D'LE-}or{Cl LJ'EST- de 1a forme f(z) = az + b, [a € C* et beC]
. i h P.E

emme==m Rotafions de centre quelconque

M Bijection complexe associée 4 une rotation de centre quelconque o

8 étant un nombre réel et © un nombre complexe; pour déterminer la bijection complexe f HEI g‘m 4
rotation d’angle orienté de mesure et de centre le point Q d'affixe o, on peut traduire a I'aide de bijec-
tions complexes la décomposition de cette rotation.

On sait que toute rotation d'angle orienté Bestla composée d'une translation et d’une rotation de centre
O et d’angle orienté 6 (et réciproquement), d’ol la proposition suivante :

6 est un nombre réel et @ un nombre complexe. La bijection complexe f associée i la rotation d'angle
orienté @ et de centre le point Q d'affixe o est de la forme :
f 1 g+ 6% + b, avec fw) = 0.

Décomposition de 7, Schéma de calcul de f(2)
=
o
.

Twm = bz © Tos = o)

oty flz) = €z + b, avec f(v) = 0

. E_xemplﬂs' T T i ) ‘Déterminons la transformation ¥ du plan asso-,
irinétqminnn?r-lﬂ'-biiecﬁmﬂ “P‘-?"&Ple’-‘!?f ‘??ﬁ"“{?’:f .df’i | ciée a la bijection complexe f définie par: . |
i;:fqtaﬁu_n‘. r a’ali_glﬁ':._dfii?nié_ de mesure & LGB, : '

. FES e Ry Lo Thedis AH)
centre le point @ d'affixe 1= . | Ao A SRR e 145 i
S ociée & o, x, est définie |On peut encore écrire : f(z) =¢ fz-i
;:Ih‘uectmn complexe f associce & fia F est une rotation d'angle orienté de mesure - -E-
' f(z) s ef% s+ b avec fl1-i=1-i |Désignonsson centre parle point Q2 d'affixe @.
Ona:F2)=02 & flol=0
i , ; ﬁ ’
d'oil : f{j.-f] —eb(1-1+b=1-1i & TLl—I}&)-i=m
X _ o
b ~(1-(1-8%) o o= ﬁ”ﬁf =
1= 1—-..5 3'-J§ ; el 1
donc: f(z) wig g g g 1 Fest la rotation d’angle orienté de mesure — —- et
2 A 1-3 ...3_‘@'-{ de centre le point d'affixe —JE'+[J:”.—2}E_
fldy  =5B+idz+ —5 5 po . o

Nombres complexes et géométrie 235



mmEEmsm Homothétie de centre quelconque

H Bijection complexe associée 4 une homothétie de centre quelconque

a étant un nombre réel et w un nombre complexe, pour déterminer la hij'ec?inn CGI?PIBXE-)‘P associée d une
homothétie de rapport a et -de centre le point Q d’affixe ©, on peut traduire 2 I'aide de bijections com-

plexes la décomposition de cette homothétie.

On sait que toute homothétie de rapport a est la composée d'une translation. et d'une homothétie de
centre O et de rapport a (et réciproquement), d’ol la propriété suivante ;

= hEE ) N b
- Al iyl - ; kb gl

- TR G A -
(] i | 1= RE SR S z T & AN T
ety = U A e B T T e el L L)
LI ¥ ‘..j-‘. “.l.' .. LA oAb T i‘} T |_.I.l.-..:_‘_'__| i.'."-' :f-"_"--:'. s, L
i | el SrLL i s X

o est un nombre réel et © un nombre complexe. La bijection complexe f associée i I'homothétie de

rapport o et de centre le point Q) d'affixe » est de la forme :

frizrrouz+bh,

Décomposition de hga

hiog =tz ° Rigey =g ° ta

B Exemples

avec f(o) = .

Schéma de calcul de f(z}

flz)=o0z + b, avec f(w) =w

P T e o e T e s imtm o e e ] T e T e e g e, S e P A e e
{Déterminons la bijection complexe f associée || Déterminons la transformation F du plan asso-/
E.’:hnmmh;ﬁue.-hf:da..rhppc-;rt-+43 et de cenitre ls point | ciée 4 la bijection complexe f défimie par: |

G d'affixez +i.

Tl;:.rb'ijeﬂtiunﬁcumplexe fassociée & by 2 est définie
flz) ==3z+b,avecfl2+1i)=2 +1

doi: -3(2+0)+b =2+1i
b =4(2 +1)
f(z)

donc : -3z +4(2 + 1)

B emarqgue

Le TP p. 239 présente une méthode qui permet de déterminer I'écriture complexe d’une rotation et d’
homothétie a partir des caractérisations géomélriques de ces transformations du plan.

fl=22-3+i

F est I'homothétie de Tapport 2.

Désignons son centre paf le point Q d’affixe .

Cna: Q) =0 oflw)=o
=20-3+i=0
Sw=3-i

F est 'homothétie de rapport 2 et de centre le point
Q d’affixe 3 — i. 2

une.

ozl xercices B A o A o A

2.c On désigne par F la transformation du plan
Ly ©Mioa5°fc, &) et f la bijection complexe
associée A F. Déterminer J i donner le schéma
de F et le schéma de calcul de f(z).

2d 1le plan est muni du repére (O, 1, J). Déterminer

la transformation F du plan associée & la bijec-
tion définie ci-dessous.

936 Nombres complexes et géométrie

J:C=C

Z - [cns’%" + isin3n

iz,
3
Construire I'image par F du point A d’affixe 3 L.

r est une Totation d'angle orienté de mesure
principale & et de centre le point d'affixe 2 — 2i.

Déterminer la bijection complexe associée & r.



2.3, Similitudes directes du plan

pmmmmm Définition et propriété fondamentale

TABLEAU RECAPITULATIF -

8 o e
e T IS =
—=

@ Similitude

e ot est un na}ul?re réel strictement positif.
On appelle similitude de rapport o toute transformation du plan telle que::

pour !:Dl}; points M et N d’images respectives M’ et N', M'N’ = ¢MN.
L Toute similitude de rapport o est la composée d'une isométrie et d'une homothétie d

Z ==

e rapport 0.

¢ o est un nombre réel.
:g:ttel 1g::n‘mpitr:"..e«e d'une isométrie et d’une homothétie de rapport o est une simili

tude de rap-

— T 2

@ Similitude directe

o est un nombre réel strictement positif.
° Dln appelle similitude directe de rapport o toute similitude qui conserve I'orientation des |
angles.
o Toute similitude directe de rapport o est :
, —une translation ;
s ~"_. — une rotation ;

— une homothétie de rapport o ; _

— la composée d’une rotation et d'une homothétie de rapport c.
o Toute similitude directe de rapport o est aussi la composée de I'homothétie de centre O et de
rapport ¢, d'une rotation de centre O et d'une translation.

I

= = —

® Similitude indirecte

| & est un nombre réel strictement positif.

E On appelle similitude indirecte de rapport ot
des angles.

oute similitude qui ne conserve pas Porientation

T ——

T e S

La décomposition fondamentale d'une similitude directe donne la propriété suivante :

IPrORTIETC I 7
_ Toute similitude directe de rapport o est associée d une bijection complexe f définie par :
flz2)=az+b [a€C* lal=a et bEC]

— Réciproguement, toute bijection complexe fdéfinie par : f(s) =az+b [ac C* et beC]
est associée i une gimilitude directe S de rapport la].

—

Schéma de S Schéma de-calcul associé a

8=tz °rom®tom f(z) = az + b, avec a = ae®®
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menmmm Carachérisation géoméirique d’une similitude directe

B Centre, angle orienté, rapport

|

N e gt : ¢ — e S R S T T
DRriel A SR B S T e B L N E L MTCTAG N el s o E b i L G it

(]

— ot étant un nombre réel strictement positif, toute similitude directe S de rapport o qui n'est pas une
translation admet un unique point invariant et S s’écrit dé maniére unique sous la forme :

5 = higo)°Tiag = Tiae *Miaor
— Cette forme est appelée décomposition canonigque de S.

~ Le point Q est appelé le centre de S, o son rapport, (8) son angle orienté.

S est caractérisé par : Q, « et (§)

On peut écrire : Slﬁ.n.ﬂl

Démonstration guidée

Détermination de la bijection complexe associée &t S

S étant une similitude directe de rapport o, il existe un angle orienté '[5]'__et un nombre complexe b tel
que: S=ty0hg, org, avec wb)

S est donc associée a une bijection complexe f définie par f(z} = 0e®z + b (On pose a = de®).
Recherche de 'ensemble des points invariants de S

Déterminer la décomposition canonique.

Considérons la similitude directe 5”: 8" = kg oyorq 0y

Désignons par f’ 1a bijection complexe associée 4 S’

Démontrer que S et §” sont associées 4 la méme: bijection de C ; en déduire qu’elles sont égales.

M Exemples

S T e S e ey T e B e
%,'D;s‘at.e!:minqn's"lﬁ--cﬂ.ﬁ“ﬂ' {2 de S, son angle orienté (6) et son rapport o

e e it i e

Détermination du rapport et de I'angle orienté | Détermination du centre
SM) =M o fizd=2z
3 = (1+ilz+3—-i=2z
‘f‘[z]=\f§e*‘z+3—i. & ~fn -t
| . & = z=1+3i
S a donc pour rapport 2 et pour angle orienté 7. |Le centre de S est le point Q d'affixe 1 + 3i.

La bijection complexe fassociée & S est définie par :

B Similitude directe et bijection complexe associée

S est la similitude directe de rapport o [« € R}] d’angle orienté (8) et de centre le point Q d’affixe ©;
S est la bijection complexe définie par: f(z)=az+b [a € C* et b e C];
S et fsont associées & a = oe® et flo) = o,

WE xercices S AR o o s

2.f Q'!.IE.':I-I.B est Ja hijediic:n compln?xﬂ-a_sscciéa ala 2.9 rest une rotation d'angle orientd de mesure 'E'
simililude directe d'angle orienté (- -'g—]. de et de centre le point d'affixe 2 — 2i.
rapport 3 et de centre le point Q d'affixe Déterminer la bijection complexe associde & r
(2-30)7 ! En déduire la représentation analytigue de r.
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ks & r £ o L Tt g =~k Tl -
e e e i Al e b et e il L R e e e e T S T e

—LE Caractérisation géométrique et écriture complexe
d'une rotation et d'une homothétie

M Présentation

T T T T T et ey e

'IZ est un: pnmt du plan d'affixe « o, dun numbre réel non. nul oun numl:re rael nion nul 1 différe rent ﬂB 1
T(q; €5t la rotation de centre Q et d'angle unenté 6, hm s o5t I humothéug de centre Q et de raPP“rt '1 i

On veut déterminer I'écriture complexe de 0y €L celle de Toa d partir de leurs caranténsatmnﬁ 89“'
métnques

=
- e a T - e d b _ % dleaa il A NE g = T

Soient M et M" des points du plan d’affixes respectives z et z".
Ecriture complexe de heq o)
" — —>
Ona: M = hm_“][lvi[] e QM = oM
dolti:  M=ho,M = 2-v=dz-a.

Ecriture complexe de M)
Ona: e rm_ﬁ][ﬂ} =0

s pour M= Q
oM =0
' mes{QM, QM) = o+k2n [kEZ

{ Iz’ — ) = ||z — o
= et
arglz’ —w)—arg(z- ) =0+ k2n [k EZ]

dod: M =rgeM) o 2'-v=ecz-a) |

B Exemple

'On veut délerminer Décriture. nump!exe de la
mtatlun d' centre A d’aﬂ‘ixa 2.+ iet d’angle
urlenté de masure %

i L e ey i i

T

B e o Ermtni sy el et i 1 F PR T TN e

[Dn veu: détermmer l‘écnhue Emnplexe de .hn-
mothétie de centre B d’affixe 1 — i et'de: _I'i_l_p__[l__l.‘l_ﬂ
= : P

A

— b | A =

Ona: z’—[2+i]=et%[z—[2 + i]] Ona: z-(1-0==-3[z=-(1-1)]

J3+i z+5-—2ﬁﬁ
= Z

do: z'= dot: z'=-3z+4-4i

Nombres complexes et géométrie 239



ém

Le plan est muni du repére orthonormé directe (0, 1, J).

INlombres complexes et
configurations du plan

Vecteurs du plan, angles orienié de veclaur

1_ Dansl' chacun des cas suivants, A, B, G, D sont
des points d'affixes Zar 2y, 2 ot 2, définis ci-dessous.

Déterminer une mesure de I'angle orienté [Eﬁ, Eﬁ}.

(1) £ﬂ=-.|'§+-5f P oEy= 2+ 3
Zp=Bi 1 zn:ﬁ+51
2) z,=2t - ; z=F+3

Quelques configurations de base

| 2 ‘On considére les points A, B, C et D d’affixes
respectives z,, z;, 7, et z; définie par ;
Zp=—1-5t:z3=4-3i ; 2, =3 +3i el zy=—2+1
1. a} Iushl;ier que ABCD est un parallglogramme,
b) Déterminer I'affixe du point A, symétrique de A par
rapport au point B.
c) Déterminer lfafﬁ_xi du point A" vérifiant :
— —
DA" = DB + DC

2. Quelle est la nature du quadrilatare A"BC'D 7

Nombre‘s complexes et
transformations du plan

3 Dans chaque cas ci-dessous, reconnaitre 1'ap-
plication dont I'écriture complexe est :

(z'=z+2i+1 (2)z'=e6 b}z Az =—z
(A)z'=2z—3i Blz' =i (6)s’ = %[1 —ilz.

& A(2 — 1) et B(1 — 3i) sont deux points du plan.
Quelle est la translation ¢ qui applique A sur B.
Quelle est 1'écriture complexe det ?

5 Quelle est la transformation F du plan dont
I'écriture complexe est 2"=z + 2 - 3i,
QQuelle est I'image par F de la dreite d'équation :
' y=2x-1,

6 v'est un vecteur d'affixe — 3 —i, A est le point
d'affixe 2 + i. ¢ est la translation de vecteur ¥'; r est la
rotation de centre O et d'angle 'nriﬁmté'--":'f—.

Déterminer £(A) et r{A). Comparer ces deux nombres

complexes. Tracer la figure.

7 On considére le vecteur v d'affixe (1 + 1), la
point A d'affixe (1 — i) &t un point M quelcanque du
plan d'affixe z.

1. Construire les points I', ', A’ et M’, image respectives
des point 1, ], A et M par la translation t de vecteur 7.
2. Déterminer l'affixe de Gi]EEll!_i d_a_ﬂ,_p_ninta I'VJ A st M
et de chacun des vecteurs I'A" al JM",
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Exercices __Z

3. Donner une mesure de chacun des angles crientés
{ﬁ. [ﬁ} et lIT.E‘, ﬁﬁ']. comparer ces angles.

8 On considére le point A d'affixe (1+ ) et Mun
point quelconque d'affixe z.
1. Construire les points I', J', A’ et M', image respectives
des points T, J, A et M par 'homathétie h de centre O et
de rapport 2. v
2. Déterminer l'affixe de cha_c:'_un deEPuints I T, A et M
et de-chacun des vecteurs ['A! at Jh
3. Donner une mesure de chacun des angles orientés

(IA, M) et (PA", F'M), comparer ces angles.

9 On considire le point A d'affixe (—1—3i} et M
un point quelcongue d'affixe z.
1. Construire les points I', J', A’ et M', image respectives
des point I, J, A et M par la rofation r de centre O et
d'angle orienté EFE
2. Déterminer 'affixe de chacun des points I', I', A’ et M’
et de chacun des vecteursI'A’ et 'M',
3. Donner une_mesure de chacin des angles orientés

(TR, M) et (A, IV, comparer ces angles.

)L._h 10 On domne les point’s_.._rﬁ et B d'affixes respec-
lives z, et z, définies par:
z,=6+30 et zy=2.+4i

1. Déterminer Ia nature du triangle OAB.
2. Déterminer I'affixe du point B' image de B par la rota-
tion de centre O et d’angle J-et celle de A’ image de A
par la rotation de centre O et d'angle — &,
Tracer la figure. ' #
4, Ca];.:uler l’afﬁzce du point M, milieu de [A'B'].
5. Vérifier que les droites [OM) et [AB:sont perpendi-
culaires,
Que représente la droite (OI) pour le triangle OAB 7

111 Déterminer Iécriture complexe de la symé-

trie orthogonale d’axe {A) d'équation y=x

2. Déterminer 1'écriturs complexe de la symétrie cen-

trale de centre A d'affixe 1 + i.

I'écriture complexe est z’ = (1 + 1)z
Quelle est 1'image par F de 1a droite d'équationy=x 7

13 pans chacun des ca
transformation du
[1):-z'=z+ 3i
(2) z' =25+ 3i
(8) z'= -1——2£z

(7) 2’ =—2iz + 3¢

12 Quelle est 1a transformalion F du plan dont
2

-cas suivants, déterminer la
plan qui a pour écriture complexe ;
(3) z=2-3i

(4) 2’ =212 -6i

B) 2’ =iz +5
(8] 2’=—iz+1

ZEJL‘M' All + 1) et Bl- 1.+ i/3) sont deux points du

1. Vérifier que les points O, A et B sont ali
A nt alignés.
2. Déte:rminer. le rapport et 1'angle orients de la simili-
tude directs S de centre O quj transforme A en B
3. Quelle est 'écrityre complexe de § 7 '



Géométr‘ie
dans l'espace

c hinguetti (déclarée patrimoine mondial par F'UNESCO).

Ville de la Mauritanie construite vers le XiP® siécle, Ching:{eﬂi voit
son prestige religieux et culturel s'étendre jusqu’a la _Mecq.ue. ‘
La mosquée ancienne, dont I'imposant minaref conshiue le repé-

re spatial et cullurel, est d’apparence sobre et s’harmonise avec le

paysage. | | -
Varchiteclure obéit aux régles de la culture qmbo-musm’mai:w, é
celles de la défense dans le désert ainsi qu'a celle des climats

extrémes,

G M. Huel, HOAQU

1. Vecteurs et points de I'eSpace ......cvweurivenns 049
2. Produit scalaire .............. —— PRV GNP, . . |
3. PerUIt VECtOﬂEl FERARBENBRRARY LEEEXE) BEAEI RN R TR FREa R bR R b by 251
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—Jl.1. Yecteurs de I'espace

En classe de premitre SE, nous avons admis que

plan. On note € 1’ensemble des points de ’espace, ¥ 'en

des vecteurs de l'espace.

Vecteurs &tr—peln

& 2 |...,_.,._.,.,_._.|' ._‘._.—.—o-'\..—l-—t--l

ts-de espace—— -

l'on pe

TABLEAU RECAPITULATIF

ey =T

@ Vecteurs colinéaires - Vecteurs coplanaires

SRR e L e S

lorsqu’ils ont la méme direction.

— On convient de dire que le vecteur nul est
colinéaire & tout vecteur.

—~ Deux vecteurs sont colinéaires
si el seulement si

leurs représentants AB et AC sont tels que les
points ‘A, B et C sont alignés.

— Des vecteurs non nuls sont dits colinéaires

— Trois vecteurs sont dits coplanaires lorsque
I'un d'eux est combinaison linéaire des deux
autres.
- On remarque que trois vecteurs sont copla-

naires lorsque deux d'entre eux sont coli-
néaires.
—~ Trois vecteurs sont coplanaires

si et Seuh?ment si

leurs reprasentantsAB AC etAD sont tels que
les points A, B, C et D sont coplanaires.

w=xu [xER
B.

—
LL

A
C

—}

1.

w=xu+yv' [_[I;HJ e RxR]

@ Caractérisation vectorielle d'une droite et d’u

n plan

A et B sont deux points de €.
Pour tout point M,

M € (AB) ¢:>AM xﬂB xER]

A, B et C sont trois points de %.
Pour tout point M

M € (ABC) < AM = t:&B+yAC [(x; y) € RY

® Base W — Repére de ¢

On appelle base de W tout triplet (i, J, 0 de
vecteurs non coplanaires de IW.

On appelle repére de € lout quadruplet
(0,1, ], K) de points non coplanaires de %.

I |K

-

..l
T/0 7
1

(0.1,X) (Cf, 07, 0K)
esl un repére & est une base
de % de W

@ Coordonnées d'un point — Coordonnées d’un vecteur

(0, 1, ], K) est un repére de %.

— Pour tout point M de %, il existe un tnplel umque de nnmhres réels (x; y ; 2) tel que :
OM xDI + yD] + y,{]}{

— (x; y ; z) est appelé le riplet de coordonnées {

du point M, dans le repére (0, I, ])
— —_— — =
du vecteur OM, dans la base (OI, 0J,0K)

- v

- —_— =

ST ———

B
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ut étendre a l'espace la notion de vecteur d
semble des vecteurs du plan et W'l "ensembl
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—1.2.. Barycentre

pemmmm Définition et propriétés
Nous étendons 4 1'espace la définilion et les propriétés du barycentre de points
ralisant & n points ce qui a é16 fait en classe de Premidre.

TABLEAU RECAPITULATIF

m e A e g

pondérés, tout en géné-

g e

@ Propriétés — Définition
A, Ay, ..y A, sont n points de Vespace % ; a,, a;, ..., @,; n nombres réels de somme non nulle.
— Il existe un unique point G tel que : ﬁaimi =71.

i=1

— Ce point G est appelé barycentre des n points pondérés : (A a)), (A, @) (A a,).

@ Propriété caractéristique
a; @y -y @, Sont des nombres réels :l_é samme non nulle,
G est le barycentre des points pondérés : (A,, a,), (Az, @)y (A, &)
si el seulement si pour tout point M de &, g“m:- = (i}_:,:a[)h__-jﬁ.

==

@ Homogénéité
G est le barycentre des points pondérés : (A, a,), (A, ;). (A, a,).
Si k est un nombre réel non nul, alors G est le barycentre de (A;, ka,), (85 kaz)i. (A, ka).

SR A

@ Propriété des barycentres partiels

On ne change pas le barycentre de plusieurs points

: pondérés en remplagant certains d’entre
| eux par leur barycentre affecté de la somme non nulle des coeffici

ents correspondants.

T - ——11

RS ——

mmmm=m Exemple d’ufilisation du barycentre
[ABCD st i tétrasile | 11 soni respectivernont les iiliéix do [AC] ot [DB) B, Q, Riet S des points,
tels que: (1) AB=3AP ; (2) AD =3A0 ; (3) CB=3CR ; (4] CD=3CS. =
| Démontrons que les droites (PS); (QR) et (I}) sont concourantes.

On déduit de I’énoncé que : B
1 est I'isobarycentre de A et C
] est I'isobarycentre de D el B.
Les égalités vectorielles (1), (2), (3), (4) permettent de considérer ;
P comme baryeenlre de (A, 2) et (B, 1)
Q comme barycentre de (A, 2) et (D, 1)
R comme barycentre de (C, 2] et (B, 1)
S comme barycentre de (C, 2] et (D, 1)
Désignons par G le barycentre de (A, 2), (B, 1), (G, 2) et (D, 1).
On peut déterminer le barycentre G en utilisant les barycentres partiels

P,Q, R, 8,1, ]. On obtient :

(A2 (B1) (G2 (DI (A2 (D1) (G2) (B1) Az2) (G2) (B1) (D)
?3) . (83) (Q3) (R.3) (1.4) 1.2)
d'olr : G € (PS) i G = (QR) 3 Ge(I])

Par canséquent, les droites (PS), (QR) et (1]) sont concourantes en G.
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- *
-ﬂpr oduit scalaire——————————"-

- LR - L4
—2.1.. Definition — Proprietes |
Puisque deux vecteurs de W sont nécessairement coplanaires, on &tend & W la définition du produit sce
laire dans ¥, ainsi que toutes ses propriétés qui ne font intervenir qu'un ou deux vecteurs.
On examinera les propriétés qui font intervenir trois vecteurs, car ceux-ci peuvent étre non coplanaire:

On démontre et nous admettons que le produit scalaire de deux vecteurs ne dépend pas de ses repre
sentants choisis.

=

pummmm Expressions du produit scalaire

B Produits scalaires remarquables
e Lorsque les vecteurs i et o sont colinéaires,
—de méme sens : w.v'= || 7| x |7

—¥

sy
v t

» Lorsque les vecteurs & et v'sont égaux, le produi
scalaire .z est appelé carré scalaire, et noté : 12

e ;
» Lorsque les vecteurs u et v sont orthogonaux,:

Fy S . ——3 — =* :
— de sens contraires : S L E | =0
1

v

I

B Différentes expressions du produit scalaire

TABLEAU RECAPITULATIF

‘@ Expression trigonométrique
(normes ‘et angle des vecteurs) |

T~ @ Expréssion vectorielle

(projection .ﬁﬂhﬁgnﬁﬂé." ;
- d’nim vecteur).

@ Expression analytique
(dans une base orthonormée)

C
-
v .
ALﬁN
LY

%

bk

Si 7 et ¥ sont non nuls,

alors

——

wo=|d| |7 % cos(@.v)

Si iZ et T sont non nuls,
ﬁ: Eﬁ ' I?= fi_é

H ]e projeté orthogonal de C sur
(AB).

alors

Sitkiy;zet(x;y’;z)sont

les coordonnées respectives des
vecteurs i et U dans une base
orthonormée,

alors

=l ¥ ¥ v
wy=ax'+yy +zz

H Exemple

KBCOREGIT o i G 4 i AP0l g e g T
[FG], [GA], [AD] et par M un point quelconque de JEL. .

‘Calculons les produits scalairés suivants : ALIM ;  AD.GK ;  JAJD.

Ces produits scalaires peuvent se calculer dans le plan (AFG).
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Utilisation de Pexpression vectorielle

1) A_ﬁ.ﬂ_v?'

car F eﬂ le projeté orthogonal de M sur (AF),
AF et IF sont colinéaires et de méme SENS,

—
2) AD.GK

car D et L sont respectivement les prajetés orthogo-

naux sur (A

AD et DL sont colinéaires et de sens corntraires.

—F
=AF.IF
=AF xIF
=22x2=4

!ﬁ_\ﬁln-ﬂ
=—ADx DL
=—2X1=-12

D)de GetK.

momm=mm Vecteurs orthogonaux

TABLEAU RECAPITULATIF

G J M F
'- f AFGD est un rectangle.
1 Ona:
K-? =J2x4=242
i JA=D=/8+1=3
D L A

Utilisation de 'expression trigonométrique

3) r& .JD = JA xJD x cos(AJD) =
Désignons par 0 la mesure de I'angle AJD et calcu-
lons cus—zﬂ- dans le triangle rectangle AIL

: L 22
Ona: cusT ,IA 3
Or: cosf = Zﬂosz-g'n— 1

: ' iy B -
dong ; cosB=2xg5-1=73

e a— 7
}&.-JD=.B><3=

|

'@ Vocabulaire

— On convient de dire que le vecteur nul est orthogonal & tout vecteur de I'espace.
- Deux vecteurs non nuls de l'espace sont dits orthogonaux lorsque leurs directions sont ortho-

gonales,

@ Caractérisation des vecteurs orthogonaux

b
CrE— = ——n PR e e T x

et v sont des vecteurs orthogonaux & uo=0.

e e e e |

p— ——

B Exemple 1

L’espace ‘est muni du repere nrmunnrmé (0,1, ], K).

Les: points'A, B, C ont respectivement puur cnortlnnnées [- 2;1;3),(1;-254),(a;5;3)
Detennmer le nnmbre J.'EE] a pnur que las vecteurs AB et AC soient urthugﬂnaux. Falre une ﬁgure

Eﬁ a pour coordonnées (3 ; —
h_ﬁ a paur-cunr_dnnnée's {"a. +2;4;0)

donc: AB.AC=3a+32)-12=3a-8-

2 —_— =
doi: ABAC=0&a=2.

3i1)

4 A
B r‘.—-"_'-‘-_-:; '._.r = l:
: ~X ¢
oA ]
: I n o |J‘—.'i I 5
LAY v
D ALl - "
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M Exemple 2

LABG[!EFGH est'un. t:uhe de coté 1 P et Q sunl les pnmls vérifiant : AP ZﬂB AQ EAD
‘On désigne parK le projeté orthogonal de A sur le: plan IEPQ]
Démuntrer que le pumt Kest I'urthucantm ﬂu tnangle EPQ

Choisissons un repére orthonormé et calculons les coordonnées (x ; y ; z) de K

E| H

I:A B, D, E} est un repére orthonormsé,
AK est orthogonal a chacun des vecteurs EK PK et D_K
Par conséquent P Z
(1) AK.EK=0 ; (2) AK.PK=0 ; (3) AK.QK=0.
On obtient le systeme :

{xz +yi+zlz-1) = (1)

x{x— 2)+J2+22_—ﬂ (2)
X4yly-3)+22=0 (3)

Ol encore ; .1|:2 +yt+r P =g= 2.1: 3y p:
doli:x=F ;y==% ;2= {4 +1)zz .
z étant non nul, on en déduit ; K{ 1z, 36y figure de (ACE)

49 49 : 49
Démontrons que K est I'orthocentre du triangle .EPQ s i
A 1'aide des coordonnées des vecteurs, on obtient : EP. QK 0; EQPK=0; PQEK=0.
¢ Donner une autre démonstration génmémqua.

memmmm Propriétés algébriques

B Reégles de calcul _ .
Les propriétés algébriques suivantes donnent les régles de calcul du produit scalaire.

- —+ =
Pour tous vecteurs u, v, i, pour tout nombre réel o,

(1) uz—-||u||= (3) (a)¥ =al.D)
(2) uv=vu (4) u(u+w]= UL+ U

Démonstration guidée

— Les propriétés (1), (2) et (3) concemnent des vecteurs coplanaires ; elles sont vraies dans 3" donc aussi
dans ‘W. .

— Pour démontrer la propriété (4), on paurrait utiliser les coordonnées des vecteurs W, v, 1 pour calcu-
ler Z.(C+ @ ) et w.6 + t.io, puis comparer ces nombres réels.

H Exemple 1 -
ABEDEFGH est un cube de. coté 2 (voir 17 exemple du’ 2.11 p. 2441]}

e e

[:a_]c_ulnns les produits scalaires snivants :. IZAD] = EGK} i AB.EH ; AE.BM,
— = = — . —3
(1)  (2AD)(-3GK) =~ B(AD.GK) () .é_" = AF.(IM - T8)
— 4
or: [A‘f_};GK) =2 (voir 1% exemple du 2.1) = ARIM — ARIB
donc: (2AD).(-3GK) =12, or:  AFLIB
2) AB.EF =EFEF AF.IM =4 (voir 1% exemple du 2.1)
g —3 —
= |EF|E donc: AF.BM = 4
=4,
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B Exemple 2

'ABCD est un tétraddre régulier de coté a. Calculer AD.AB ; AD.AC ; AD.BC.
En dédmre Ies Ppositions relahves des supporls des nﬁtﬁs d'un létraédra réguher.l e 1 ar N

Les faces d'un tétraddre réguher sont des triangles équilatéraux.
Pa.r conséquent
AD AB AD X AB x t:alsg?ft T
AD.AC=

(AD) et (BC} n’ EEPEIUEDIIBIH pas & la méme face.

Pour calcu]er AD.BC, décumposnns I'un de ces vecteurs.

AD.BC = AD.(AG - AB)
= Jﬁﬁ: - :“Tﬁ_é =0
—F —>
donc: AD L BC
On démontre de la méme manitre que les supports des cotés opposés d’un tétraddre régulier sont ortho-
gonaux,

Vecteur normal a un plan

EREEET

B Définition et conséquence immédiate

| Un appe]le vecteur normal aun plan tout vecteur: du-ecteur d’une drmte perpenﬂmulalre i ce p]an.

—+

| Ccnsequence L A étant un point de I'espace %, A un vecteur non nul,
I’ensemble des points M de ¥ vérifiant : AM.R=0

est le plan passant par A et de vecteur normal 7.

H Exemple

ABCDEFGH est ‘un cube. Démuntruns qne le vecteur BC est nurmal au p]an [ABE) et le vecteur AH est
nnrmal au plan [FCE]

L_...-..

—La drmte (BC) est orthugonale a4 (BH) eta [HBJ d'onr: [BC] 1 [ABE]

dona ¢ BC est normal & (ABE), par suite (BC) est orthogonale & toute draite F — G
du plan (ABEJ. L fics =

d'odr: (BC) L (AH). RS

— On sait que (AH) est orthogonale & (BE) (diagonale du carré ABHE) par _'.'.--'.,-__-"_"-,;. c

suite [AHLe,st arthogonale & (BC) el a (BE) 1%

donc: AH est normal & (BCE).

— Remarquons que (BCE) est le plan médiateur du segment [AH].

ez xercices B R o A o

2.0 ABCDEFGH est un parallélépipede rectangle 2b aBcDs est une pyramide régulidre & base car-

telque: AB=6;AD=3; AE =4, rée et de sommet S tel que :

On désigne par I ], K les m:lmux respectifs de . AB=SA =2

F ] ] i — —
[FC], [CD], [DF]. . . . Calculer: SA.58B ; SA.SC: SA.AL.

Calculer fﬁfﬁ ; ffﬁi : KE.KF.
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—2.2., Utilisations du produit scalaire

mmmmmm Orthogonalité et parallélisme dans I'espace

Fﬂls_pmpriétés suivantes proviennent des vecteurs orthogonaux et des vecteurs colinéaires. Ce sont de
interprétations vectorielles de 'orthogonalité et du parallélisme dans I'espace.

TABLEAU RECAPITULATIF

@ Droites orthogonales - Droites paralléles
Deux droites sont orthogonales . Deux droites sant paralléles
si et seulement si si et seulement si :
leurs vecteurs directeurs sont orthogonaux leurs vecteiirs directeurs sont colinéaires
A B A B
(AB) L (CD) « AB.CD =0 (AB) // (CD) & AB = 0CD [x € R*]
@ Droite et plan perpendiculaires - Droites et plan paralléles
Une droite est perpendiculaire & un plan Une droite est paralléle & un plan
si et seulement si si ef seulement si
un vecteur directeur de la droite un vecteur directeur de la droite
est un vecteur normal au plan est orthogonal 2 un vecteur normal au plan
=+ (@)
u
A LA
(%)
@) LP o Z=on [0€ R @)/ (P) = Br=0

® Plans perpendiculaires — Plans paralléles

Deux plans sont perpendiculaires Deux plans sont paralléles
¢i el seulement si si et seulement si
un vecteur normal a 'un des plans est un vecteur normal i 1'un des plans est

orthogonal 4 un vecteur normal a |'autre plan | colinéaire 4 un vecteur normal a |'autre plan_

PHP o n=an’ [o€ R*] |
—
_..--;.—-'“;’G"’

] - =
sl
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emmm== Equations d’un plan
L'espace est muni d’un repére.

B Détermination d'une équation du plan
® & est un plan.

—

M K .
i o A I :

A est un point de @ de coordonnées b
7 estun vecteur normal 2 % de coord mmées Fa b c}
Soit M(x ; z; z} un point quelconque de I’ espace,

ME®P @ RAM=0
& alr —xg) + by - y,) + ez —z,) = 0

Qax+by+cz+d=0
avec d =~ (ax, + by, + cz,).

e O est 'ensemble des pmnls Mlx; y ; z) vérifiant :
(1) ax+by+cz+d =0 [{a;b;c)#(0;0;0].
Supposons a # 0

Peut-on trouver un point A de 2 de coordonnées
(xs 5 Uy 3 2,) ? Cest-d-dire, paut-on trauver X, ¥q Zg
tels que d = — (ax, + by, + cz,) 7

1l suffit de poser par exemple : "

Yo=2,=0 et x,=—-4

(1) devient : alx — x,) + bly — y,) +¢lz - z) =
Désignons parn le vecteur de coordonnées (@ ; b c)
(1) se traduit par; . AM = 0

d'olr : M E 9.

EioRriciesh

i

* 7 est un vecteur non nul de  coordonnées (a ;b ; c).

Tout plan normal au vecteur 7' a pour équation : ax + by + ¢z + d =0 [d € R].

® Réciproquement, a, b, c étanl des nombres réels non tous nuls, 'ensemble des points M(x ; y ; 2) tels
que ax + by + cz + d = 0 est un plan de vecteur normal 7 (a ; b ; c).

1% méthode
— écrire qu'une équation de P est de la
forme:ax+ by +cz+d =0
— déterminer d sachant que: A € P

B Cas particuliers
L’espace est muni du repére (O, L, J, K):
z=0 est une équation du plan (OIJ)

x =0 estune équation du plan (OJK)

y =0 est une équation du plan (OKI)

Pour déterminer une équation du plan P, passant par A et de vecteur normal '{a ; b; c), on
pent procéder de l'une des deux maniéres suivantes.

 2®méthode
- traduire analytiquement que & est I'ensemble
des points M tels que :
P S
nAM=0

x =y estune équation du plan &

z=2 est une équation du plan @

=~

]
ity Peinliihas R

O
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B Exemple 1 - _
Déterminons une équation d plan @ passant pat lo point A(1; 2 - 3) et perpendicuiaize 312 drolte
/passant par les points B(3 ; =5 ; 1) et C(-1 T b | i, . A vl pEna !
Ona: BE(-4;6:2), levecteur 7 (-2 ; 3 ; 1) est colinéaire 3B, il est donc normal 2 &.
1™ méthode
Soit M(x ; y ; z) un point de I'espace.
Me® o ﬁﬁ_iﬂ =0

& =-2x-1)+3y—-2)+(z+3)=0.
Une équation de ® est donc : —2x + 3y +z—-1=0.
2t méthode e s A
7 (=2 ;3 1) étant un vecteur normal &%, une équation de @ est de la forme : — 2x '; Y ik "
A (1;2;-3)étant un point de P, on obtient ;: —2x1+3x2 -3+ d =0 ou encore & =— 1.
Une équation de ? est donc: —2x + 3y +2z-1=0.
H Exemple 2

9" est le plan d'équation : 2x - 3y + -4 =0.
.Danner deux points de & et un vecteur normal a ®.

— Les points A(0;0;4) et B( 1;1;5) appartiennent a &.
—Le vecteur n' (2 ; - 3 ; 1) est normal a ?.

mame==m Equation d'une sphére
L’espace est muni d’un repére orthonormsé.
B Détermination d'une équation de sphére
On vérifie aisément les rédsultats suivants :
¢ La sphére de centre Q et de rayon r (r € R}) est I'ensemble des
points M de l'espace, tels que : QM? = r2.
¢ La sphere de diamétre [AB] (A # B) est I'ensemble des points M
B
de I'espace, tels que : MA.MB = 0.
H Exemple
M(x ; ¥ ; z) est un point de l'espace.
o § est la sphere de centre Q(a, b, ¢) et de rayon r (r€ RJ).
MeS o OM?=;2
Sx—-al+y-bP+(z—c)i=r2
e 5 estla sgl:ére_'iie. diamitre [AB] avec A{3:1;1) et B(1;2; 3)
ME S < MA.MB =0 .
@B-x(1-x)+(1-y)2-y)+(1-2)(3-2)=0.
* Vérifier que S’ est la sphére de centre Q(2 ; 1,5 ; 2) et de rayon 3.

WEXEI’CICES MWW‘WMQ

2. i .0
: g[gitllfﬂgizf pi:;ﬁiii‘;ariﬁzr l;?g _Ealt:i.'ém ot 2.d Dans chacun des cas suivants, étudier les posi
tion: 2x—y+z-1=0. : ’fall}_ns relatives des plans @ et 9 d'équations ¢i°
Donner un vectenr & normal 3 9. essons :

Déterminer des nombres réels a, b, ¢ pour que ) 2x+3y+2-5=0et x4y +z-1=0
le vecteur v'(a, b, ¢) soit normal & @,

(2] X—-y+2z—-2=0 el 3xr-3 +-EE-E."—'G
{On pourra calculer w0 et i;*,_,ﬁ) ; ae ! . Y !
Ecrire une équation du plan @, 8) x—2y+32-2=0et —3x— 5y -9z -9

(4) x+y+z-4=0 et.r-—2y+.'£-3-"“
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s

—3.1.. Orientation de I'espace
momE==n Repéres de € ~ Base de W’

B Orienter I’espace, c’est distinguer deux d
Cette t:'lass_iﬂcatiéjn peut se faire de la manﬁt};p::ui:aftl;a:m R
(O, 1, ], K) étant un repére de 'espace, on imagine un observateur, appelé observateur d’Ampére, ayant
les pieds vers O, la téte vers K et regardant L.
— 3i ] est 4 gauche de I'observateur d’Am i i : :
. . pere, — Si ] est & droite de I'observateur d’Ampére,
le repére (O, I, ], K) est dit direct. le repére (O, I, ], K) est dit indirect. !

H Orienter I'espace revient aussi 4 distinguer deux types de bases de W
En effet, (O, I, J, K) étant un repére de %,
on sait que r(jf, 5,?@?{] est une base de W et (O, 1, J) un repére du plan (OI]).

On admet que : _ ey
[(O, 1, J, K) est un repére direct de 8] & [(OI, 0],0K) est une base directe de W]

Orientation d’un plan

EERE=E=T
@ gtant un plan, 7 un vecteur normal & @, (O, I, J) un repére de 2,
& [[61’,-61’. n ) est une base directe de W]

[(O, 1, J) est un repére direct de &)
Un plan dans 'espace orienté ne peut élre orienté que par le choix d'un vecteur

normal 4 ce plan. _
Exemples , .
ABCDEFGH est un cube. : _ H: G
— Les repéres (D, A, C, H), (F, B, E, G) et (A, D, E, B) sont directs. E j’ {F
— — o = . — A !
— Les bases (CD, CB, CEJ : (HG, HE,H“f)] et ( Eﬁ,Eﬁ,_EFJ sont directes. N L
A B

Le plan (ABC) étant orienté par le choix de son vecteur normal A_ﬁ ona:

MES (AB, AC) =% ; MBES(DC, DA)=~ 7.
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—3.2.. Produit vectoriel

mmmmmms Présentation du produit vectoriel

Définition ~
u et v étant des vecteurs de I'espace; on appelle produit vectoriel de u
défini de la maniére suivante : |
~lorsque u et v sont colinéaires, uAD =0
—lorsque i et v ne sont pas colinéaires,
— b “ =F ., a —F
u s v estorthogonal auetav
(@, ¥, & A U ) est une base directe

| AT = |2 x| 7] x sin(, ¥)

par O le vecteur noté il » §

2 OC est un vecteur normal 3 (OAB)
" - OA OB = ETE si et seulement si ('5_3. (ﬁ, O—éJ est une base directe
) T |BC || =OA % OB sin AOB
B Exemple

Galculer : AB A AD ; BA ABG ; ABA AC ; ACA BD.

H G
On constate que tous les vecteurs qui interviennent dans ces produits vectoriels " J F.
ont des représentants dans le plan (ABC). :.
De plus AE est un vecteur normal au plan (ABC). ) sy Di _____ e
On pourra donc exprimer chacun de ces produits vectoriels en fonction de AE.
A B

(1)ona: ]|A_]§ A Eﬁﬂ = AB X AD-x.s._iu—}: 1 (3)ona: |[A_J§ hﬁ-kt‘]l =AB x ACx gin%

{ﬂﬁ, _'*.A—E*]-est une base directe —1x 2 x.l-'E—= 1

- - — — — ' 2
dong : AB A AD =AE (AB,AC,AE) est une base directe

donc: AB A AG= AR

(ona: [BAABC| =BAxBCxsing=1  |(4)ona: [ACABD| =ACxBDxsiny

( "E E_s-é ﬁ'f‘} est une base indirecte =2xf2x1=2
done : E? ABC=— ﬁ_é [x":E. ﬁ_ﬁ.gﬁ] est une base directe

‘|donc:  ACa BD=2AE

*

mmmemm Vecteurs colinéaires ~ Propriétés algébriques

H Vecteurs colinéaires

La propriélé suivante concernant la colinéarité des vecteurs est une conséquence immédiate de la défr
nition du produit vecloriel. De cette propriété résulte celle concernant I'a Hgnemen ! des paints.

Propriete , —————— el oS

e e ————

— o=, : = ) =
w el v étant des vecteurs de W, i/ et v'sont colinéaires & it A
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M Régles de calcul
Les propriétés ﬂigébnques suivanies que nous admettons sont les régles de calcul du pmdurl‘ vectoriel.

Pour tous vecteurs , 7, i de 'espace, pour tout nombre réel k,

—+ = -  —F
UATD ==DALU
() AT =klEaT)

- ; -
UAU+1) =UAT +UAD

M Exemples

u et ¥'étant des vecteurs de W, on a : U et b étant des vecteurs de W, ona:

(U+3D)VAD =UAT +30AT=TAD 21 A (51 - 37) = (21) A [5u]+ (28] A (- 37)
=-6(UAT)

Expression analytique d'un produit vectoriel dans une base orthonormee

B Produit vectoriel des vecteurs d’une base orthonormée
G, L]I,K) est un repére urthnnnrmé direct.

On pose : Of=7 D] =3 OK— k.

D'apres la deﬁmtmn du produit vectoriel, on cobtient :

—
jhn_k._:? ; EA T

B Coordonnées du produit vectoriel dans une base orthonormée

Activité

[1:, J ,k] est une base urthounrmée dlrecte
Dn veut déterminer les coordonnées de @ o T dans chacun des cas suivants :

(1) Z(1;5;-2) et 5(0;3;0)

(2) Z(~-3;5;1) et v(2;-4;-1)
(3} u[x, J z)] et E'[.rf ;- y”-' z) x y, -z, ’, ity 2" étant des nombres reels

Puur cela O pourTa exprimer r:hacun des vecteurs &/ et Den fnncﬂun de? 7, k.

Dans une base arthonurmee directe,
les vecteurs u et  ont respectivement pour cnardonnees (x;1 Yi 2et (x";y";2),

si ;
alors 'le vecteur @ A 7 a pour coordonnées (yz' - zy' ; 2’ -xz' s xy’ = ya').

m Disposition pratique pour calculer les coordonnées d’un produit vectoriel

Ondcnnﬂul'xyzlﬂt”[x i ) . e . . )
Pour calculer les coordonnées [p q,r) de £ » U, on peut utiliser la disposition pratique suivante :

— Ligne 1 : on écrit 2 fois les coordonnées de & x |y x| | =z
—Ligne 2: on écrit 2 fois les coordonnées de & « |y 22| |#| ¢ 2
— On calcule les déterminants des tableaux ) @ @ p=yz'- zyq: Hl = xy’ -y’

(p, q, r) sont les coordonnées de i A v.
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H Exemple

L = W o e T et

Calculans l&s uanrﬂnnnees rleu AD aveci i {- 2z '-1 3] et v [4 7 1]

& —

p=-1- 21——-22
=2 -1 3] -y - 3 G=12+2=14
4 i 1 4 7 1
# l r=—14+4=-10
P TAU(-22;14;-10)

Ak b

mmmmms Exemples d'ufilisations du produit vectoriel

B Propriétés géoméiriques _ : i
A, B et C sont trois peints non alignés de l'espace. Ils définissent donc le plan (ABC). De plus, on sait
que:

aire du triangle ABC = 5~ ABx ACxsin BAC

aire du parﬂ]lﬂlugrﬂmme construit sur [AB] et {CD] = 2 aires du triangle ABC

1l en résulte les propriétés géomélriques suivantes du produil vectoriel :

Propriétés’ | n LU TE R AT T Ly

A, B, C sont des points de I'espace orienté.

A, B et Csont alignés < AB A._giE =0 Laire du parallélogramme construit sur [AB] et
AB A AC est un vecteur normal an plan (ABC) [CD] est | AB A AC)

Ahaes g ABDC étant le parallélogramme construit sur [AB], [AC],
D (AB, AC, AB A AC) est une base directe,
|AB A AC|j = Aire de ABDC,

W Exemple

La plan est muni ‘d'un mpare ‘orthonormé direct.
rt}n donne les points:: Al-1;5;3); B2;-2;1),C0;4;7)
Demrmtrer que les pmnts ﬁ, B G ne sunl pas ultgnés,

Calcul de AB A AC

Ona:AB(3;-7:-2); AC(1:-1;4); ABA AC (-30;-14; 4),

Aire du triangle ABC

Les points A, B et C ne sont pas ahgnés car AE A AC est non nul, ils déterminent un plan (ABC) et

Aire de ABC = -~ |AB A AQ| = < /(=302 — 142 = =
_ 7148 A AC| = 3 Jo+ a2+ (-1ap = (1112

Equation ﬂ!i?fﬂn _{flﬁﬂj

Le vecteur AB A AC est normal au plan (ABC) ; il en est de méme du vecteur 7t(-15 ;-7 ; 2
On obtient : = 15x + 2y - 7z + 14 =0,
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TraYaUX-PratigUes ey

e A RERES VS e el

——IPR Corps commutatif — Espace vectoriel

Ce TP a pour objet de regrouper, par des concepts unificateurs, des ensembles de référence muni « d’opé-
rations » étudiés tout le long du secondaire. '
Ce sont d'une part ; (R, +, x) et (C , + , x), d'autre part: (¥, +, % ) et (W, +, ).

mmme=== Notion de corps commutatif

B Loi de composition interne

Définition

L'addition des nombres réels, notée +, est une application de R x R dans R ; on dit que c’est une loi de
composition interne définie dans R,

Exemples
- L’addiiti*un fies nombres complexes, des vecteurs du plan, des vecteurs de I'espace, sont des lois de
compaosition inlerne définies respectivement dans C, dans ¥, dans W.

r’éﬁd; RxR—-R CxC—-C VRV =YV W ox W — W
& Gigoxey  Gidozit  @Redrd  @ifeded

— La multiplication des nombres réels, des nombres complexes, notée x, est une loi de composition inter-
ne définie respectivement dans R et dans C. ' |

mm RxRoR CxC—oC
a.p_ml-x. (x:y)—xxy (z:t)—>zxt

H Notion de groupe commutatif
* L'addition posséde les mémes propriétés dans R, dans C, dans ¥, dans W.

a,'’b et ¢ sont des éléments de R |1, ¥ et B sont des éléments de V.
(resp. de C) (resp. de W)
(1) I’addition est commutative a+b=b+a E+D =v+1
(2) L’addition est associative (@+b)+c=a+(b+¢) W+ D)+ B=u+(T + 1)
L’addition admet : i
" + 0= U+ =u
18 un élément neutre ¢ @
** un opposé

On résume les propriétés (1), (2), (3) et (4) en disanl que (R, +), (C; +), (¥, +), (W, +) sont des groupes

commutatifs.

e La multiplication posséde les mémes propriélés dans R*, dans C*. _.

a,'b et c sont des éléments de R*
(resp. de C*)
axb=bxa

(5) La multiplication est commutative

(6) La multiplication est associative [axb)xec=ax(bxc)

(7) La multiplication admet un élément unitaire axl=a
(8) Tout élément admet un inverse ax % =1

On résume les propriétés (5), (6}, (7) et (8) (qui sont analagues aux propriétés (1), (2), (3) et (4)) en disant
que (R*, x) et (C*, x) sont des groupes commutatifs.
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B Notion de corps commutatif

* Propriété concernant la multiplication et l'addition des nombres réels (respectivement des nomhyeg
complexes)

" aeth sontdes élémentsde R |
 (resp.deC) 3

(8) La multiplication est distributive par rapport a I'addition| aX (b+c)=axb+axe

On résume les propriétés (1), (2), (3), (4), (5), (6), (7), (8) et (9) en disant que (R, +,x] et (C, +,%) sont des
corps commutatifs. '

mEmm==s Notion d'espace vectoriel

B Loi de composition externe

Dé.ﬁﬂfﬁﬂn

La multiplication d'un vecteur du plan par un nombre réel, notée *, est une application de R x ¥ dans V.
On dit que c’est une loi de composition externe définie dans ¥ et & scalaires dans R.

Exemple

La multiplication d’un vecteur de 'espace par un nombre réel est une loi de composition externe défi-
nie dans W et & scalaires dans R.

e
=1 —

mul +)

RxY =% RxW—W

(a;d)— an (a;d)—=ald

H Notion d’espace vectoriel
La multiplication d"un vecteur par un nombre téel possede les mémes propriétés dans ¥ et dans W,

| ‘a et b sont des nombres réels |
u et sont des vecteurs de ¥ ( respectivement de W)

(10) 1Z=¢

11) a@+7)=au+av

(12) (o + b)Y = ail + bl

(13) a(bd) = (abji

On résume les propriéiés (1), (2), (3), (4), (10), (11), (12) et (13) en disant que (¥, +, » ) et (W, +, *) sonl
des espaces vectoriels sur R,
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Vecteurs
et points de I'espace

Vecleurs de'l'espace

1 L'ensemble W est muni de la base (i J. 7).
Démontrer que. ]es vecteurs :
5 n —F
37- 67+ 3k et — 274 4j- 2k
sontcolinéaires.

2 L'ensemble W est muni d'une base. Dans cha-
cun des cas suivants, on donne les vecleurs 7 et o,
(1) u[1 233) al vla:5:0)
(2) w(1;5;3) el v(Z+a;2a+1;a)
(3) d(2ea-5;19~4a;-3)

et p(6;15; ﬁ[—-—+ 2))

Peut-on déterminer a pour que les vecteurs it el v'soient
colinéaires 7

3 Dans chacun des cas suivants, dire s'il existe
un nombre réel A tel que les vecteurs @ et ¥ scient col-
mneaires. Préciser cette valeur.

(1) #(1;-2;5) et D(A;1;0)
(2) #(5;1;3) ot TM@+A;A;20+1)
(3) €(7;0;4) et T(A;21;1)
(4) d(A;1;4) et T(B;2;1)

& 1'ensemble W est muni de la base [?5: ﬁ]
Dans chacun des cas suivants, rouver les nombres réels
X et 1 pour lesquels les vecteurs ¥ et T sonl colinéaires.

(1) 201;3;0) et T(2;p:5) ._
(2) d(h;+2;) et T(-1:3;2)
B I’ensemble W est muni d'une base.

Dans chacun des cas suivants, trouver les nombres a et
b pour lesquels les vecteurs u et ¥ soient colinéaires.

(1) ©(-3;2;a) el vib:1)
(2) @la;la—1);b) et l-2;-3:1)

6 L'ensemble W est muni de la base orlhonormée
(7.7 %) On donné quatre points A, B, C et D de l'espa-
ce B, tels que :

AB=T+7+k

AD=T-2]+2k
Dﬂtermmer les points P tels que [DP) appartienne au plan
(QAB) et AP soil un vecteur unitaire orthogonal 2 AD,

— — -t =
AC=27 +3] + 1k

7 Lensemble W est muni d'une base.
‘Dans chacun des cas suivants, lrouver le nombre réel a
pour lequel les vecteurs #, v et id soient coplanaires.
(1) (1:-1;1) v(1;-1;1) w(-1;0:4a)
(2) d(1;-1;1) p(1;1;-1) @W(2;1+a;-3)

Exercices T~

Baryeenire

8 Dans l'espace €, on donne un triangle ABC.
On désigne par A', B', C', les milieux respectifs des seg-

ments [BC], [CA] et [AB]. _ o
Démontrer que pour tout point M de 'espace %,
MA + MB + MC = MA" + MB' + MC’

Produit scalaire

9 I’espace Z est muni d'un repére orthonorme.
P

On donne les points :
Al-1;1:-1), B0;1;0), Cl2;1;1).

1. Calculer los prudmts scalau‘es e

AB.AC ; BABC ;CA.CB.
2. Déterminer une ‘_g_a_]aux gy_prochae. en degré, des
angles: BAC ; CBA ; ACB.

10 Lespace € est muni du repére orthonorms.

(0, 1,], K).
1. Déterminer les coordonnées des poinls A, B, C, D tels

que AJOIBCKD scit un cube.
2. Déterminer le centre © de ce cube.

3. Calculer le produit scalaire QA.OB.
4. Délerminer une valeur approchée, en degre, de
’angle AQB.

11 i et ¥ sont deux vecteurs de W. Donner une
expression plus simple de chacun des nombres 1éels

(3) 2P~ 6.7 + o]7f
(4) [ +2&|>~[7'|

‘suivants :

(1) & +7IP -l -
(@) |2 +Pp—-22.7

12 Dans chacun des cas suivants, déterminer les
coordonnées d'un vecleur normal au plan P =
(1) P:2x+y—4z=10
(2) P:3x—5y+2z—1=0
(3) Pix+y=0
(4) Pix=-2z+1=0
(5) P:x=-1

13 Dans chacun des cas suivants, établir une
équation du plan P passant par le point A, dont 7 est un
vecteur narmal.

(1) A(1;1;0) ; ml-1:1;1)
() A(2:1:-1): n(1:;0;:0)
(3) A(1:0:1) ;: @W(O;1;-1)

14 On donne les points A{1;2;-1) et B{0: 13 3).
Etablir une équation du plan medlateur de segment
[AB].

15 On donne le point A(1 ; 2 ; 3) et le vecteur
H(1;2;-1)
Détem:uner une équation de l'ensemble des points M
tels que : TAM=2,
Quelle est la nature de cet ensemble 7
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16 I..'Es;{ace"& est muni de la base orthonormée
directe (i, j, k). On considére les poinis 1
Al1;231), Bl2;1;:2) Cl4:5;1)
— -
1. Démontrer que les vecteurs AB et AC sont orthogo-
naux.
2. Trouver les vecteurs il et T tels que : .
 soit unitaire, colinéaire & AB et de méme sens que AB;
¥ soit unitaire, colingaire & AC ¢l de méme sens que AC.
3. Déterminer le vecleur unitaire i tel que (i, D, i) soit
une base orthonormée directe.
Déterminer le point D tel que AD =15
Placer dans I'espace % les points A, B, C et D,

17 Lespace s est muni d'un repére orthonormé direct.
1. Trouver un vecteur normal au plan déterming par les
points: A{1;-1;2), B{2:0:-—1), C(0;2;1)
2. Calculer l'aire du triangle ABC.

18 L'espace % est muni d'un repére arthonormé
direct (0,1, ], X).
On considere les points ;

Al1;2;1), Bl2;3;2), Cl2;0:2).
. — —

1. Vérifier que les vecteurs AB et AC sont orthogonaux.
2; Trouver les vecteurs i ot 'tels que :
! soit unitaire, colinéaire & AB et de méme sens qus-.ﬁﬁ :
g P AT — —
U soit unitaire, colingaire 3 AC et de méme sens gue AG.
3. Trouver le vecteur unitaire w tel que (, D, W) soitune
base orthonormée directe. P
Quel est 'extrémité du représentant d'origine A de w.

Quelle est Vextrémité D du représentant d'origine A de w?
4, Placer les points A, B, G, D, :

19 L'espace € est muni de la base orthonormée
directe [:fﬁé}
Déterminer un vecteur normal au plan déterminé par
les points: A(2;-1;1) ; B(1:0;-2) ; Gl@:4:1)
Trouver l'aire du triangle ABC.
Faire une figure,

20 L'ensemble ‘W est muni de la base orthonor-
mée (3, J, 1o _
On donne les vecteurs Z{0 13 ; 2) et T{5: 0 ; 2).
1. Vérifier que @ et ¥ sont non colinéaires.
2. Déterminer un vecteur non nul 7 qui soit orthogonal
aux vecteurs @ ot 7.
3. Montrer qu'un vecteur @ de W est orthogonal aux
vecteurs T, et ¥ si et seulemant &, 1l est colindaire & .

91 L'ensemble W est muni de la base orthonor-
— =
mée (1, J, k). _
Dans chacun des cas suivants, lrouver lé nombre téel A
pour laquel les vecteurs T, ¥’ et @ sofent coplanaires.

(1) F-1:-1:1), F1;-1;1) et BE130:0)
(2) #(1;-1:1), Pl1:1:-1) &t BR;1+A;-3)

Produit vectoriel

22 Le plan est muni d'un repére orthonormé direct,
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Dans chacun des cas suivants, calculer le produit ve,
toriel ¥ A D

(1) 201:5:3) ot T(0:4;:-1)
(2) 2(7;9:0) et v(-1:2;-4)
(3) dl-2;-2;-1) et v(3:5:7)

(4) @(5;0;1) et v(-2:8:0

83 Dans un espace %, on donne deux parallélo.

‘grammes ABCD et tels que les droites (AP), (BQ), (CR)

ot (DS) soient paralléles. N

On désigne par 7 un vecteur directeur unitaire de la

droite (PP"). R ~

On puse':ﬂm‘rﬁ- ; F=AD : W=PQ ; T =P8

1. Faire la figure et démontrer que :
[ﬂﬁu.aﬁ'-—‘ﬁ?nﬁ"]f\_ﬁ. _

2. Donner un interprétation géométrique de 1'égalité

précédente.

21} 1espace % est muni d'un repre orthonormé
direct. . )
Dn donne trois points P(1; 2 ; -1), Q3 ;-1 ;4) et
R(Z;6:2) _

S est un point de ¢ tel que PQRS est un pamlléiogmmmc.
1. Consltiuire le parallélogramme PQRS.

a2, Trouver les coordonnées du point S,

1. Trouver Paire du parallélogramme PQRS.

95 T.ensemble W est muni de la base orthonor-
mée directe [;TI k).

Trouver un vecteur unitaire orthogonal aux veclours
?-{-?4?:) et _T+1i|!:r

26 L'espace % est muni de la base orthonormée
directe (T, 1, 1.
On donne trois points : _

A1:1:2), B(2:1;3) et Cl0:2:1)

D est un point de E tel que ABCD soit un parallélo-
gramme.
1. Construire le parallélogramme ABCD.
2, Trouver les coordonnées du point D.
3. Calculer l'aire du parallélogramme ABCD.

27 Lensemble W est muni d'une base orthonor-
mée directe.

On donne les vecteurs
Wle:8;1), v(2;1:-2) et B(3;-4;12)k
1. Caleulor (i, v').10 et (i .8@0).0L.
2. Calculer it A 2 puis (if A D) A8,
3. Calculer i a (T A 18).

Comparer (XA V) At et A (2 A).

2B L'ensemble W est muni de ta base orthono”
2 bor
mée (i, §, k).
On qnnne le vecteur 7 (1: -3 2). S e
1. Déterminer deux vecteurs non colinéaires det?
W qui soient orthogonaux & @,
2, Démentrer qu'nn vecteur i de W est Uﬂj“ﬂﬂm
si et seulement si, il est coplanaire & U et V.

A



Systémes linéaires

L?‘méifiode-de pivot due & Gauss, longtemps déloissée, fut réha-
bf{:fee, aidée en cela par son caractére de calcul aufomatique par-
faitement adapté & l'uilisation de ['informatique.

Cependont, I'étude des systémes linéaires a débuté avant I'utilisa-
tion des vecleyrs.

fls éiaient résolus par la méthode des déterminants auxquels Je
mathématicien allemand Carl Jacobi donna leur forme définitive.

Jacobi fut reconnu comme le
plus grand calculateur de son
lemps,

2

© Falalis de by G&cu_u'aqi!l_!, P

,| Carl Jacobi

i -kl mathématicien allemand — 1804-1851.
|
: .'
|

1. Résolution d'un systéme linéaire
par la méthaode de Gauss ... sossaian A0

2. Résolution de problemes ....... 7 e, 266
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—1.1.. Principe de la méthode de Gauss

menm=m  Exemple introductif

Transformons le systéma—_(Z] en un systéme triangulaire équivalent.
Eﬁnﬁn‘aﬁﬂﬂ de x dans (E,) et dans (E,)
On remplace : (E,) par (E,) + 2(E,)

(E,) par —2(E,) + (E,)
On obtient le systéme équivalent suivant :

2x +y+ z =0 (E,)
[E']{

vant !

Ty +3z =2 {E‘
-4y + 3z =2 (E' ]

memE=m Principe de la méthode de Gauss

H Vocabulaire

iRaaetiode dedist Sy m

‘Résolvons le systéme linéaire suivant d’inconnue (x ; y ;) £ (2) { -x+3y+z =

i 1
(£") admet une seule solution : ( — 7103 ?].

Résolution-d'un-systeme- Ilnealre

0T
1 (E)
4 Zy +52=2 '{L}g]_

Llimination de y dans {E’?}
On remplace : (E’;) par 4[E’2_) + 7(E',). |
On obtient le systéme triangulaire équivalent sui-

2x+y+ z=0 (E)
{Z"]{ 7y +3z =2 (Ey)

337 =22 (E")
2

— Les équations d’un systéme sont appelées les lignes de ce systéme et sont notées : L, Ly,...
— Comme le montre I'exemple introductif, des opérations élémentaires sur les lignes permettent de trans-

former un systdme linéaire en un systéme triangulaire équivalent.

Opérations élémentaires Codage
Echange de deux lignes L; et L, Lol
Remplacement de la ligne L; par la combinaison AL, obtenue en mul- L e AL
tipliant chaque coefficient de L, par le nombre réel A supposé non nul. P &AL
Remplacement de la ligne L, par la combinaison oL, + fL, obtenue en
additionnant membre 4 membre les lignes oL, et PL; o étant un L; ¢ oL, + BL,
nombre réel non nul et p un nombre réel quelcmlqua
B Exemple
Chacun des systémes obtenus est éguivalent au systéme donng.
' Systémes donnés Systémes obtenus Opérations élémentaires
. S effectuées:
2x~-2y+ z + u=-2
3+ y -z~ u=2 L,oL,
2x —2Y +4z +6u =4
{ﬂx+y—z—u-2L X+ Y-z - u=2 g
2x -2y + z+ u=-21L {23;_2 + 7+ i 1
2xr =2y +4z+6u =4 L, .r—g+2z +3:::22 La‘_TLa
- i — __-__-.-_.
{ Jr + y— 2 - nu=2
8y -5z —5u =10 L, « 2L, - 3L
2 ~2y +4z +6u =4 v
__.——'-'-"'--_'---d
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H Méthode de GAUSS

La méthode de Gauss consiste & transformer un systéme linéaire en un systéme lriangulaire équivalent
en exécutant des opérations slémen taires sur les lignes.

Pour résoudre un systéme linéaire par la méthode de GAUSS, on procéde comme suit :

- on vérifie que, dans la ligne L,, le coefficient de la premiére inconnue est non nul, sinon on
échange L, avec une ligne dont le coefficient de la premiére inconnue est non nul ;

—a l’aide de I'opération élémentaire [L. < AL, + BL] on annule tous les coefficients de la pre-
miere inconnue dans les autres lignes ; :

— on recommence le procédé pour la deuxiéme inconnue, la troisiéme inconnue, ..., jusqu’a
obtention d'un systéme triangulaire.

B Exemple

- ' y+z-2b=1
Résalvons le systéme linaire sui i T S x-y+z+t=1 !
! iesolvons le sy e linéaire suivant d'inconnue (v; y ; z ; 1) : (%) Ix+dy-z-1=3
2v-3y+2z+3L =4

Opérations élémentaires Systémes équivalents obtenus
_— i tdL_L 1 x-y+z+i=1
e 1% coethcient de L. estnu —-2L =
] _ ; y+e-21 =1
Echangede L. et L, b+l }' 3x+3y—-z-t=3
2r— 3y + 2z + 3t =4
T x—y+z+it=1
Elimination de x dans la ligne L L,e«-3L, +L [ -2t=1
ST ! 3 3 3 T g y+z
Elimination dex dans la ligne L, L, ¢-—2L, +L, ! By —4z— 4L =0
L —y+t=2
P } T X—-y+z+it=1
Elimination de y dans la ligne L, L, ¢ —6L, + L, y+z-2t=1
Elimination de y dans la ligne L, Lo+ L,+L, 1 -10z+ Bt =—6
L zZ—1=3
T-Yy+z+it=1
G . : 5 +z=2t =1
Elimination de z dans la ligne L, L, +L,+10L, d , l'l}i R s
| ~2t =4
Le & tri laire obtenu conduit & la solution unique : (- 32, 36, 1. _ 2)
e systéme Iriangulaly Que:l=%F i—F 5 B

E emargue

Dans le cas d'un systéme lindaire d'inconnue (x ; y ; z), I'étude faile dans le chapitre précédent sur les
positions relatives des plans permet de donner une inlerprélation géométrique d'un systéme linéaire
dans R?.

WE XCTCICOS B A i o A oo

i : 1 1) est-il solution du systéme : L, r Ly
k9 FedHalt e 4l st ladlntite sy @ 5 { L, ()] L+L,
{x+y—;=4 /4 3 * Ly
x+3z=2 L, L
1.b  Dans chacun des cas suivants, dire si les 8ys- (3) () { iz (£ L+ L,
témes (¥} et (X') sont équivalents : ¢ Ly -L,
7o I"I L& L] T L.g
mofn oL @ © { R
L, L,+ 1L, 3 . L, + L,
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—1.2. Exemples de résolution de systemes

Dans ce paragraphe, I'espace est muni d’un repére orthonormé.

L S— T — ] Lk : { ‘zrl.;y ";x =71 3 .

maem== Exemple 1
Résolvons le systéme linéaire suivant, d'inconmue (x;y 3 2):(2) 4. =0 "o, — g

k=

H Résolution . _ sme (5
Chaisissons I'une des trois inconnues, par exemple z comme paramétre. On ramene le systéme (£} aun
systéme (Z') de deux équations 3 deux inconnues : " {’E’txi‘i;i_zi 9y
La résolution de (%) conduit & la solution définle par: x=1+4;y=-1 ~hiz=2 ;[?" € Rl. A
Le systéme (¥) a donc une infinité de solutions constituées des triplets (1 +24;—1— A A) avec A E R,
B Interprétation géométrique Ilustration graphique
2, et &, sont les plans d’équations respectives :

2x+y—z-1=0

—x+y+2z+2=0
n(2 ; 1, — 1) est un vecteur normal de P,
(-1 ; 1, 2) est un vecteur normal de *
T et i’ ne sont pas coplanaires, ce qui justifie que P, et @, sonl sécants.
Tout point commun A &, et @, a pour coordonnées (1 + A;—1—*; M), avec A E R.
Donc @, et P, sont sécantes suivant la droite (@) passant par lepoint A(1, — 1, 0)
(et le point B(0 ; 0 ; — 1)) et de vecteur directeur #[1 ;=1 ; 1).

{15 | 0o [Amee Exemple 2 ) = i
e g I~ el | et S Pt ST Ty SScu i A 7 T g | (L)
—x+y+2z =—2 (.L:i]

x+2y+z =—1 (L)

\Résolvons l¢ systéme linéaire suivant, d'inconnue (x; y ; 2) : (2) {

f

¥ Eaukiton Opérations élémentaires Systémes équivalenis obtenus
Conservation de L, 2x+y—z=1
Elimination de x dans L, L, <L, +2L, { y+3z=—3
Elimination de x dans L, L, &—L, + 2L, 8y+3z=-—3
x+y—z =1
{ 3y+3z =-3
Elimination de y dans L, L,e-L,+L, 0=0 B

— Le dernier systeme ohtenu est équivalent au systeme suivant de deux équations linéaires :
2x+y—x2 =1
{ 3y+ 3z =-3.
— Choisissons I'une des trois inconnues, par exemple z comme paramétre, On raméne (¥) au systdéme sui-
! 2x+y=z+1

ions linéaires 4 deux inco {
vant de deux équations linéaires a deux inconnues By =—dz-3

La résolution de ce systdme conduit 2 la solution (z + 1, — z—1).
~ Le systbme (£) admet donc une infinité de solutions : les triplets de la forme (z +1;-z—1; z), avecz € R.

H Interprétation géomélrique Ilustration graphique
P, F, et P, sont les plans d’équations respectives : :
2x+ y—- z—-1=0
—Xx+ y+2z+2 =0
x+2y+ z+1 =0

@, %, et &, sont sécants suivants la droite passant par le point A(1:—1;0) (et le
point B(0 ; 0 ; — 1)} et de vecteur directeur (1, — 1, 1),
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Eage= Exemple 3 _

AR G RN T Zx+ J —z =1
'|~Résul1runs le systéme linéaire s smwmt. d’mcunnue = Py z} {E} A+ 3y i e 200
iaa A iy ' ks 2x+4_; =3
B Résolution -Opé!;ﬂﬁqﬂﬂ"-éiémﬂutﬂﬁﬂs. ‘Systémes équivalents obtenus
Conservation de L, ' 2x—y—z =1
Elimination de x dans L, L, &—3L, + 2L, 3y+z =1
Elimination de x dans L, L, « L +L, Jy+z =2
2x+y—z =1
- y+z=1
Elimination de g dans L, L; &=L, + L, D=1
Le systéme triangulaire obtenu n’admet pas de solution ; donc le systdme (Z) n'a pas de solution.

Illustration graphique

M Interprétation géométrique

P, %, et @, sont les plans d'équations respectives :
2x+ y—-z-—1 =0
3x+3y—-z—2 =0
2x + 4y -3 =0

%, %, et P, n'ont aucun point commun.
Etudions leurs positions relatives
?12[2 i 1;—1) est un vecteur normal 2 &,
ﬁz[a : 3 ;—1) est un vecteur normal & ﬁ’é
ﬁ;(z' ; 4 ; 0) est un vecteur normal & &,
Parmi les vecteurs 7y, 7, et i, il n'en existe pas deux qui soient colinéaires.
Donc parmi les plans @, @, et @,, il n’en existe pas deux qui soient paralltles.

pome==s Exemple 4

s - s SR i : N e
‘Résolvons le systéme linéaire suivant, d'inconnue (x; y ;2) : (Z) "{_3_-'-' +3y+3z=1

| ' | e R e _

B Résolution E Opérations élémentaires Systémes Eﬁuivaliants obtenus: |
Conservation de L, 2r—y—3 =

Elimination de x dans L, L, 3L, +1, O 0=7

Elimination de x dans L, L,«L, —2L, i

Le systéme obtenu n'admet pas de solution ; donc le systéme () n'a pas de solution.
Tllustration graphique

B Interprétation géométrique
@, P, et P, sont les plans d'équations respectives :

2.::— y— z—2=0
~6x+3y+3z-1=0
x4+ y+3 =10
@, ®, et %, n’ont aucun point commun.
Etudions leurs positions relatives
n,(2 ;—1:—1) est un vecteur normal & &,
m,(— 6 ; 3 ; 3) est un vecteur normal 4 &,
m,(1; 1; 0) est un vecteur normal a %
On en déduit que &, et &, sont paralldles, &, et@ sont sécants.
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nERE==] Exemple 5 e

. -:|: 4 EIy 33 7
|Resulvnns le systéme lmémra suwant d'm-:unnue (x; B' .z] D:] { R

H Résnlulinn '.D]iérétinn's #lémentaires Systémes équivalents obienus
. ' 2x—-y+z=">5
Conservation de L, Zx-ﬁ H_ g
Flimination de x dans L, L, L, + 2L, 5y - i
Elimination de x dans L L, e— 5L + 2113 =4
2x—-y+z=>5
{ 5 5 — 33’ =19
Elimination de y dans L, L, « L, - 5L, 32z = 224

La résolution du systéme triangulaite conduit & la solution unique : (3;8:7 ).

B Interprétation géométrique Ilustration graphique

@,, P, et @, sont les plans d'équations respectives :
2x— y+ z-5=0
—x+3y—2z-7=0
bx—-2y— z—-8=0

LA et‘@% ont en commun 'unique point A (3 ; 8 ; 7).

* Les systémes ci-dessous admettent chacun une solution unique.
Résoudre ces systémes par la méthode de Gauss.

_ X=y+z=2 E+y+a=—2 —dr+2y—-z=1 x=2y+z.=0
[E,}{ —x+y+E==1 (Z]{z“ y-z=2 [23].{ x+y+z=0 {EJ{ x+y—z =4
—x+2y-z=1 x+3y+z=1 ' dx+3y—2z=3% x+3z =2

pmmmmm Interprétations géoméiriques d'un systéme dans R3
~ Linterprétation géométrique de 'exemple 1, fournit un cas de positions relatives de deux plans non
parallzles. -

— Les interprétations géométriques des exemples 2,3, 4 et 5 fournissen

t des iti i )
trols plans nen paralloles, es cas de positions relatives de

¢ Compléter ces exemples afin qu'ils fournissent tous les cas possibles traduics Soeit it
de deux plans, de trois plans. possibles traduisant les positions relatives

Le tableau récapitulatif suivant décrit le cas général :

(a,b,c,d,a’,b', ¢’ d’ a”, b", ¢" et d” sont des 5 {
ot ont des nombres réels tels que lab.c), (a’,b’c) et (a”b",c”) sont
On a consideré les équations :

ax + by +cz+d =0 L,

ax+by+ez+d =0 L,
ax+by+ez+d =0 L.
On a désigné par 'EIP'I 9" et @, les plans d’é ; ;
' quations respecti .
par () le systeme L, etL,, pectives L., L, L,

par (3') le systdme L et L et L,
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TABLEAU RECAPITULATIF

@ Systéme de deux équations linéaires dans /3

Lensemble S des solutions de (Z) est I'ensemble des triplets de coordonnées des points de @, N P,

== = = = =

Pasitions relatives s _ ; ]
de @ et?, Tlustration graphique Ensemble S des solutions de (%)
B =0 (¥) a un infinité de solutions ;
1T Y2 S est 'ensemble des Irlplets fx; Y z}
tels que:ax + by +cz=d
NP, = | (X) n'a pas de solution ; S =&
. (X) a un infinité de solutions ;
9 NP, = (D) 5 est I'ensemble des triplets de coor-
données (x ; y ; z) des points de (@)

@ Systéme de trois équations linéaires dans R?
L'ensemble 5" des solutions de (') est I'ensemble des triplets de coordonnées des points de

P NP NP,

‘Paositions relatives
de E'Pl, 9’ et FIP

Tlustration graphigue

Ensemble §* ﬂessulu_liuns.de [E’J

P NP,NP,=0

il

(X') n'a pas de splution ; 8’ =@

@ NP NP =14l

(¥’) a uneseule solution :
x5y s 2,)

PNP,NP, = (@)

(¥’) a un infinité de solutions ;
S’ est I'ensemble des triplets de coor-
données des points de (D)

(£") a un infinité de solutions ;
S' est 'ensemble des triplets de coor-
données des points de P,
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pueE== Exernple 1 —
ainh u agal 8z venﬂant les cnnditmnﬁ i =R

i) P de de Té. mférieur 0
Détarmmons la fonction pnljrn m.e{_ 1] _e_gz P(z] ? ot P’ (1] 4 T

Chnix des inconn_.u_es
Désignons par a, b, ¢ les co
Mise en égualion . _
Ona:P(x)=2ax+b {_a—b.+(:=—2

officients de la fonction polyndme P définie par: P(x) = ax* + bx + c.

Les conditions P(— 1) = — 2 ; P(2) = 7 ; P’ (1) = 4 donnent le systéme : (2] gzi ibf‘;c i f

La résolution du systéme (X) permet d’obtenir:@=1;b=2;e=—1

Solution
La fonction polyndme P est définie par: P(x) =x% + 2x - 1.

emmem==1 Exemple 2

\Un potier fabrique trois typescfnffémntsA, B, C de canaris. |
‘Pour fabriquer un canari du type A, le potier a besoin de : 40 kg d’
'bois de chauffage.

IPOI.I]' fabriquer un canari du type B, le potier a besoin de : 18 kg dargile,
‘de chauffage.

‘Pour fabriquer un canari du type C, le potier a besoin de : 70 kg d’argile, 110 litres d’eau, 35 lcg de:
hms de chauffage.

'En une semaine, le potier utilise pour la fabrication de ces canaris : 3 656 kg d’argile, 5 040 litres d’eau.
‘et 1484 kg de bois de chauﬂ'age

Determmer le nombre de canaris de nha.quﬁ type que ce potier fabrique ainsi en une semaine.

argile, 60 litres d’eau et 15. kg_.-ﬂg=

20 litres d'eau et 7 kg de bois

Choix des inconnues
Soit x le nombre de canaris de type A, y le nombre de canaris de type B et z le nombre de canaris du type

C fabrigués en une semaine.
Mise en équation

. 40x + 18y + 70z = 3 656
La traduction de 1'énoncé conduit au systéme : (X) { 60x + 20y + 110z = 5 040

15x + 7y +'35z =1 494

La résolution du systéme (X) permet d’obtenir : x=38 ; y=72;z=12.
Solution
En une semaine, le potier fabrique 38 canaris de lype A, 72 canaris de type B et 12 canaris de type C.

OO Exemple 3

Détermmer une: funntmn pulynﬁme f de degrr. mféneur ou égal ﬁ 3 vénﬁant les nnndzhons 2
gl f{l]] l] pour tnut nnmbre reel x,f{x] x+)“[x- 2]

Cfrmx des inconnues
Désignons par @, b, ¢, d les nombres réels tels que la fonction polynéme fest défi
S =ax® + bx? + ex 4+ d, nie par ;
Mise en équation
— La conditien (1) : f{0) = 0 se traduit par (1) : d = 0,
- La condition (2) : pour tout nombre réel x, S =x+ flx—12)
se traduit par (2’) : pour tout nombre réel *, alx? - (x - 2)9] + b[x2 — (x-2)?] 4 2
c=X.
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IP;:;u; ﬂtiiftegumlm_ei' li{s' 'nnl-nhres réels a, b, ¢ formons trois équations cantenant ces trois inconnues
| -pour cela d'attribuer dans (2') au nombre réel x trois valeurs : x =2 ; x=3;x=4.
. Sa+4b+ 2c =2
On obtient le systéme : (3) { 26a+8b+2c =3
S6a+ 12hb+2¢ =4
La résolution du systdme (3) permet d'obtenir:a=0 ; b= < o= =
Selution . ’

La fonction polyn6me fest définie par : flx) = —i».rz + —éﬁ_x.

mmeEmm Exemple 4

Une usine: fahnqnu trms prudmts tliﬂ'érents Ay B et C La fahnnnhnn d'lu:m m:ute :Ie pmduit néuessitﬂ
5 heures de travail pour A, 3 heures pour B el = heure pour C, |

|L'usu:ua fabrique 100 unités de ces produits pendnnl 100 heures de travail, le nomhbre d umtés du pI‘G-'
fdlut 1;} étant le tiers du nombre d'unités de A. Parmi ces 100 unités, combien d'unités de chaque P"’"
iduit 'usine: fahnque-t—e]le

SRR e e I

B Choix des inconnues et mise en équation Contrainte sur la production

Désignons par Praduction totale de J"usine en 100 heures de tra-
a ls nombre d'unités du produit A fabriquées en | vail : @ + b + ¢ = 100

100 heures de travail La production de B est le tiers de la production de

b le nombre d'unités du produit B fabriquées en | A 1 @ = 3b

100 heures de travail 2
¢ le nombre d’unités du produit G fabriquées en | Systéme de contrainte
Les nombres réels a, b et ¢ sont solutions du systé-

100 heures de travail :
me d'dquations :

Gontrainte sur le temps Eg +.5b 4+ %c =100
(% {

Temps de fabrication, en heures du produil A : 5a b D
Temps de fabrication, en heures du produit B : 3b N o 0

Temps de fabrication, en heures du produit G:% c
Ona:5a+ 3D+ -%— c =100

B Résolution |
‘Opérations élémentaires Systémes équivalents abtenus

f Sa+3b+ -c =100

3
Elimination de @ dans L; L, ¢ —L, + 5L, ) 2b + 'ﬁ'c = 400
Elimination de a dans L, L, &-L, +5L, | 18h — "E-C =—100

[ Sa+3b+ lc =1{i[}

4 2h+ %c =400
125

Elimination de b dans L, Ly« 9L, + L, : =3-¢ =3500

La systdme triangulaire obtenu admet une seule solution ; (12 ; 4 ; 84).

H Solution du probléme
L'usine fabrique 12 unités du produil A, 4 unités du produit B et 84 unités du produit Cen 100 heures

de travail.
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ZExercices/Z

ENTRAINEMENT

p 1 Lespace est muni d'un repbre orthonormé.
Résoudre dans R? les systémes linéaires suivants et don-
ner une inlerprétation géométrique des résultats obtenus,

. x+p+z=1
(1) {ox ay+z=2

[ xXx=2y+3z=1
(2) {Zx—4y+'ﬁz=3_

dx+28y—-2=33
(=) {ﬁx+ 2y+§_z-= 9

2 _ 2 L'espace est'muni d'un repére orthonormé.
Résoudre dans RY les systdmes linéaires suivants et

donner une interprétation géométrique des résullats
obtenus. (On utilisera la méthode de Gauss.)

X+2y+z=3 X+2y+2=3
(1) § —x+y+2z=1 {2) {Sx.—y+-z=ﬁ.
BJx—-3Ay—bz=12 2x+4y +2z= 2

(T+2y—z=1 x—y+22=3
(3} 1 —x—y+3z=-3 [4}{2x—y-z=?

—2¢x-3y+4dz=—4 ~X+y—-2z=2
2x—-y+3z=-2 x=2y-2=1
(5) {Zx—.2y+42=—3 (6) 43x—-6y-3z=35

—4xr+3y—7z=1 2e 44+ 22=-2

3 Résoudre dans R? les systémes lindaires d'in-
connue [x ; y) suivants :

2lne—Iny =0 Inx—2lny =3
(5 fanee Iny = 3 @ {anr ~lny=1

B On considere dans B2 les systdmes linéaires
suivants :

zx—!’l:ﬂ. -2x—y=3
(1) {a.n:+2y=:4 (2) {2‘:-—9:2
X+2Yy=m X=y=m

ol m est un paramétre réel.
Délermingr m pour que chacun de ces systémes
linéaires admettent au moins-une solution.

5 Déterminez les valeurs du nombre réel m telles
que chacun des systémes suivanls ait une seuls solu-
tion, puis aucune solution, enfin plusieurs solulions,

mx+y+2z=3 X+yg+mz=1
(1) {x+ my+z=1 (2) {'3.\:+ dp+2z=m

x+y+mz=1 Zx+3y-z=1
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. 6 Une section d'un jardin Zoologique contieny
des thinocéros, des antilopes et des serpents. On comp.
te 13 tétes, 14 cornes et 32 pattes. Combien de bétes de
chaque espice y a-t-il 7

7 On considere ls systéme linéaire suivant :
{xmy+z=4

2r+y—2z=1
Dans l'ensemble des solutions de ce systéme existe-t-il :
g) des solutions dont les deux premibres composantes
sont égales ? |
b} des solutions dont les premiéres composantes sonl
égales A la troisitme ? )
¢) des solutions dont les trois composantes sont posi-
tives ¥

8 Déterminer des nombres réels a et b tels que :
pour tout nombre téel x différent de 2,
x+1 a b

(x—2F " x-2 Te-2p

9 Détermirer trois réels a, b etetels que:
pour tout nombre réel x différent de — 1,
1 bx [

= + —
{1+ax)? 1+x (1+xP

10 Déterminer une fonction polynéme P du troi-
sitme degré tel que : : B
P1)=P(2)=P{1)=—1 et P(3)=8.

11 On considare la fonction fdéfinie sur R - {1

pacs ac® + be + ¢

e =—"r0—
On désigne par (€] sa représentation graphique.
Déterminer les nombres téels a, b et ¢ tels que f/(3) = i

et.que (4) admette pour asymptéte la droite (D) d’équa-
Hony=x+1.

“ 12 Le plan est muni du repre orthonormé (O, 1. ]
On considére les points A(-1; 2), B(2 ; 4) et Cf4 ; 2).
1. Déterminer les nombres réels a, b et ¢ pour que le
cercle d'équation

g ractby+c=0
soit circonscril au triangle ABC.

2. Préciser le centre de ce cercle.
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Statistique

La corrélation entre deux variables stafistiques a une frés gran-
de importance car son ulilisation permet de mefire & jour les fiens
cachés de causalité dans certains domaines comme la génétique,
I'épistémologie, I'offre et la demande...

Un domairie privilégié d'application des séries statistiques & deux
variables est celui ou I'vne des variables est le temps. On obtient
ainsi des séries chronologiques dont I'importance est considérable
en économie.

Deux variables statistiques étant en corrélation linéaire, on vfilise
plusieurs méthodes d'ajustement.

la méthode d'cjustement par moindres carrés est aftribuée @
Carl Friedrich Gauss et au mathématicien frangais Adrien Marie
Le Gendre.

Adrien Marie Le Gendre
mathématicien frangais —

Carl Fiedrich Gauss
mathématicien, physicien .
et astronome allemand — 1777-1855. i 1752-1833.
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—J1.1. Séries statistiques doubles

L'étude des séries statistiques & un seul caractére s'avére insuffisante lorsqu'il s'agit dfa certains Phéng.
menes aléatoires dépendant d’au moins deux caractéres. Dans ces cas, on est contraint de considere,
simultanément les caractéres mis en exergue,

Toutefois, dans le cadre du programme de la terminale SE, nous allons gibl_er LioLEe étude SUE les s¢rigy
statistiques a deux caractéres quantitatifs appelés variables statistiques. Ces couples de variables Statis.
tiques sont représen

| tés sous forme de tableaux statistiques 3 deux dimensions souvent dénommegg
tableaux & double entrée,

Icll}onnuns deux types de représentation de séries statistiques & deux caractéres ou séries Stﬂlisliqueg
oubles,

BRom=m Série stafistique double [cas discret)
Exemple 1

On considere les notes obtenues en Mathémati
mission en premiére année de BTS K

B Tableaux linéaires

Le dépouillement et la mise en ordre des données nous fournissent une premigre représentation de la
série statistique 4 deux caractdres sous forme de tableaux linéaires.

ques et en Physique par 25 candidats au concours d'ad-
lectrotechnique Appliquée.

TaBLEAU T

'_andi,datraaanszlJKLMNGPQRSTUVW".?

heSe (6| 9 (13| 9 [10|11] o |11 12|14 [6]11 12| 7 | 9
Noted
Phygiae | 11

1211416 |11 |12|12]10| 8 | 9 [19
131-é1391n13109?-8139-413'11

48 (13611 9]17|13|11

2 candidats ont 10 en mathématiques et 9 en physique
Désignons par :

— & la population étudiée c'est-2-dire I’ensemble des 25 candidats,
—X le caractére « note obtenue en Mathématiques »
—Y le caractére « note obtenue en Physique »
— My, I'ensemble des modalités du caraclere X
— M, l'ensemble des medalités du caractere Y
On aalors : _
~My=16;7:8;9;10;11; 12313714316} ; My=1{4;7;8;9;10: 11 112513 514:16;17)
—X(B) = 9; X(F) =11 ; Y{A) = 11; Y(C) = 12
— 'effectif de la modalité 9 du caractére X est 5
—la distribution ou série statislique associée au caractdre Y est définie par le tableau ci-dessous.

Candidat | A [ B |C{D|E|F|G|H|I|J]|k|L]|mIN]le

Eﬁ%g& 1|13)12)13[ 9 [10(13[10(9 7|8 |13|9 |4 |13[11[14] 8 [13]76[71 9

* Déterminer :
- X(H) ; X(T) ; Y(L) ; Y(O)
~ 'effectif de la modalité 16 du caractere Y.
— la distribution statistique associée au caractdre X,
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Ml Tableau & double enirée

Le tableau linéaire I suggére un deuxidme type de représentation de la série statistique 2 deux caraclares.

par un tableau & double entrée qui supprime Videntité des candidats c’est-a-dire des ¢léments de la
population étudiée.

TasLEAu 11
w e | e s e [ e A e |
5 0 1 0 1 0 0 0 0 0 0
i1 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
i 0 | 6 |0 | o o | o | 0 | 0 | o 1
2 0O o [ o o[ e o 1o 1] o
10 0 0 0 0 0 9 0 0 0 0
11 ! 0 0 o [ o 0o | 3 0 | © 0
12 0 0 o [ o[ o o o | 1 0 | o
1 2 0 0 5 0 g 0 0 0 0
14 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
il 2 0 0 0 0 0 1 0 0 0
5 0 | o | 1 o | o | o | 0] o | ¢ | o

2 candidats ont 10 en mathématigues et 3 en physique

H Interprétation du tablean a double entrée
Point de vue algébrique
— Dans le langage des ensembles, le tableau II représente le produit cartésien My x My des deux
ensembles M, et M,. i
— Dans le langage fonctionnel, I'application ¢: # =R xR
o> (X(a] ;Y(u]')

génére le tablean Il qui représente I'image de P par l'application ¢ c'est-a-dire ¢(%).
Point de vue statistique .
Dans chaque case du tableau & double entrée est inscrit le nembre d’antécédents du couple correspondant,
par I'application . En statistique, ce nombre d’antécédents est appelé l'effectif du couple considéreé.

— I'effectif du couple (10 ; 9 ) est 2

— 'effectif du couple (16, 17) est nul

— 1'effectif du couple (9, 13) est 5

— I'effectif du couple (11, 13) est 2.

Remargue

Les tableaux linéaires I ont permis d’obtenir le tableau a double enirée II. Réciproquement, nous verrons
plus loin que I'on peut déduire du tableau I, a double entrée, la série statistique associée au caractére

X et celle associée au caractére Y.

H Séries statistiques marginales _
A partir du tableau II, on déduit par simple lecture que : . | |
— le nombre de couples ayant pour premier élément 10 eat 2, ce qui signifie qus V'effectif de la moda-

1ité 10 du caractére X est 2, . _ o
— le nombre de couples ayant pour second élément 13 est 7, ce qui signifie que I'effectif de la moda-

lité 13 du caractére Y est 7.
11 est donc possible, & partir du tableau a double entrée 11, de Teconstituer les séries associées respecti-

vement aux caractéres X et Y. _
1l nous suffit de compléter le tableaun & double entrée Il en mettant en évidence d'une part les effectifs

des modalités du caractzre X, d'autre part, les effectifs des modalités du caractére Y.
On obtient le tableau I d’oi 'on pourra déduire la distribution statistique associée 4 X et celle associée

a Y- - » ma
Ces séries sont appelées respectivement série marginale associée 4 X ou de caractére X et série margi-

nale associée a Y ou de caractére Y.
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o e e e o R R
i ol 1o 1o o] o001 0] e
7 0 0 | o0 0 | © 0 0 0 1 0 [ 1 |
8 o | o | o o | o 0 0 0 | 0 L
9 0 0o | o© 0 2 | © 1 0 1 0 | 4 ]
10 0 0 0 0 | 0 ) 0 1 0 0 3|
11 1 0 0 0 0 0 3 0 0 0 5
12 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 1]
13 0 0 0 5 0 2 0 0 0 0 L
14 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 1
16 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 1
17 6 0 1 0 0 0 0 0 0 0 1
| 9 1 e Fag e hi e =5 2 3 |
Tableau linéaire associé a X
Xy 6 7 8 9 10 | N1 12 | 13 14 16
mo| o 1 1|6 | 2| 4 | s 2 3 1
Tableau linéaire associé 8 Y
U 4 7 8 9 10| 11| 12| 13| 14| 16 17
n; 9 1 1 4 3 4 1 7 1 1 1

Série statistique double (cas du regroupement en classes)
Exemple 2

Le service du personnel d’une entreprise a fourni la répartition suivant 1'age et la rémunération men-
suelle en FCFA de ses employés en janvier 1990,

On désigne par X le caractére « dge » et par Y le caractére « rémunération mensuelle ».
B Tableau a double entrée (avec regroupement en classes)
Les résultats sont regroupés :
- en classes d'amplitude 5 ans pour l'age ;
— en classes d'amplitude 10 000 F CFA pour la rémunération mensuelle.
Ces résultats sont alors représentés dans le tableau a double entrée ci-dessous,

TaBLEAU TV

My M |120; 941|195, 30t (30 351|135 ; 401|140 45|45 ; 501150, 55¢] 555 et
(70000800000 | 207 | 121 [ 3 | 17 | 0 | ¢ | 7 | 3
[80 00C ; 90 000{ 302 | 461 | 513 | 103 | 86 6 10 0
(90 000 ; 100 000[ 18 | 526 [ 682 | 567 | 613 | 431 | 105 60
[100000; 110000{ | © T | 342 | 998 | 416 | 480 | 996 | 37
110 000; 120 UDU[ ¢ 1 3 182 o007 963 08 18
[120000; 1300001 | O 18 09 13 19
(1301000 140000 | 0 1 14 s -
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B Séries statistiques marginales

En indiquang par une colonne et une ligne supplémentaires le centre de chaque classe et en pr océdant
comme précédemment, on cbtient le tableau V.

TaBLEAU V
centre de chaque classe —> '
l 20 | 97,5 | 395 | 375 | 495 | 475 | 525 | 575
My M |120; 241|195 30r 130, 35¢ (35 ; 4o |40 ;45¢ 145 501 150 £ 5 155 608

'j"‘{S'bt!b. [70000,800000 | 207 | 121 | 38 17 10 9 7 3 | 405
85000 | [80000; 900000 302 | 461 | 513 | 103 | 86 6 10 9 | 1483
__’.-Qﬁ.ﬂ_nb | [90000; 1000000 | 18 526 | 682 | 567 | 613 | 431 105 60 | 3002
105000 | [100000;1100000 | © | 111 | 342 | 998 | 416 | 480 | 996 | 37 [ 4310

| 1151000 | [110000; 7200000 | 0 1 3 182 | 207 | 263 08 18 | 792
195000 | [120000;130000( | o0 0 o [ 18 | 22 [ 13| 12| 5 | 70
135000 | /(1300001400000 | O 0 0 1 14 6 7 5 | 33

527 | 1220 | 1578 | 1186 | 1388 | 1201 | 465 | 130

Ce tableau donne les deux séries statistiques marginales :

— Série statistique marginale associée au caractére X (en tramé couleur clair)
— Série statistique marginale associée au caractére Y {en tramé couleur foncé)

r @ est une population d’effectif N, sur laquelle sont définis deux caractéres X et Y,
g 5--1.'pl Fensemble des modalités du caractére X, noté M,,
{y, 5y, . i y,,) U'ensemble des modalités du caractére Y, noté My,
¢ I'application de P dans R x R définie par ofa) = (X[ci) ;_Y[Dt]).
x; et y; deux modalités respectives de X et'Y. '
On appelle effectif du couple (x; ; yj] le nombre d’'antécédents de ce couple par 'application . Cet
' effectif est noté . ,
On appelle série statistique double de caractére (X ; Y) I'ensemble des triplets (x; P Y

WE XETCiCe BT o i s o

1.0 Au cours du dernier Irimestre 1998, un supermarché d'une capitale d'Afrique a dénombré les téléviseurs
de marque A et de margue B qu'il a vendus dans six secleurs de la ville,

Les résultats obtenus sont consignés dans les lableaux linéaires ci-dessous :

Murmnéro du secteur 1 g 3 4 5 b
Nombre de téléviseurs de marque A vendus. x; | 6000 | 3000'| 9000 | 4500 | 4500 | 9000

Nombre de télévisewrs de marque Bvendus i | 3600 | 1800 | 4500 | 2950 | 1800 | 4050

1, a) Ecrire I'ensemble des modalités du caractére X noté M.
b) Ecrize l'ensemble des modalités du caractére Y noté My.

2. g) Déterminer la série marginale associée au caractére X.

b) Déterminer la série marginale associée au caractére Y.

4. Ecrire la série, double de caractre (X ; Y), chaque couple de modalités ayant pour effectif 1.

4. Donner la représentation statistique double dans laquelle figurent les séries statistiques marginales asso-
cidesd Xeta Y, B

5. Caleuler la moyenne X de X et la moyenne Y de Y.
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_ ; ¢ & série statisti

1.2 oints associe a une ique

_ Nuage de p - 1as ensembles My et My des modelités de X g1 v . - QUY
Reprenons I'exemple 1 et considérons 1 Y. 1&

M, = 6, 7, 8, 9,10, 11, 12,13 1% 16 5 My= IS Eljf’ 1‘;’4.11;1' 12,13, 14,1
Désignons ﬁu % la représentation graphique du produit cartésien My x M, dans le Plﬁn'm“ni"d'un

rth . | : i
On :ﬁﬂﬂe Peffectif d’un élément quelconque de Mf_; x My ost f“““mfgf o tableay 1y, Ty
Considérons alors la partie de F telle que thlqw 8 ﬂ_mﬁnt c”g:@ﬂ‘;‘;ﬁ »U';I{ljcquple de ¢ :

fectif non nul. Cet ensemble de points constitue un « NUAge A& P nt nous allgpg dugﬁiﬁﬂ'ﬂi

représentations. §

6, 17)

Définition - .
X et Y sont deux caractéres définis sur uﬂe'pnpnlaﬂn:t 9-,
' {_-1"1:'.: X, 5 e 31 Y'ensemble M, des modalités du c,arat:tm:e X,

Wy ygs e y,} 'ensemble My des modalités du caraclere Y,- .' h

& 1a représentation graphique de M x My dans le pl:an muni d'un r.BPm orthogonal,
on appelle nuage de points associé a la série statistique dt.;mhl_e de’caractére (X ; Y) Ia
dont tous les points ont un couple de :_r;u_c_lrdqnnées (x; 5 yJ] d Bﬂ.l_!?f:lf gnn nul.

Pﬂlﬂg des

age par un diagramme cartésien

mmmes=n Représentation du nu |
‘Dans notre étude, nous faisons la convention de ne représenter que les points dont les couples gg gy,
données ont des effectifs non nuls. On obtient alors une premigre représentation de cet ense mhlad,;

points du plan appelé « nuage de points » associé a la série statistique double de caractére (X ; y)

17 L e °

T3 IR -:' ------------- -©

15 |- i

O S

[ e I

(/2] I i‘-l i

) BRI S 3 S

] I et L

L e H Lt-&q

4 A W A

7 forespmemmsessens e e I

6 f oL b

5| EEEERE R

s b E 1

3t P A ATl

2 SRR B RS

LF T . ]
WIETES SR LR R N e

6l 1 2 3 456 7 8 9 1011 1213 1415 16 17 18

mmpemsm Représentation du nuage par un ensemble de points pandérestédw
La premidre représentation du nuage ne tient iy oint; €25
Peffectif du couple de coordonness. . _pas compte du « poids » de chaque P o
Par convention, on indiquera & droite de chaque point du nuage l'effectif de son couple de coof

I'ensemble de points obtenus est appelé ensemble de points pondérés
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Calcul pratique du rayon d'un disque

« Choix du rayon du plus grand disaB® .o qont

On choisit le rayon du disque centré aux pol

slevé, Dans le cas présent, t:?e_slt..ie'cuu
Pour ce couple (9} 13) on a chois! 0,8 cm

e Calcul du rayon d'un disque (exprimé ex cm)
Soit r le rayon du disque 2i:e.IﬂIi?t sur le poil
L'aire de ce disque est 7tr-. o .
Les aires étant pr_c:-poﬂicm_nalles aux effectifs , ona:

ple (9 ; 13) dont
comme rayon

t dont le coup
x(0,8) _

5

les couples de coordonngées ont |
'effectif est 5 qui convient,
du disque centré en ce point,

s Dressons le tableau dnnna'ilt_lf‘ﬁ'- ray
o D
‘Rayondu disque(encm) | 036 0,51 0,62

Bemarg ue

Le choix du rayon du disque centré au point dont le cou

fait en fonction de la réparti
joints.

1.b Reprendre I'exemple 2 du paragraphe: 1.1.
Chaque classe étant remplacée par son centre,
représenter le nuage de points ass ocié A la série
statistigue double,

a) par un ensemble de points pondérés ;
b) par un ensemble de taches.

1.c  Le tableau suivant présente trois séries statis-
liques (x), () et (z). On considére les séries
statistiques doubles (x, ; y)) et [x; ; z).

276 Sstatistique

sl xercices mppr T s SR

le de coordonnées a pour effectjr
n,
o2 don: r=0,4 /R
n’ F TS 5

ons des différentes taches :

ple de coordonnées a Teffectif le pyg 4, .
ition des points du nuage de facon que deux disques quelcongy 95'501'&;:;!-5

39

Xj 1.7 19 Q5 o7
v | 105 | 9 | 80 | 75| &
Z 110 | 8 | 75 | %

3

1. Déterminer le nuage de points associé 3che
cune des deux séries doubles.
2. Calculer les coordonnées de leurs poini

moyens respectifs G, et G,.

g
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-Alustement-et corrélation-|

»

=l =S 4 b A, e
e e e e L8 A

—2.1.. Ajustement

mppmmmm  Présentation

Dans nolrg-étude. les variables statistiques considérées sont discrétes. Ce choix est justifié par le fait que
tous les raisonnements effectuds sur celles-ci s'étendent sans difficulté aux séries doubles regroupées en
classes ; il suffit, dans ce cas, tant pour les calculs que pour les représentations graphigues, de rempla-
cer les classes par leurs centres respectifs.

B Objectif général de I'ajustement

Lors des représentations graphiques des séries statistiques & deux variables, les nuages de points asso-
ciés peuvent revétir une configuration assez régulidre (droite, parabole, stc.)

Dans ce cas, le_- statisticien essaie d’ajuster la série stalistique représentée c’est-a-dire de substituer aux
effectifs (ou fréquences ) effectivement observés des effectifs (ou fréquences) calculés 2 'aide de certains
procédés que nous allons développer. '

B Ajustement graphique i
I s'agit de tracer une courbe simple et régulidre qui épouse le mieux la forme du nuage associé a la série
statistique double étudiée.

Exemples
* Dans la figure 1, on peut penser en premidre approximation qu'il est possible de tracer une droite qui

passe le plus prés possible de ces points.
On dit alors que l'on a un ajustement affine ou plus communément un ajustement linéaire.

* Dans la figure 2, un ajustement affine ne convient pas ; on a pensé & « approcher » le nuage par une
parabole.

figure 1 figure-2
Dans les exemples précédents, on constate l'existence d’un lien (en statistique on dit une corrélation)

entre les points, donc entre leurs coordonnées (v, ; y). )

Il n'en est pas toujours ainsi car il existe des nuages dont les points snnt.dispersé_s de fagon quelconque,
c'est notamment le cas ot il n’existe aucun lien entre x, et y,, par exemple x; est la taille et y, le nombre
de fréres et sceurs d’un individu d’un groupe donné.

On dit que les deux variables sont indépendantes.

Les deux exemples ci-dessus suggerent, pour 'objectif visé, les deux démarches suivantes :

— rechercher la forme générale de la courbe d'elljustement .
— déterminer une équalion de cette courbe d'ajustement.
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B Ajustement graphique affine ou linéaire

Exemple : _ s .
Consit}ljérnus le tablean statistique ci-dessm_]s dans lequel I:s effectifs sont désigngs Par
étant, sur les représentations graphiques, portés en ordonnées. i+ Ceg eﬁ?"ﬂi[,
E .‘r i 9 4 6 7 8 9 i 13 15
-( el
g | 8 |10 | 12| 13| B | % |57 | 8
o 181
La représentation graphique de cette série statis- N
tique est constituée de neuf points et un ajustement 15k
affine semble indiqué. _ :II% -
Tracons une droite (A) passant « le plus p.rés pos- 1ok
sible » des points de ce nuage puis déterminons-en -
une équation de la forme y = ax + b L
En écrivant que (A) passe par les points M(8 ; 13) et 8r
N(15 ; 18) on obtient le systéme : E
{ Ba+b=13 :
15a+ b =18 B
Une équation de (A) est dong ; 5x—7y + 51 = 0. B
Conclusion MR d7eg W

tant donné une série statistique double, lorsqu'il est possible de trouver une
droite (A) qui passe « le plus prés possible » de tous les points du nuage repr
on dit que (A) est une droite d'ajustement du nuage de
ne (ou linéaire) du nuage de points & la draite (A).

quation carlésienne d'tne

gsentant cette sérig,
points ou que I'on a effectus un ajustement af.

Point moyen d'un nuage représentant une série double

Lorsque la forme du nuage permet de conjecturer un ajustement affine de ce nuage, il est intéregsani,
avant de tracer cette droite, de placer le point dont I'abscisse est la moyenne arithmétique des abscisses
x,; et 'ordonnée la moyenne arithmétique des ordonnées Y

Définition”

On appelle point moyen d'un -':ii:la"ge de n pnin'ts M, ;ig?- coordonnées (£

J le point G de

]

i

| coordonnées (x; ; y.) telles que : xg=F=

.;I,.L

S el

Exemple
Reprenons I'exemple précédent.
Ona: xg=52+4+6+7+8+9+11413 4 15) = 75, .

9.
582%{a+1u+12+13+13+14+15+17+1aj=1 0

2
9
Le point moyen est G (?—95 3 lﬁé—“).

7 /'JE xercice ~
2.a  Le tableau suivant donne les résult

gt
o rupt
als & partir de 10 essais da | ire concernant la charge d
d'un acier en fonction de sa teneur en carhone, ais de laboratoire ca i

Tenelr en carbone x; 70 60 68 &4 66 4 &2 70 nﬂ

Charge de rupture i, (en kg) 87 | 71 70 74 79 80 75 B& ﬂ o
: : s = duntl
1. Représenter graphiqueme

nt le nuage de Points de con Jan muni o
2 : E A8 de coordonnéos [x, ; y,) dans le p tque

orél:rnnunné d'origine le point représentant o couple (60 ; 71) du {t;.blg;u ot d'unité grapnid®
mélre, e '

2. Calculer les coordonnées dy Point moyen G dy nuage

Q78 statistique



2.2, Ajustement affine par la méthode de MAYER
mumsmm Principe de la méthode

{{B:;‘Z“;?EI’BSBZ&??;: a fljustgr est partagé en deux parties disjointes E, et E, de méme effectif dans

ﬂints g ElllI; & it Gprsse;tent. Les dreux parties E; et E, sonl alors remplacées respectivement par les
p il dg ! 2 €8s nuages qu'ils représentent, (G,G,) est une droite d’ajustement dont il est
facile de determiner une équation cartésienne, on 'appelle la droite de MAYER.

Eemargue

La droite de MAYER passe par le point moyen du nuage.
Exemple

[Uns entsepise fbriqu ef vend des otsde pompes & inection Gl
. Le tableau ci-dessous donne le pourcent le pompes i injection d ui panne au |
e s eI P ntage y de pompes i injection d’un lot qui ont une panne au |
i: (Chaque couple de modalités (x; ; y) a pour effectif 1). .
| Déterminons la drolt_g dehMYER ﬂim_itant le nuage de points qui représente cette série double.

i| Nombre x; de semestres 1 9 3 4 5 & 7 i 9 a |
]

Pourcentage y; 0 2 4 8 11 14 17 20 93 97

i

| y

¢ il
']

N T B e S i BT
T = L TR Y. o we -~ - e

Nous avons un ensa_mbl‘e de dix points & ajuster que nous partageons en deux parties E, etE,.

E, : ensemble des cing premiers points de coordonnées (1;0), [2; 2), (3:4); (4 ; 8), (5;11 ) de point
moyen G,.

E, : ensemble des cing autres points de coordonnées (6 ; 14}, (7 ; 17), (8 ; 20), (9 : 23), (10 ; 27) de point
moyen G,. '

Calcul des coordonnées (x; ; y,) de G, '| Calenl des coordonnées (xy: y,) de G,
. 1+2+3+4+85 _B+74+8+9+10 _
1= = =3 x, = : =8
0+2+4+8+11 14 + 17 + 20 + 23 + 27
5’1 = 5 —_ 5 y’z = 5 = 20.2
Calcul des coordonnées (x; ; y;) de G, point moyen du nuage.
3+ 8 : _b+202
Xg= o =55 Y= — =12,6
7

23

Les points moyens partiels G, et G, des
deux nuages partiels E, et E, sont : 20 et i

G, (3;5) et G, (8 ; 20,2).

17 F

La droite de MAYER est la droite (G;G,) F
dant une équation cartésienne est : 4 _

y = 3,04x — 4,12. i T

La droite de MAYER passe par le point o

mayen G(5,5 ; 12,6 ) du nuage.

* Justifier.

LI

o~ ] DRSO SR

I R e o

o -

9 10

o =
|
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_2.3. Ajustement affine par la méthode des moingre, -
y

mmmm=mn Meilleur ajustement affine

; $2 T craed ol i ‘ajustement d'un n
L'étude précédente montre qu'il existe plusieurs droites d’ajus - tig
Cela pose le probldme suivant : de toutes les droites d’ajustement du nuage d
réalise le « meilleur ajustement » 7

Be: ﬂ;ﬂnné_
onng; Quellg s -
B
Ty

B Mesure de Vefficacité d'un ajustement affine
(A) est une droite d'ajustement d'un nuage d'équation y = ax + b. M
A chaque madalité x; du caractere X correspondent :
- une modalité y, du caractére Y telle que le point de coor-
données (x, ; y) appartienne au nuage.
— un point de fﬂ.] de coordonnées (x; ; ax, + b).
Si le point considéré n'appartient pas @ {A) alors le nombre B s s
[y; — (ax; + b)] est non nul. e

* On dit que la somme de tous les nombres “gj[y ~ (ax, + b))?
oll (x; ; y,) est le couple de coordonnées d'un point du nuage et m,
Yeffectif de ce couple, est une mesure de 'efficacité de l'ajuste-
ment.’

B Meilleur ajustement affine o
De toutes les droites d’ajustement d'un nuage de points associé a

5o ¥ aw. . i . C a il > : _‘_—__-—-_‘-'-—_
une série statistique double, celle qui réalise le meilleur ajuste- O x; "
ment est telle que la somme des nombres nyly, — (ax; + b)J? est -
minimale,

Comment déterminer les coefficients (ou parametres ) e et b qui minimisent les nombres ny [y, ~ (ax + by
La méthode d’ajustement que nous allons exposer nous fournira la solution du probléme posé,

m==m Ajustement et corrélation linéaire par la méthode des moindres carrés

H Droites de régression

Définition! 2 L RN A

» (A) est une droite d’ajustement, M, (x; ; yQ un point du nuage, A; le point de méme abscisse x; quel;
situé sur la droite (A) d’équation y = ax + b.

On dit que (A) est la droite de régression de Y en X lorsque la somme :‘EM,A,’ est minimale
13 n =1
(avec LMAF = X[y, - (ax;+ B)?).

* (&) est une droite d'ajustement, M, (x; ; y) un point du nuage, B; le point de méme ordonnée J; W
M; situé sur la droite (A’) d’équation x=a’y + b’

' On dit que (A") est la droite de régression de X en ¥ lorsque la somme iMIBf gst minimale.
i - 1=1

’ (@A) i i(a-.'}
ﬂ-r;"'b .___,-r!'
] B
% g Bt
i
7
© o O a’y+ b &
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B Covariance d’une série statistique double
L4 définition de la covariance permet de donner une écriture simplifiée de la droite de régression.

Définition ARSI
@ est une population d’effectif N.
X et Y deux caractéres étudiés sur la population %,
= R x,) I'ensemble des modalités de X, |
TR Y} 'ensemble des modalités de Y,
Xla moyenne de la série de caractére X,
¥ la moyenne de la série de caractére ‘i’.
n;; 'effectif du couple de modalités x u)-
On appelle covariance de la série stzalisl:ique double de caractére (X, Y) le nombre réel :
n.x: 1,

(L]

=i ~X ij, noté COV(X,Y).

XXy,
e

Ona COVEX 1 0= Fl}' E“y':xi—ﬂ[yﬁif] = - XJj, on note aussi COV(X ; Y) = Ogy.

B Principe de la méthode des moindre carrés
On considere une série statistique & deux variables X et Y que nous supposons 8tre-a priori en corréla-
tion linéaire,

¥
L'ajustement de la droite de régression de Y B b e s s e A qj ?ﬂJ
en X par la méthode des moindres carrés /I/ :
consiste & retenir parmi toutes les droites du 1 '1‘ PIS E
plan celle pour laquelle la somme des carrés PO SRR ST :
des écarts e, est minimale, t - : ;
(Voir le graphique ci-contre.) )/1 :

REI"I'IELQ ue o

L'ajustement est d'auiant meilleur que les points M, seront proches des points A; d'oli appellation
« méthode des moindres carrés ».

B Fquation de Ia droite des moindres carrés |
Nous allons montrer qu'il existe une seule droite {4), (donc un couple unique (@ ; b)) telle que la somme

des nombres n [y, — (ax, + b)]? sail minimale.
» Recherche d'une fonction de a et b d minimiser
Considérons la droite (A) d'équation y = ax +b.
GCalculons la valeur des écarts e, des poinls observés & cette droite, mesurés parallélement & I'axe des
ordonnées : -
e, =y,—ax—bpouri=12,.,N. | e ’
En désignant par S(a ; b) la somme des carrés de e, on oblient : S{a 1 h) = .%1313 = E,Jy;_ ax, — b}
La notation S(a ; b) adoptée pour la somme des 'canés des éca.rts atteste que cette somme est_una fonc-
tion des coefficients a at b de la droite (A). La droite das moindres carrés correspond aux valeurs des
coefficients a et b qui rendent minimale cette quantité. Déterminons ces valeurs de a et b.
s Déterminons pour a fixé la valeur de b qui minimise S(a ; b}
Sﬂilf: RoR N
b f(b); f(D) =Elfy,-tlr¢rblz |
fest une fonction polynéme du second degré donc dérivable sur R.
Si fadmet un minimum, alors f'(b) = 0.
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N --b:
Ona: f’[b):-z!%[!h;ﬂx’ g N{;:U
=0 o Lu-oxh A

fp=0 & Zh 05

(1)

d'otr : i : C(F 57 ’
droite des moindre carrés passe par le point moyen G¥; ) du Nuage d'Ep

expression de S(a ; b), on obtient :
]z = E[fﬂg - ) —alx; _.f]]z
pa;:iel de S lorsque a est fixé.

.
Ce résultat prouve que la : "
Substituons cette valeur de b dans
N
gla) = g-l[y, - ax,— G- a%)
gla) est 1a valeur du minimurm

» [ - . a}
» Déterminons maintenant la valeur de qll{liml;ﬂéﬂél;iﬁfﬂ%{ g
g est une fonction polynome du second degré don :

Si g admet un minimum alors g'la) = 0.
Ona: gla)=—2 3t ~B| (5~ 1) - b= ]
gla=0 o 3 (-l -7 -alz - =0

N
& Llr -l -P-alx T =0

N
2E5-9-9 o cOVEY)

= = (2)
(oy)? V(X)

donc : a=

g [x; _E}z
i=1

P est une population d’effectif NI,
X et Y deux caractéres étudiés sur la population @,
{x; 5%, 5 i ; %} 'ensemble des modalités de X,
{Y1 i1z 5 = i 4} Vensemble des modalités de Y,
x la moyenne de la série de caractére X,
§ 1a moyenne de la série de caractére Y,
n; I'effectif du couple de modalités (x, ; yh
V{X) lIa variance de la série de caractare X,
Cov{X ; Y) la covariance de I3 série double de caractéres X et Y.

Si le nuage de points associé i la série double o1l M, e nn rdh
) e " Jes va

alors, il existe une droite d'ajustement

. " ; . ‘us!ﬂfﬂﬂl
de ce nuage. Elle a pour équation : (4) du nuage et une seule qui constitue le meilleur

Oxy

l'.]'._=:—-__. = —

R

Cette droite (A) est la droite des

¥
. dl
: main, s ¢ P
point moyen G(¥ ;) du nuage, dres carrés gy ass

droite de régression de Y en X j elle P
. » 4 - ? { uné
d'équation x=a'y + b’ ayee C = Oy droite d ajustement (A') du nuoage ®

fﬁﬁrlz '; = X-a'y ]'EJT"

F .
;:re :?115“ ;i ®XenY;cestla droite pour laquelle Ja mesur?
Passe par le point moyen GF.?; ) auage

Cette droite (A') est Ia droite

cacité de I'ajustement eg| m‘i&a e

nima

282 statistique



B Exemple
[ gvolution de 1985 2 1089 dit salaire hotaice maven dies cecics dun o s
ot ot 29 Qu salaire horaire mayen d ier, dans un pays en voie de dévelop-.
E:l?_l?__ﬂiﬁl!!'d.;'?m.l_.él_'_.!!?,i-_gol_lflgnée dans le tablean ci:szB'uusfln OuvEler ddns un poye dnvele fle 6V :'P'-:'
5:m@;?ﬁf:?ﬁsﬁnlm]]uqugmmt les variations de ce salaire horaire moyen. : oy
téslemle “g’€ le nuage de points obtenu par une droite dont on déterminera une équation car-
ff:'?!]. .:‘."‘*I“S.:l‘_’r;'g le nuage de Points par la méthode des moindres carrés.
4’,’IE11 admeftant que cette évolution se poursuive, donnons une estimation du salaire horaire moyen
/d’un tel ouvrier en I'an 2001. ' - : A
| e 23 B i ] .'
'} il 1985 | 1986 | 1987 | 1988 | 1989 | 1990 | 1991

!

4 Salaire horaire moyen en FCFA | 1650 | 1760 1930 | Q090 | 9990 | 9450 | 9530

e e A Py S i S T B P B T
e P A T O e I —— i
5= c s e i e A s Sy e S

1) RePll-és;entatiun 5raphigue-des variations de ce salaire horaire moyen
On désigne les années par leurs rangs ; 'année 1985 aura
lerang 1, 'année 1986 le rang 2, et ainsi de suite...

2) La droite d'ajustement passe par les points. =0
3. (1.
Al 3 170) et B(1 ; 162). | 2300
On obtient une équation de la droite (AB): y = 16x + 146,
3) Tableau des calculs 2100
A | W [ B F| YT - Dy - P (- FF
T | 1650 | -3 |-430| 1290 9 L
9 1760 | —2 -390 440 4
3 1930 | -1 |-150 150 1 1700
4 9020 | 0 | -60 0 G
5 | 2990 1T | 140 140 1
6 | 9450 | 2 | 370 740 4 1500,
7 9530 | 3 | 450 1350 9
98 (14560 O 0 4310 o8
DDE:.E:%:*{;E:IQEBID:ZEEH:
2, =)y, — ' T
d'oti: a= i s 42;“ ~ 153,92 ; b= j—a¥ = 2080 - (4 x153,02) = 1464,32,
'E{Ii - x)?

La droite de régression a pour équation : y = 153,92x + 1464,32.

4) La droite des moindres carrés est la droite de régression de Y en fonctionde X,

¢'est aussi la droite d’estimation de Y & parlir de X. L'an 2001 aura le rang 17, d'oli I'sstimation obtenue
en remplagant dans I’équation (1) x par 17. On obtient : y = 4 083,6 ~ 4 084.

Done, 4 084 FCFA est une estimation du salaire horaire moyen de cet cuvrier en 1’an 2001.

WE XTI CICe B o s o s i

2.b  Letableau suivant donne pour une année déterminée le nombre de touristes entrant dans les pays indi-
qués ainsi que les recettes totales correspondantes.

Pays visités A B C (B E
Nombre de touristes (en millions)  x; 75 | 45 | 42 | 35 | 3
Recette totale (en milliarcts de:F) 1 10 4 4.5 39 | 43

Déterminer 1'équation de la droile de régression de Y en X
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—2:4. Corrélation linéaire

mmmmms Objectif de I'étude de la corrélation
Lorsqu'une variable Y est en corrélation avec une variable X, deux problémes se posent :

— établir la forme de la linison statistique existant entre Y et X, en déterminant la courbe de régressiy,
deYenX; ' ' '

— dans le cas o celle-ci est une droite, mesurer I'intensité de la liaison par un indice approprig .
le coefficient de corrélation linéaire.

mmmmmmm Définition et propriétés

Définitions

* Deux variables statistiques X et Y sont dites en corrélation linéaire lorsque la courbe de régressig,
de Y en X et la courbe de régression de X en Y sont des droites.

* On appelle coefficient de corrélation linéaire d'une série statistique double de caractére (X ; Y)1e
nombre réel r défini par :

Oyy cov(X;Y)

—

oyxoy  {VXIV(Y)

r=

lropricies T i AT |
e Le coefficient de corrélation linéaire r est un nombre réel de méme signe que COV (X ;Y).
* Les coefficients directeurs a et &’ des droites de régression de Y en X et de X en Y sont définis par:
Oxy ] Oxy

-

a= ] = —
(oy)? (oy)?
eOna: ai’ =r*
D émonstration
G Oy o (T
On sait que : r=—-KY—_ ;o a= _H ; al= ; dlon: eat=s — 2 =
Gxx oy (o5 (oyP (0P x (o)

|| Definifion!

On appelle valeur absolue du coefficient de corrélation linéaire la racine carrée du produit du coef
ficient directeur de la droite de régression de Y en X par le coefficient directeur de la droite de régres
_sion deXenY, ;

\r| = [aa’
Remarques

- S5i a>0 et a'>0adaors r =.|’a,a’_
Si a<0 et a' <0alors r =-/aa’
- On admet que : lrl 21

- Sir?=1 aglors a= %P (car aa’ = 1)
Les deux droites de régression (D) et (') sont alors confondues, on dit que Pajustement linéaire esfP"rfmr'_

— i |r| est proche de 1 alors (D) et (D) sont proches I'une de I'autre. on dit qu'il y @ une bonne ¢
rélation ou une forte corrélation entre les deux variables. ;

En général on considére que la corrélation linéaire entre les deux variables est forte lorsqu'on @
0,87<r <1.
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-Travaux-pratiques- .7

___TP1. Exemple d'ajustement se ramenant 3 un ajustement affine

Un exemple d'gjustement exponentiel se ramenant ¢ un ajustement affine ou linéaire.

Exercice commenté |

[Une entreprise a dressé une statistique de son chiffre d'affaires (C.A.) semestriel du 19 janvier 1989
‘au 30 juin 1993 comme l'indique le tableau statistique ci-dessous :

1. Montrer Yexistence d'une liaison entre le rang du semestre et le C.A. semestriel.

{ﬁr@ﬂﬂgf graphiquement le nuage de points associé a la série double dans le plan muni d'un repére.
orthogonal : ' '.
1icmpour unité en abscisse ; 8 mm pour 1000.10° FCFA. en ordonnée ; origine O (0 ; 4000.10° FCFA).

2. Montrer par la méthode graphique l'existence d’une liaison entre le rang du semestre et le loga-
rithme décimal (log) du C.A. semestriel. ® ;
‘3. Déterminer par la méthode des moindres carrés I'équation de la droite d’ajustement qui donnerait
'l_g']ug_arlthme décimal du C.A. en fonction du rang du semestre correspondant.

:fq-,_'-_On pose : Y = logy. Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre x et Y. La corrélation entre
‘xetY est-elle faible ? forte ? . |
Eﬂ par’fir de I'équation de la droite d’ajustement de Y en x déterminer I'équation de la fonction qui|
‘donnerait le C.A. de I’entreprise en fonction du rang du semestre. i
6. En supposant que les résulfats obtenus puissent s’étendre aux années i venir, essayer de prévoir;
quels seront les C.A des périodes : !
: a) 1° janvier 1994 - 30 juin 1994 ;

b} 30 janvier 1995 - 31 décembre 1995,

{ : C.A. semestre -
| Semestre: Rang du_:ﬂmﬁm (en 10° FCFA)
l : Y; §
{ 1°F semestre 1989 1 4100
2¢  gemestre 1989 2 4 700 '
1%* semestre 1990 3 5 100 1
2¢ semestire 1990 4 5700 :
1°r semestre 1991 5 6 400
{ 2¢ gemestre 1991 6 7 200 !
'. 1% semestre 1992 7 8 00D ‘
I 2¢ semestre 1992 8 3 900
1" gemestre 1993 9 10 000

1. La forme du nuage de poinls associé a la série double de variables x et y suggére une courbe d'ajuste-

‘ment de type exponentiel que nous gonjecturons.

nts associé A la série de variables x et Y (Y = logy), ot log est la fonction loga-

2. La forme du nuage de poi s 7
ustement affine, ce qui justifie, a postériori, la conjecture que

rithme décimal, suggére une courbe d’aj
nous avons faite au 1.

Eueffat:y:aﬂﬂ'ﬁ = lny:a.!:+b

s _ly _ax+d__a ., b
logy = 1015 ="Ta10 ~ W10~ Inid
d'olt:  logy = Ax + B est une éguation de droite, avec A = _lnql 5 el B= _'h:fl 5

3. 11 s'agit de trouver une équation de la droite de régression de Y en x avec Y = logy par la méthode des

moindres carrés,
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Compléter le tableau de calculs ci-dessous :

—
Rang du | C.A. semestre logi .
Semestre semestre | (en 10° FCFA) {Eﬂ i Y? " \
X Y ! Y.
1% semestre 1989 1 4 100 3,61 13,03 ___‘1"---\
2® semestre 1989 2 4 700 3,67 13,46 4 3,61
1% semestre 1990 3 5 100 3,71 13,76 9 1?,34
2° semestre 1990 4 5700 3,76 14,13 16 11.,13
1% semesire 1991 5 6 400 3,81 14,51 25 13,04
2° semestre 1991 6 7 200 3,86 14,89 36 23,05
1 semesire 1992 7 8 000 3,90 15,21 49 2?.1_3
2° semestre 1992 3 8 900 3,95 15,60 64 ﬁljgg
1°F semestre 1993 9 10 000 4 16 B1 'ﬁjﬁ_.
TOTAUX 45 34,27 136,50 285 "‘“1';4?
Des calculs élémentaires donnent ; T
X = % =5 | Y= il-_!g-zzm 3,81 a4 102 prés par excés,
_ 174,23 - (5%34,27) 288 _ .
A =BG %45) 60 - 0048
B=Y-A¥ =3,81- (0,048 x5) = 3,57.
Une équation de la droite d’ajustement de Y en fonction de x ou droite de régression de Y en X est:
| Y =0,048x+ 3,57 (1]
L'égalité (1) donnerait le logarithme décimal du chiffre d’affaires en fonction du rang du semestre ggp.
respondant.
4. a} Calcul du coefficient de corrélation linéaire r entre x et Y,
v, Y
Par définition r = 0V Cr V)
0,0y
Des calculs classiques donnent : o
covix; Y)=0,308 V(x)=6,666 ; V(Y)= 0,66 3
dtoti s = cov(x ; Y) _ 0,308 = 0,14.
IWVV(y) 2,007
b} 11 y a une faible corrélation entre x et Y.
5. 11 s’agit d’exprimer y en fonction de x.
Or : logy = 0,048x + 3,57 et 0,048 = log(1,117) ; 3,57 = 1033?15
d'olt: logy =log(1,117) + logd71s
logy = log[3715(1,117)%]
y =3715(1,117) (3)
L'égalité (3) définit la fonction qui donnerait le chiffre d’affaires de l'entreprise en fonction du rang du
semestre.

6, a) Le rang du 1% semestre 1994 est 11
d'olt: Y =(0,048 X 11) + 3,57 = 4,008 [d"aprs (1)]
or ; 4,098 = log(12 530)

donc ; | le chiffre d'affaires prévu est égal a 12 530 x 105 FCFP£|

b] Le rang du 2° semestre 1995 est 14 ; en utilisant I'équation précédente, on a :
Y = (0,048 x 14) + 3,57 = 4,242 .

or: 4,242 = log(17 460)

donc : |le chiffre d'affaires prévu est égal A 17 260 x 105 FCFA.,
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__TP2 Ajustement affine et ajustemen

E\Tﬂrﬂjﬂe commenté

/Le tableau ci-contre denne e Eonii n;loyém‘z

r—— e

t exponentiel

'd'une action donnée a la bourse d’Abidjan : Ariné Rang de I'année | Prix (en FCFA)

| Premiére partie : lﬂ‘eprésentaﬁan ¢ x; Y, _
i;i_:_-,,-}:.ggprésen_ter e nuage de points aS50Cié § 'i
1a série statistique (x; ; y) dans le plan m'unﬁil. :gg; 0 550 i
‘d'un repére orthonormé d'unités : 1 om pour | | 1903 2 o0 |
fune. a_l]néﬂ en anscisse ef 1 cm pour 100 F . ':
{en ordonnée, A a4 . yoi '
b} Galculer les coordonnées du point moyen, G 160 4 T oa

{(x;77) et le placer sur la figure Précédente, ' A 14

fnﬁ'.:d'ég_ide d'effectuer deux ajustements successifs e
‘Deuxieme partie : Ajustement affine

1..a) Calculer & 10~ prés par excés, le coeffic: Slation Tindai G
'ré qu'un ajustement affine est justific. efficient de corrélation linaire de la série (x;; y). En dédui-:
'b) Ecrire une équation de la droite de régressi - ; . sl
'On donnera les coefficients 4 10-1 pras PE: ;;;g: (2) de y en x par la méthode des moindres carrés..
ic) Tracer cette droite sur le graphique de la premiére partie.

2. En supposant que la tendance constatée se maintienne, estimer :

) le cours moyen de cette action au 1°* janvier 2000 . '

b)a piu'urde q}lelle 'almee. le cours moyen de I'action considérée dépassera-t-il 2 000 FCFA ?
lmlﬂﬁﬂlﬂ partie : Ajustement exponentiel

}ﬁ-ez’._‘t.fl‘{ fonction définie sur R par f(x) = ab®, ou a et b sont deux nombres réels strictement positifs.
_!17-' 0!1. impose & la courbe représentative de f de passer par les points A(0 ; 550) et B(5 ; 1 120). En.
déduire les valeurs exactes de a et b, puis la valeur approchée a 102 prés par défaut de b. o
/2. Soit f 1a fonction définie sur [0 ; + o[ par : f(x) = 550 x (1,15)". )
'a} Calculer : ’Ir1_’m+ S, ' |
';!:b) Dresser le tableau dé variations de f.

{__it.'}..flﬁl"_ﬂ_gg__l'.la:[;{!l.l{be_ re_]:_rrésen_tative de f sur le graphique de la premiére partie.
3. Résoudre l'inéquation : f(x) > 2 000. Donner une interprétation du résultat.

S - e e B o

n vue de faire des prévisions.

Al

¢ Premiére partie : Représentation ":ﬁi
1. a) Représentation du nuage de points o
' 1600
. 900
bj Coordonnées du point G ;;; "
0+1+2+3+4+5 ;
Ona: X =X = =25 fﬂ
6 -
5e0000
5508
5560 + ... +1 120 500
yﬂ = g = ' = ?98133
6 400

X;=25=% ; y,=798,33=]

® Deuxiéme partie : Ajustement affine
L. a} Calcul du ceefficient de corrélation linéaire r

* Effectuer soi-méme les calculs puis les confronter avec ceux du tableau suivant.
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Tableau de calculs

———1 — S0it yfi1: Bagg,
1 580 -1,5 |—218,3 3?29?,1455 ggg ;1; Egg.,gg la formy)e Cosfy, y)%:i
2 640 | —05 [-1583 ; 28 , ol
3 850 0,5 51,7 25,85 0.25 | 267289 |_ . Cav
4 1 050 1,5 251,7 377,55 2,25 63 352,35 lable i:gs{- cule; -
5 1120 | 2,5 | 3217 804,25 6:25 | 103 400,89 |0 oSy o M
. | .
15 4 790 0 -0,2 2235 17,5 | 303 883,34
On obtient : r= 0,970 & 10~ prés par excés.
1l y a une trés forte corrélation entre x et , ca qui justifie 'usage d’un a]uslem%!.
] - ! * U
b) Equation de la droite de régression de y en x 5

L'équation de (%) s’écrit sous la forme : y = ax + b
coslx ; y) B 3 235

o, 175 °
donc: @ =127,7 210" prés par exces ; b = 479,1 & 107! prés par excas

D’ott 1'équation de la droite (D) : y = 127,7x +479,1

avec:a= =127,7 i b= g—- ax="798,33 - 127,7x 25 = 798,33 - 319,25 = 4791
479,

c) Tracé de la droite (<) _
Une droite étant définie par deux points il suffit de choisir deux valeurs de x pour lesquelles les ord,
nées correspondantes sont faciles & placer sur le graphique. (Voir figure.) '

2. a) L'an 2000 aura le rang 8 d'od ; y, = 127,7 X 9 + 479,1 = 1 628,4 ; y, =1 629,
Le cours moyen de l'action sera, en I'an 2000, de 1 629 F CFA.

b) Résolution de l'inéquation 127,7x + 479,1 > 2000
Ona:127,7xr+ 4791 > 2000 & 12?,_?.1:} 1520,90 < x > 11,90,
Dot il résulte que le plus petit nombre entier naturel x pour lequel 'inéquation est vérifiée est 12

|LB cours moyen de 'action considérée dépassera 2 000 F CFA a partir de 1'an 2003 indlﬂ

e Troisiéme partie : Ajustement exponentiel

1. a)} Calcul des valeurs exactes de a et b,

Ecrire que la courbe représentative de f passe par les points A et B ; cela fournira un systéme de dews
équations 2 deux inconnues a et b ; vérifier que a et b satisfont aux égalités :

_ - /

o = 550 (valeurexactede a) ; b= (1-‘51—52)1 ? (valeur exacte de h).
b} Valeur approchée de b a 10°% prés par défaut,
La calculatrice donne immédiatement : b = 1,15 a 10-2 prés par défaut,

2, a) Calcul de .ﬁﬂ; 8 fx).

Ona: lxlﬁl+ S = £i§+_w550 X (1,15 et 1,15 > 1

donc: lim 550 % (1,15 =5501lim (1,15} =+ os Bm Fla)= + o
A=) X =5} be L -l A o]

b) Tableau de variation de f.

Sx) =550 In(1,15){1,15)" x
D’oti le tableau de variation de fci-contre, S
¢} Tracé de la courbe représentative de f (voir figure). fix)

3. Résolution de I'inéquation : f{x) > 2000.
flx) =550 % (1,15} > 2000 ¢ (1,15)x > %’g_SE 3,63
« xIn(1,15) > In(3,63)
. In(3,63) _ 12801
In (1,15) 0,1398

A partir du rang 10, le cours moyen de l'action dépassera 2000 F CFA.

= X

= 98,2225,
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ENTRAINEMENT.ET/PROBLEMES

{1 Nuage de points et droiles de régression

. sociélés de gard-.iel}‘l:lﬂg&‘ Pour des immeybles
résidentiels proposent dlffergnts salaires : spit X g
salaire proposé et Y le nombre' de candidals qui se sont
s entés 3 I'embauche pour postuler une place. Les
ohservations sont données dans le tabl

eau ci-dessous.
- Salaire x Nombre de candidats|
1 44 000 10
3 46 000 17
4 47 00O 19
5 48 000 5
6 49 000 25
1. Représenter le nua

ge de points associé 2 la série sta-
tistique double ; -

- le salaire x figurant en abscisse ;

—le nombre de candidats y figurant en ordonnge,

2. Trouver une équation de la droite de régression de Yy
en fonction de x et représenter cette droite sur le EIa-
phique p_récéden_t. _
3, On a appris qu'une seplidme soci6té da gardiennage:
s'était ouverte sur la place et que 30 candidals s'y
étaient présentés. A combien peut-on estimer le salaire
que l'on a propasé dans cette nouvelle société 7

D'aprés bac

2 Une compagnie d’assurances d'un pays de
'UEMOA garantit & ses clients trois types principaux:
de risques ; Viz, ACCIDENTS,; INCENDIE.

Elle a établi ]e tableau statistique suivant :

Années Risques y; Total
X VIEy; | Accioents ;| Incenpre ys| T
1980 280 180 g0 550
1981 325 210 100 835 |-
1982 405 230 108 743
1983 485 270 122 877

1. a) Tracer y,, u,, y, et T sur le méme graphique.

b) Une droite peut-elle ajuster de fagon satisfaisanle
chacun de ces risques ?

[Sur I'axe des abscisses I'année 1980 aura le rang 1,
l'année 1981 le rang 2 et ainsi de suite).

2, Ecrire les équations des droites ¥y» Yp Yy ot T s0Us la
forme: y =mx+P,1<is8etT=mr+P )
3. a) Vérifier que : m = my+m,+m, (P=P,+P,+P,
b) Etablir ces deux égalités, ' _
:égglculer les valeurs probables de Yi» Yo by 8L T pour

3 Droite de Mayer et changement d'origine
A considdre un conducteur dont la résistance élec-
rique R, exprimés en ohms (), est une fonction affine
delq lﬂﬂ'kpél'ature'ﬂ-expri mée en degrés Celsius (°C).
“N8:R=ab+bhaiiaethsont des constantes réelles:

Labjet de cpt exercica est de fournir une estimation de
Pour 8 donng,

1. On pose:x = %— 5 el y = 10R — 21, puis on elfectue
une série ds mestires,

On obtient ainsi le tableau statistique ci-dessous.

I Y | 3 | 27| 51| 70 | 97 | 116 | 156 | 184
‘ Y |12,1]20,2]27,5|37,6| 47,3 | 50,7 66,6 | 76,5

a} Représenter le nmage de points associé 2 la série
(x;, ¥) dans le plan muni d'un repére orthonormé.

b G, désigne le point moyen des quatre premiers points
du nuage et G, celui des quatre derniers points du nuage.
{Pour les calculs wtiliser les coordennées de G, et G,
arrendis & 10-? prés par excés.)

c) Déterminer une équation de la draite (G,G,).

d) Placer les poinis G, et G, puis tracer la droite (G,G;)
sur la figure.

2. a) Utiliser le résultat précédent pour calculer les
valeurs des constantes a et 5.

bjEn déduire une estimation de R 4 102 prés par excés
lorsque 8.= 40.

B Ajustement affine par la méthode de Mayer et
par la méthode des moindres carrés
Une entreprise de fabrication de malériels informa-
ligues a congu et réalisé un nouveau logiciel destiné
auXx petites et moyennes entreprises. Une étude de mar-
ché a permis de trouver six cents entreprises ‘Suscep-
tibles d'acheter ce logiciel. Afin de déterminer 2 quel
prix chacune d’elles accepterait d'acquérir ce logiciel
on méne une enquéte dont les résultats ont généré le
tableau statistique ci-dessous.

Nombre y, d'entreprises
Prix proposé x, disposées 4 acheter le logiciel
au prix proposé.

4 000 000 70
3 600 DOO 80
3 200 000 150
2800 000 220
2 400 000D 250

2 000 DOO 260
1 600 000 400
1200000 440
1.000 900 450

800 000 520

1. a} Représenter le nuage do points M
la série double ci-dessus.

b} Utiliser la Tﬂ.élllﬂde-dE:MEYEI pour détermjne;- une-

équation d'une droite d'ajustement (A,) du nuage de la

forme y = Ax + B, Les coefficients A et B seront donnés

par leurs valeurs approchées respectivement 410 prés
et & 1077 pras. Tracer [d.‘] sur le graphique,

2. Déterminer une valeur approchée & 10-9 prés par
exces du coefficient de corrélation lingaire r,

3. Déterminer une équation de la forme Yy=ax+hbdela

droite de régression (4,) de y en x par la méthade des
moindres carrés. '

(4x; 1 ) associs a

5 Ajustement affine et prévision de vente
Le tableau statistique suivant indique le prix de vente
en FCFA d'un magnétascope de marque donnée aipsi
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: . . = . es
que le nombre d’exemplaires vendus sur gix année
conséculives :

Raig G Tamnée HEAEEEREAE
Prix d vente v (en FCFA)|200 000|140 ooo] 0 0oa]250 0oo{250 00o]270 000
Nombrp y; d'exemplaites 106 | 242 | 220 | 160 | 150 | 140
vendus.

1. Représenter le nuage de points associé 4 la sérle
dcuhlz lv; 1 y) dans le plan muni d'un repére orthogo-
nal. On prendra pour arigine du repére le point da coor-
données (140 000 ; 160), pour unilés : 1 cm pour
10 000 F CFA sur I'axe des abscisses el 1 em pour 10
unilés sur I'axe des ordonnées. Vérifier qu'un ajuste-
ment affine du nuage semble appraprié,

2. Calculer les coordonnées du point moyen G du
muage, puis le placer sur la figure,

3. a) Déterminer une équalion de la droite D de régres-
sion de y en x par la méthode des moindres carrés. On
donnera les coelficients a 10-° pIs par excds,

b) Tracer la droiteD sur ]g graphique de la question 1.
4. Déterminer I'année oti le chiffre d'affaires est maxi-
mum ainsi que ce maximum, ;

5. On suppose dorénavanl que, pour chaque année le
nomhre y d'exemplaires vendus gl le prix de vente x
sont liés par la relation : 2y + 0,16 — 698 =0, _
On note f(x) le chiffre d'alfaires réalisé en vendant U
magnétoscopes an prix de x FCFA 'units.

¢) Danner T'expression de f{x) en fonction de x.

b} Etudier les variations de la fonction f sur
(140 000 ; 250 ooo).

¢J En déduire le prix de vents
V'annge de Tang 8 sil'on veut que
s0it maximale. Quel

dus & I'unité prag 7

d'un tel magnétloscope
la somme encaissée x)
sera le nombrs d'exemplaires ven-
Quelle sera la somme encaissée 7

6 Ajustement affine par moindres carrés

Une entreprise fabrique un logiciel. Une enquéte mende
aupres de 100 sociétés intéressées par 'acquisition de ce
logiciel donne Jes résultats suivants ;

e | it propot pous | Nombte B e
]e.luglclel (en F CFA) T ln_gi-:iel_.
1 100 0p0 100
2 160 000 86
3 220 000 g2
4 320 000 80
) 400 000 70
6 480 000 46
7 560 000 40
a8 640 000 25
a 720 000 15
10 800 Doo 10
1. Représenter le Tuage de points assogj

; € 4 la série sta-
tistique ci-dessus dans le plan muni 3

: . d'un repére ortha-
gonal. (Unités graphiques : sur I'axe des abscissps 1cm
pour 100 000 F, sur 'axe des ordonnées 1 ¢m pour 20
socistés). '

2. o} Déterminer une équation
de y en x par la méthode des
ficients seront donnés 4 10-2
b} Tracer cetle droite sur le g
3. a) Le fabricant du logiciel &
— les frais fixes se montent 3

8 000 000 FCF,
— les frais de fabrication montent a 59 000 FCFA par
logiciel,

de la droite de régression
maindres carrés, Lgg coef-
Prés par défay),

raphique da 15 question g,

290 statistique

ngage deux sortes de Frais ;

x désignant le prix de venis O
bénélice b(x) en fonction d Bshmaﬁ-‘ i

ex laiy 3"1

j ‘onch g

b) Prouver que la fonction § atleing gop W
x, élément de [100 000 ; 8op 000] gy Tgn g,
Calculer alors b(x,). : ét%e:

7 Draite de Mayer,
moindres carrés gy i
Dans 10 exploitations agricoleg R

currélaliun ling

a mesuré la taille de l‘exploitation {en dimz:i gi“li, o
tares) et le bénéfice annuel net (g millfers dz;s Uhy
taille x, g 2 3 P ]
: ' 5
bénéfice y, | 1200 | 3 000 | 4 399 ~ 600 4'%
taille x, 6 7 8 9 ]uu
bénéfice yy, | 5400 | 4 200 | 1800 | 8 100 e
1. a) Représenter le nuage: de points “Uﬂﬂspﬁnd
ainsi que le point moyen G du nuage, |,

b) Ecrire 1"équation de la drojle de Mayer,
2. a)Calculer le coelficient de corrélation linggie,. .
lifier I'existence d'un lien entre ¢ bénéfice g |, Ez:;‘il]s
de I’exploitation. o
b) Utiliser la méthode des moindreg Carrés poy;
miner |'équalion de la drojte d’ajustement affine oy I;
forme y = ar + b. Tracer celte droite, Réaliset-¢]j, g
bon sjustement 7 -
¢) Lire, sur cetle droite. d'ajustement, Ja taille de Jrgy.
ploitation réalisant un bénéfice nul.

3. 8i on considére une exp

loitation de 0.5 ha
serait le bénéfice d*apras

cet'ajustement ?
8 Ajustement et corrélation linéaire
Un hypermarché dispose du lablea statistiqus ci-dessags;

i Nombre x; Nombre y
ilidge de télévisewrs vendus de colis ]i?.rrf:és
1982 63 000 85 000
1983 65 000 83 000
1084 64 000 95 600
1885 66 000 105 000
1986 69 000 116 000
1987 71 000 117 000
1988 75 000 125 000
1989 76 000 133 00D b
1990 80 000 129 00D
1991 81 000 137 000 |

1. Donner une gquation de la drojte d'ajustement qu
permet d'estimer le nombre de téléviseurs vendus &
partir du rang de I'année 11 (1982 aura le rang 1, 199
le rang 2, ains; de suile), e
2. Déterminer 14 ceellicient de corrélation linéaire Emﬁ-:
{g nombre de téléviseyrs vendus et le nombre dé ¢
VI8s par I'hypermarche.
3. _Délerminérpuﬁe équation de la droite de régre s
qui permet d’estimer ls nombre de colis livrés édui&
ala CDHEHiSSEni}E du nombre de téléviseurs VED i lo
4. Dtiliser lpg Iésultats précédents pour P‘_'B"r: :
nombre de aolig livrés par I'hypermarché en 2002.

9 Ajustement affine par moindres ﬂmﬁ‘bﬁ@l
Le tableay Ci-aprés donne 1’évolution du rang 00
d'actifs 3 temps partiel dans un pays P. x, est lﬂ-g'wﬁa
l'année (tous les 4 ans) et y, le nombre d'actfs @ ¥20
Partiel, en mijllipns,

-



Représenter le nuage de points erT T

i.ésocié. a la série statistique ____I ‘———y‘
[B-I'.i y:]l dans le pla‘“ muni d'un :g?z 0] 1,2 =
rg;;ére orthogonal d'unités gra- JQZE 1 Ly
higues 1 ¢m pour 4 années sur 3 D 3 1.8
J'axe des abscisses et 5 cm pour 984 | 3 22
oo million d'actifs sur l'axe des ;gﬁ_ﬂ 4 | 28
ordonnées, en commencant la | o 92| 5 23
Jduation verticale 3 1 million, L1896 6 | 3 |

2. a) Déterminer une équation de la droite (&
sion de y en x par la méthode des mqindr[es} fﬁ-.fgfr{;
prendra les valeurs approchées & 0,01 PI®S par excas
“pour les coefficients).
b) Tracer la droite (@) sur le graphique précsdent.

3. En supposant que I'évolution se poursuive de la
méme fagon pour les années suivantes, donner une esti.
mation du nombre d’actifs & temps partiel en 2004,

10 Etude d'une série double avec regroupement
en classes
Le tableau suivant donne la répartition d'un échan-
tillon de 100 candidats bacheliers suivant leurs notes
d'histoire (H) et de sciences économiques et sociales
{SE.5.). On ne dispose pas d'observation individuelle,
Les notes ont été regroupées par classe. '

-S[y}-[x] [o;4[ | [a:8] | [8;12[|[12;34[|[14; 18]
[0:4] 2 1 )} ] 4
[4; 8] 2 15 5 0 0
8:;12[| © 4 40 10 0.
[12:14[| o0 0 5 6 5
(14;18]] © 0 0 4 1

On note x; les centres de classes des notes d'histoire et
Y, les centres de classes des notes S.E.S.

1. Calculer la moyenne x des notes d'histoire.

Calculer la moyenne y des notes de S.E.S,

2, Pour chaque classe de centre x,, calculer la moyenne
y; des notes de S.E.S. Dans un repere bien choisi, repré-
senter la série (x,,7,). Donner une équalion de la droite
de régression de y en x, par la méthode des moindres
carrés, sous la forme y= ax + b. La tracer.

3. Pour chague classe de centre y, calculer la moyenne
dex, des notes d’histoire. Avec le méme repére que ci-
dessus représenter la série (X, 4,). _
Donner une équation de la droite de régression dex en
Y, par la méthode des moindres carrés sous la f[orme
X=a'y+ b’ La tracer. .

4. Pour mesurer I'intensité de la corrélation linéaire
entre les variables x et y, on calcule le coefficient .'dE
corrélation linéaire rtel que r* = aa’, r étant posilif sia
el a’ sont positifs.

{;\‘ﬂf}‘l . La corrélation linéaire semble-t-elle bonne ?
b
D\ ) 3 es dépenses x; et les chiffres d'affaires u;
V / nspéls d'une grande entreprise ont donné en 1982
lan menclalure suivanle, aprés une étude statisique ;
les montants étant exprimés en dizaines de millions de
francs CFA,

X | 12 17 11 13 31 20
99 130 92 108 | 232 | 150

1_'_ PlﬂCBr Ia nuage de pom{s M‘ [,t'] 4 y') pour 1<i26
An$ un plan muni d'un repére orthogonal.

proche & 107* prés et k & une unité prés).

2. Déterminer une équation de la droite de régression
dey_en X par la méthode de Mayer.

3. lﬂetermi.nen les deux droites de régression de y en x
et de x en ¥ par la méthode des moindres carrés.

4, (}alculer le coefficient de corrélation linéaire r de la
séne:staﬂs_ti_que. Que peul-on en déduire 7 Quelle est en
deux mois ;

a) La dépense si le chiffre d'affaires bimensuel est

2 milliards de FCFA 7

b} Le chiffre d’affaires si la dépenses bimensuelle est
300 millions 7

Draprés bac

| 12 1e tableau suivant donne I'4ge X et ]a moyen-
i Y des maxima de tension artérielle en fonction de
I’fige d'une population féminine.
X | 3 | 42 | 48 | 54 | 60 | 69
Y | 11,8 | 140 | 126 | 15,0 | 155 | 151

1. Représenter graphiquement le nuage de points dans
un plan muni du repare orthogonal {0, 1, ]) (0,5 cm pour
1 an et 3 ¢m pour P'unité de tension artérielle).

2. Caleuler la moyenne et la variance des séries statis-
tiques-associ¢es gux variables X et Y.

3. a) Trouver une équation de la droite de régression de
Y en fonction de X.

b} Trouver une-équation de la droite de régression de X
en fonction de Y.

c) Représenter ces deux droites sur le méme graphique
que celui utilisé pour le nuage de points.

4, Calculer le coefficient de corrélation linéaire entre
les variables X et Y,

5. Une personne de 70 ans a une tension maximale de

16,2. Cela vous parait-il normal 7
D'aprés bac

‘ 13 Corrélation linéaire et moindres carrés
(Etude de I'évolution du stock d'une entreprise com-
merciale et ajustement exponentiel.)

Année i 1989 | 1990 [ 1991 [ 1932 | 1993 | 1984 |.
Rangdelannéex;| 1 | 2 | 3 4 5 B
Nbre d'articles y; | 6.400| 7.200| 8 700| 10400 | 12600 15000 | -~

1. On noté z = logly), (logarithme décimal). Caleuler lo.~ ~
coefficient de corrélation lindaire des variables x et 7 ;
(les logarithmes décimaux seront arrondis & 10~ prés;
les calculs seront présentés sous forme de tableau et, en
dehors des valeurs dex; et de x%, tous les nombres de ce
lableau seront arrondis 4 10~* prés).

2. Délerminer par la méthode des moindres carrés,
I’équalion de la droite ajustant les valeurs de y & celles
de x. En déduire, sous la forme y = k% Ax, l'ajustement
des valeurs de y a celles de x. (A sera arrondi au plus
RECOMMANDATION e
Les calculs seront effectués en conservant les résultats
en mémaoire dans une calculatrice.

3. Si l'évolution du stock se’ poursuit de la méme
manigre dans le temps, peul-on prévoir le nombre d'ar-
ticles en stock en 2002 7

18 Distance d’arrét
La mesure de la distance d'arrét effectuée pour sept
automobiles roulant & des vitesses différentes a fourni
les résultats consignés dans le tableau suivant : '
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Numéro de la voiture 1 2 3 4
Vitesse x; (en km/h) 35 | 50 | 68 | 35
Distance d'arrét y, (en m)| 5,35 | 14,50 (20,32 | 6.50
Numéro de la voiture: 5 6 7

Vitesse x, (en km/h) 80 | 50 | 95

Distanice d'arrét ¢, (en m)| 38,55 | 11,52 | 50,50

1. Représenler le nuage de poinls de coordonnées
{x;: y) dans un plan muni d’un repére orthogonal.
2. La forme du nuage ne permet pas de conjecturer un
ajustement affine. On pose : '
=y (cest-d-dire u = fiy, caru>0). o
a) Etablir le tableau statistique de la série double de
caractéres [x ; u).
b} Représenter le nuage de points de coordonnees
(x;3 uy) dans le plan muni d'un second repére orthogonal:
c) Le nuage associé 4 la série statistique double de
caractere (x, u) se préte-t-il & un ajustement affine ? Si
oui calculer le coefficient de corrélation linéaire de la
série stalistique de caractére (x, u).
d} Utiliser la méthode des moindres carcés pour déter-
miner une équation de la droite de régression de u en x.
e) Déduire de ce qui précéde une estimation de la dis-
tance nécessaire & l'arrét d'une voiture lancée A
100 km/h.
N.B. : Tous les résultats numériques seront donnés a
102 prés par défaut,

15 Ajustement quadratique
Le tableau ci-conire

ournit I'évelution: Rang x; | Production
'zé' la production s de l'annés| y;6n TWh
d'énergie nucléaire 1985 0 213
daiis un pays B 1880 5 298

On sounhaite esti- 1991 B 315
mer la production 1992 7 322
Juture et pour cela 1993 ] 350

on hésfte entre 1594 g 342
deux ajustements 1995 10 359
possibles de la série 1896 11 378

double (x; ; y,).
PREMIERE PARTIE : ajustement affine
1. Calculer le coefficient de corrélation linéaire de la

série (x, ; y), (le résultat sera donné & 10 prés par

défaut). Interpréter ce résullal,
2. Déterminer par la méthode des moindres.carcés, une
équation de la droite de régression (D) de y en « (on
donnera les coefficients & 107! prés par défaut),
3. Dans le plan muni d'un repére orthogonal d'unités
1 cm pour une année sur I'axe des shscisses el 1 cm
pour 10 TW.h sur P'axe des ordonnées, en commengant
la graduation & 200 TW.h, représenter le nuage de points
M,[x, i ), associé A la série statistique double donnée et
la droite (D).
4. q) ﬁ;_ partir de ce graphique, déterminer en quelle annge
la production en énergie nucléaire dépassera 420 TWh,
b) Retrouver le résultat précédent par le calcul,
DEUXIEME PARTIE : ajustement a |'aide d’une parabole
On ajuste 4 main levée par une parabole () passant par
A0 213), B(5 ; 298) et C(10 ; 363).
1. af y=ax? + be + ¢ est une équation de la parabole ().
Déterminer les nombres réels a, b et c.
b) Tracer (®) sur le graphique précédent.
2. a} Estimer, 3 l'aide de la parabole (%), en quelle

099 Statistique

duction dépassera 420 TW.h,

année la pro le résultat précédent par le caleyl,

b) Retrouver
416 Ajustement logarithmique

On s'intéresse 4 Rang x;| Nombraoo
[évolution du parc | pnnées| de de Wltu:ﬂ;;
uuiamub;fe dains I'année | (en mﬂljﬁﬁ‘a}
1. fle{;résenter le :g:g ; 1;_,11
nuage de points | gu | g4 S,
M(x;, 4, 8s50C62 | yga5 | 45 247

la série statistique iato 35 .23_,_?_
double (il', ; 5'11_' 1996 57 2.?53
dans le plan muni LT
d'un repére ortho- L i 25,5

S |
gonal, ol 0,5 cm représente une année en abscisse g
1 o représente 1 million de voitures en ordonngs (g
commengant la graduation a 10 mﬂ]mns]

2. a) Calculer le coefficient de corrélation linéaire 3 15
prés par défaut. .

Justifier un ajustement affine.

bj Par la méthode des moindres carrés, déterminer yng

équation de la droite de régression de ¥ en x ; on dop.

nera les coefficients & 107 prés par excés. Tracer cetta

droite sur-le graphique du 1.. ‘
c) En supposant que ce modéle mathématique reste
valable jusqu'en I'an 2000, faire une estimation du

nombre da véhicules en I’an 2000 dans le pays P.

4. La forme du nuage s'inscrivant dans les dernidres
années, on se propose de faire nn autre type d'ajuste-
ment. Pour cela, on considére un ajustement logarith-
mique par la courbe () de la fonction f définie sur
i‘]_ T+ MIPBI )r(x] =a+blonx

On impose 4 la courbe (€) de passer par les points
A(1;9,5) et B(25 ; 26).

@) En déduire les valeurs exactes de a et b, puis I
valeur approchée de b 4 107 prés par défaut.

En déduire I'expression de f(x) (on prendra pour b la
valeur approchée précédemment trouvée).

b} Etudier les variations de f et tracer (%) sur le'segment
[1 ; 35] dans e graphique déja utilisé, . '

c) Se sarvir de ce nouvel ajustement pour estimer le
nombre de véhicules en 2000 dans le pays P.

17 Ajustement « puissance »

Une grande entreprise mullinationale lancée sur le
marché des Jeux électroniques, dispose, sur cing
annéa§ can sécutives de 'évolulion de sa production £
(en milliers) et de son résultat net y (en millions de F
CFA) (résultals arrondis) :
x; (en milliers)| zop | 400
y,; (en millions:

deFCFa) | '8 | 84

1, Représenter cette série dans un repare bien choist
Lallure du nuage suggtre-t-elle une liaison statistigu®
entre les variables x 6t y ? De quells forme ?
2. Calculer les coefficients de corrélation linéaire d¢¢
séries (x; 1 y;) ; (x5 Ing) et (Inv, ; Iny,) & 1074 prés.

uel ajustement semble dtre le meilleur ? |
3. Donner une équation de la droite de régression de
Ing en Inx (coefficients arrondis 3 10+ pros). Endédu
f@.un « ajustement puissance » de y en x.
4. Quelle estimation peut-on faire de la variation rel2%]
ve du résultat de cette en lreprise pour une producti®?
fQul passerait de 4 000 4 4 400 ?

1600 | 2 000| 2800

1188 | 1800/ 6600
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Probabilité

L‘e caJ'r:u{ de probabilités prend de plus en plus d'fmpom':mce,
fant du point de vue théorique en physique mathémalique, que du
point de vue pratique en économie.

Son développement est d aux réflexions de Blaise Pascal et de Pierre
de Fermat sur les jeux et s'appuyait alors sur la combinatfoire.

De nombreux mathématiciens tels que Bernoulli, laplace, Gauss,

Cauchy, Borel, Lebesgue, ... ont contribué & faire du calcul des

probabilités un outil aujourd'hui utilisé dans fous les domaines.

De nos jours, le champ immense de leurs applications & la totali-
té des activités humaines semble donner raison au physicien et
mathématicien Maxwell : « La vraie logique du monde est celle du
caleul des probabilités. »

& Fhosolibgin HACHETTE

Pierre de Fermat Blaise Pascal
mathématicien frangais — physicien et savant frangais —
1601-1665. 1623-1662.
Y i
Analyse combinatoire .....oooesiirie: e 294
Q. probabilités d'Un EVENEMENt ...oo.ierrivnmenseen: e 297
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—1.1. Les nombres AP, n!, C]

sem=mm  Définitions
En classe de Premiere SE la Jmse en place des outils de déno

nombres entiers naturels A%, n!, G,
—lorsque n et p sont des numbres entiers naturels tels U

mbrement a conduit & Pintroductigy i
1€psn:

Al=nln-1)..(n—p+1) ; nl=An | c,f:#-;

- par cnnvantiun cmapns@ N
-A.rl— et A"__l : 11 =1 et ol=1 Gh=n et Cn:l.

eommm=m Propriétés

B Exemple introductif

On donne un ensemble A contenant 12 objets.

Pour choisir 8 objets parrm 12,ily a Ciz possibilités.

Mais choisir 8 objets parmi 12 revient & choisir 4 objets parmi 12 que I'on va laisser de cété, il y a donc

autant de fagons de choisir 8 objets que 4 objets parmi 12.
On en déduit que : Cﬁ; = Ciz.
On demantre la pmpméte suwunte a I‘mde de I‘expressmn d& Ch.

IRropTiErEe T I T

Pnur tous nombres entiers naturels netptelsquenzp, Cp?=Ch

H Activité introductive

Dnﬂmme E={a,b, c, d).
| Qual est le nombre da parties de E 4 a h-ms é]éments 7

'Quel est le nombre de  parties de E 4 trois éléments contenant a 7
'Quel est le nombre de parties de E 4 trois éléments ne contenant pas a ?

En dﬁduu'e qua Cg C;, + (':3

it ] - - R L P A —

On démantre la propnate suivante aJ mde de I express:an de Cp

\PropriEes &

Pour tous nombres entiers naturelsnetptelsquel<p<n-1, C=cll+C,

mmee=mg Calculs successifs des nombres CP

| Disposition pratique

On peut calculer successivement: les nombres C} en utilisant 'égalité o= =

L'utilisation d'un tableau faisant correspondre n aux lignes et p aux colonnes donne la disposition pré°
tique ci-dessous.

cibrch g ligne n~1
_T i' l —La ligne 1 est constituée de 1 car : Ca=1
: _ - =— [IGNENn P
colonne.p—1 ol - ~ La diagonale est constituée de 1 car: Gz =1 ||

colonne p
Le tableau ainsi obtenu est appelé triangle de Pascal,
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g iangle de Pasea!

ol Gy =18 +30 =35

[.j mmmmmmmmmmmuﬂ@jmmﬂﬂnmmmmmmﬂ
aformation historique

o[ |

oif
e,

colonne 3

Erais <

[5]
=
| o
% Ce triangle était déja connu % lr Tl 1 1
5 de Tartaglia (1558), Stiefel ’ﬁ & IEErAE
% (1543 et des Chinois (1303). % b _
Bl Mais c'est Blaise Pascal qui %fﬂ..l 1133 1
% donna des app_licati_uqs trés Cligl1 4 6 4 1
5| intéressantes de ce triangle i % el 4 -
% dans son traité du Triangle ) b i
B arithmétique (1654). %Lﬁ 1 615 20]15 6 1
% el { 5|/ 7|1 7 21(35[35 21 7 1 ~|-ligne 7
5 (1623 - 1642) % 1
& 1%.3 1 8 928(56(70 56 28 8 1
s]f .

FEReeERREEERREREREEREEEEE

gepmez=n Formule du binéme de Newton

B Activité infroductive
eth éiant des nombres complexes, le développement de (a + by, (a + b)?, permet de conjecturer quefs|
pou tout n Glément de N*, (a + DY = Cha + C b + . + CRa 0P + . + I (1) |

On veut contréler cette conjecture par une démonstration par récurrence; i
Pour cela, on peut procéder comme suit :
[ vérifier Pégalité pour 2 =1
supposer établie cette égalité pour un nombre entier naturel k supérieur a1
(a+ b)* = Ch a* + Ck @b + ... + Ck @*PbP + ... + CF b
établir alors cette égalité pour Ik + 1; pour cela,
— écrire : (@ + bY* = (a + b) x (a + b)*
— développer : (@ + b1 = (@ + )G} a* + Ck @b + ... + Ci a*Pb? + ... + GI b
— regrouper les termes semblables en utilisant les propriétés :
A=li=1 ; G=Tn=1 1 Gu=CF"+q

@ conclure.

Pour tous nombres complexes a et b, pour tout entier naturel n non nul,
. : Yug
a+b)r=Clat+Cra™th+..+Cla b +..+C b= p)_th-': a™PpP,

c®.ch, P, .., Gl sont appelés coefficients binomiaux.
B Exemple

* (a+b) = a’ + 7ah + 21a%h® + 35a'h? + 35a°D? + 21a?b5 + 7abb + b7,
‘N+gr=C+Cla+Cia%+.. +CxP+ ..+ Cra®,

ME XETCICOS Tt o s o i s

1. .
a Caleuler les nombres entiers naturels : l.c Calculer les nombres entiers naturels définis
T : .
" An 1 Al-ART, (1gpsh) gar"(rwl)! g
*0  Développer les pxpressions suivantes ; " pr’
(L4285 (1= )7 ; (1~ )" ; (B — 205, C=(n+p)~n!lp=n]
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—1.92. Des outils pour dénombrer
TABLEAU RECAPITULATIF

Définitions Propriétés jgcroules )
o ' ' ts|A2=n{rn—-1) ... (n-
Arrangement On appe]le ﬂrmngement Le nombre d anﬂﬂgﬁme.n An ( ). (n P+
| do £ tout|de p éléments de E-est: —_—
de Pl éié;nents e E, t; ) 2 Bntenis
p-uplet la,, @y ... » % o .
d'élé'ments.l de E deux 2 An | i n! .
denx distincts (1 $p £n)- (n-p)!
= - . 'est le nombrald’int]iec- o —
. : . tions d'un BDSBIﬂh eA ep 1 = 0_
’ s gléments dans un en- An=n  An=1
A E semble E de n éléments. —
Permutation |On appelle permutation|Le nombre de permutations | nf = n(n—1)... x3 xg.,ﬁ
des éléments de E, tout|den éléments de E est:
arrangement des n élé- o -
ments de E (n >1). __i_'
. - C'est le nombre de bijec- : .
. > . tions d’'un ensemble A de 1l=1 0l=1
* . . n éléments dans un en-
A £ semble E de n éléments.
Combinaison |On appelle combinaison |Le nombre de combinaisons Al
de p éléments de E, toute |de p éléments de E est : =1
partie de E qui posséde p = (ﬁ ' (n—p)! p!
éléments (1 <p <n).
Le nombre de parties d'un 7
. lensemble non vide de n Ca=n Ch=1
Eﬁﬂ éléments est : -
atgl 2'1'
; § _| S o = Cg
¢’est le nombre d’applica- n L
tions de E dans 1%
foui, non} S Rneenile Ch=C3 +Ch

i

WE XETCIC@S oo otttz sy s i

1d

le

Combien de mots de 4 lettres peut-on former
avec notre alphabet de 26 lettres :

aj avec répétition des letires 7

b} sans répétition des lettres 7

(On-admet que les mots ainsi formés peuvent
ne pas avoir de sens.)

On veut constituer un nombre de 5 chiffres en
utilisant les chiffres 5 ;6 ; 7 ; 8 ; 9'sans qu'il y
ait deux ou plusieurs chiffres identiques.

a) Combien peut-on former de nombres 7

b} Combien y en a-t-il qui ont le chiffre 9
comme chiffre des centaines ?

Q96 Probabilité

1.f

c) Combien y en a-t-il qui commencent p&r 61

Dix personnes sont assises autour d'une table
ronde. - %
De combien de fagons peut-on disposar °%
personnes ;
a) lorsque les chaises sont numérotées T P
b) lorsque les chaises ne sont pas pumérotes :
2 - g '{l,'_'
Une équipe de foothall est constilué .ﬂ‘?s;:ﬂ;;
joueurs, Combien d'équipes de football Py
on composer lorsqu’il faut choisir 1es I
parmi 20 personnes ?



2.1.. Evenements d'un univers d'éventualités
pemmmm De la stafistique aux probabilitas
§ Exemple introductif 1

[0 considére un dé cubique parfaitement équilibré,
On alance ce dé cent fois de suite et relevé A chaque lancer le chiffre inscrit sux 1a face supérietire..
{On'a relevé dans un tablean tous lest:hifﬁ-as'uhte;ms-peﬂdant.-les' cent lancers; T SRRT
iﬂtudmnsla série statistique associée a ce relevé ' e

»

dont les six faces sont mumroiées 461 36,

Tableau des fréquences ohservées Diagramme en biton des fréquences

ol Py T P
Modalité T2 3| 4]5] 6 |Tomu LAl
du caractére aiE
Effectif 1718|1616 | 15| 18] 100 '
fréquence  [0,17(0,18[0,16]0,16 0,15{0,18| 1

Analyse des résultats

—On constate que les fréquences des différentes modalités sont sensiblement égales.

— Intuitivement, on peut dire qu'en lancant un dg parfaitement équilibré on a « autant de chances » de
voir apparaitre sur la face supérieure n'importe lequel des six chiffres: 1;2:3:4;5 ; 6.

~Calculons la moyenne des fréquences observées

0,17 + 0,18 + 0,16 + 0,16 + 0,15 + 0,18
= = 0,166

- Remarquons que 0,166 est une valeur approchée de —é— c’est-a-dire « une: chance sur six ».
Nous pouvons considérer -%—c;qn_m;le fréquence théerique pour chacune des six modalités. Les fréquences
observées 0,15 ; 0,16 : 0,17 ; 0,18 sont proches de cette fréquence théorique.

Lobjet de cette leon est de présenter cette fréquence théorique par un modgle mathématique.

En renouvelant ce lancer mille fois, on obtient pour chacune des modalités une fréquence environ égale
4 celle du tableau précédent, la moyenne des fréquences observées étant plus proche de la fréquence
thécrique %— :

En effet, selon le mathématicien Jacques BERNOULLI (1654 - 1705), dans son livre L'art de conjecturer :
«si l'on répéte un grand nombre de fois, dans les mémes conditions, une centaine d'« expériences aléa-
toires », la fréquence observée semble se rapprocher d'une fréquence théorique, »

B Exemple introductif 2

UX personnes décident de jouer ensemble en langant deux dés cubiques parfaitement équilibrés,
es faces sont numeérotésde 146, sl

A propose au joueur B la régle suivante : T T R e o T e
a somme des chiffres obtenus est 7, tu me donnes 100 F, si la somme des chiffres obtenus est 9,
onne 100 F » ol !
00 parties, le joueur A a gagné 2 300F.

il aurait de « fortes chances » de gagrier ? i Crr R S gar i
leur a relevé dans un tableau toutes les sommes de chiffres obtenus pondant'les J00pary
 de la série statistique associée 4 ce relevé a permis d'établir le tableau des fréquences
E'-a-..- ;ﬂf le diagramme en béton de ces fréquences observées..

= Elle _ s frequence .
Sy peuton aive docosréaultatst
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Tableau des fréquences observées _
Medite | T - T+ T e 7] 8 |9 10| 11| 12 Jiota
dU caractére -
Effectit 8 |13 |20 |99 |38 [51 |48 g7 |2 |17 | 10| 3
Fréquence |0,027 |0,050 [0,700 [ 0,096 0,125 0,170 [ 0,760 | 0,090 | 0,080 {0,056 | 0,033 |

Analyse deg résultats 3 j i

La fréquence de la modalité 7 du caractére est, comme 1'avait prévu le joueur éh_gllp%rleu;-a la fréquey,
ce de [a modalits g i le joueur A savait donc qu'il y avait ¢ plus de chance » d’obtenir un total 7 Phutgy
qu'un total 9 |

La réponse de ce probléme sera donné ultérieurement.

Gomm==s Vocabulaire ‘
Pour chacune des deux expériences décrites ci-dessous, nous allons observer les résultats et dégager pro.
gressivement le vocabulaire Ppropre & notre éiude ultérieure,

B Univers des éventualités d’une expérience aléatoire
Expérience g,

On considare un dé cubique parfaitement équilibré [On considdre une pigce de monnaie parfaitemen;
dont les six faces sont numeérotées de 1 & 6. On |équilibrée. _

lance ce dé et on note le chiffre inscril sur la face On lance trois fois de suite cette Pitce de monnaie
supérieure, et on note par ordre d'apparition le cté visible, p
pour PILE et F pour FACE.

Pour chacune de ces deux expsriences €, et €,, il n'est pas possible d’en prévoir les résultats. Ces expé-
riences donnent des résultats aléatoires dus essentiellement au hasard,on dit que ce sont des expériences
aléatoires ou épreuves aléatoires, Cependant, pour chacune de ces expériences aléaloires, on peut pré-
voir tous les résultats possibles ou éventualités. '
L'ensemble des éventualités d'une expérience aléatoire ost appelé univers et noté 9,

Expérience %,

Pour &, Pour %,

5 est un résultat possible ; PPF est un résultat possible ;

U, désignant l'univers des éventualités, on a - %, désignant 'univers des éventualités, on a :

U =(1;2;8;4;5:6), U, = [PPP ; PPF ; PFP ; FPP ; PFF ; FPF ; FFP ; FFF),

Définifion s — ' 7
% étant une expérience aléatoire donnant un nombre finj de résultats possihles appelés dventualités
I'ensemble de ces résultats possibles est appelé univers des éventualités de %, on le note 9. |

B Evénements, événements élémentaires

Pour €, _ _ Pour 8,
—« le chiffre obtenu est pair », c'est avoir comme
résultat : 2 ou bien 4 ou bien 8.

On dit que I'événement A, « le chiffre obtenu est Lévénement « les hois cotés visibles contiennent
pair » est réalisé lorsqu’on obtient 'une des éven- exactement un PILE » ggt | partie ci-dessous de U !
tualités : 2 ; 4 ; 6. {PFF : FPF . FFP)

On écrit: A; ={2;4;86);donc: A, CU,.
- On dit alors que I'6vénement « le chiffre obteny | « Traduire en langage courant 'évenement :

est 3 » est un événement élémentaire, - {PPF ; PFP ; FPP)

%, a pour événements &lémentaires ; (1), {2}, [3), (4],

(5!, (6}. T * Traduire en langage des probabilités I'évenement !
— 1l n'est pas possible de réaliser 1 événement « le « Les trois cbtés visibles sont les mémes ¥
chiffre obtenu est 9 », cet événement est dit impos- '

sible. * Ecrire tous les événements élémentaires.

Cependant, il est toujours possible de réaliser 1’6va-
nement « le chiffre obtenu est compris entre 1 et
6 », cet événement est dit certain. * Quel est I'événement cortain ?
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‘9, étant I'onivers des évantuahtés ﬂ

une expérnence aléatoire,

on ﬂppe]le événement de 9 toute partie de 'ensembe 9,

— Lorsque cet événement est un smgletun on I’
- Jorsque cet événement est 'ensemble vide,
— lorsque cet événement est ensemble AU, on I

@ Réunion, intersection de deux événements
Pour ‘3

[;gnmderons les événements suivants :

A, « le chiffre obtenu est pair » ;

B « le chiffre obtenu est multiple de 3 ».

GnaA, [2;4;6}, B, =1{3; ).

— Réaliser 'événement A, ou 1'événement B, c’est
obtenir un chiffre pair ou un multiple de 3 ; un dit
que I'on a réalisé ’événement (A, ouB,),
'Get événement est noté A, U B,.
AUB, = 12 B 4 6).

— Réaliser lévénement A, et I'évinement B, c'est
obtenir un chiffre pair D’ﬂlltlple de 3 ; on dlt que
Von a réalisé 1'évenement (A, et B,).
Cet événement est noté A, M B

AN B = {a}

Définition!

appelle événement élémentaire ;
on l'appelle événement menssxblﬂ 1
appelle événement certain,

Pour %,
Considérons les évanements suivants :

A, ¢ « Les trois figures oblenues contiennent au
moins deux PILE ».

B, : « Lestrois figures obtenues contiennent au plus
deux PILE ».
— Reéaliser I'événement A, c’est obtenir deux PILE
nu trois PILE,

= {PPF ; PFP ; FPP ; PPP}.

- Réahser I'événement B c'est obtenir zéro PILE ou
un PILE ou deux PILE.

B, 2 = [FFF ; PFF ; FPF : - FFP ; PPF ; PFP ; FPP )
* Quel est I'événement _[A'z,-ou B,)?
* Quel est I'événement I[ﬁz et B,)?

9 étant l’umvers des éventuahtes d’une expénanne aleatoue. A, B des événements de U,
:— ‘on appelle événement (A ou B) la partie A UB dedl;
-on appel]e évenement (A et B) la partie A N B de L.

B Evénements contraires — Evéinements incompatibles

Pour €,
=Py est 'événement « le chiffre obtenu est pair ».
Ona: A,=(2;4:6) ; A,={1;3;5}
A, est dong ]'événement « le ahifﬁre obtenu est
'lmpan' ».

A, est le complémentaire de A, dans QU,. |
On dit que A, est lévenement contraire de A, ou
que A, et A, sont des événements contraires.
— Considérons les deux événements suivants :
C « le chiffre obtenu est plus petil que 4 ».

D, «le chiffre obtenu est plus grand que 4 ».
Il n’est pas possible de réaliser simultanément ces
denx éviénements.
On dit ces deux événements sont incompatibles.
Ona: 16;=1{1;2;3),D,=15; 6},
dol:c; D, = @,
Deux événements contraires sont incompatibles.

Définition

Pour ‘6
A, est l'evanement « les trois cotés vlslbles conten-
nent au moins deux PILE ».

* Donner le contraire de I'événement A,.

— Considérons les deux événements suivants :
C2 « les trois cotés visibles contiennent zéro PILE ».
D, «les trois colés visibles contiennent zéro FACE ».

e Cas deux événements sont-ils incompatibles ?

'?LL 6tant Punivers des éventualités d'une expérmnce aléatoire, A, B des événements de %L

'~ On appelle événement contraire de A la partie A de U complémentaire de
=on dit que I'6vénement A et I'événement B sont incompatibles lorsque 1

L ““Fnusﬂ:le, c'est-a-dire lorsque AN B = 2. _

A dans AU ;
’évenement (A et B) est
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TABLEAU RECAPITULATIF

Langage des probabilités Tlustrations
des ensembles Langage i_f___________-_- :
SEe. |
Univers |9l est un ensemble | est I'univers des éver{tu_alités
d’une expérience aléatolre g
g, €l g, est une gventualité . .
.8
Evénements ACq A estun gvenement de UL
6, EA e, réalise I'évenement A
e} € A {e;) est un gvenement élémenlaire
A=y I'évenement A est impaossible 3
H= I'événement A est certain El
Intersection ANB 1'évinement (A et B)
de deux ; .
é\"é.:ll.’.::;]l;ts g EAN B 8 réa]is:tl‘évéuement A
e, réalise I'événement B
Réunion AUB |'évenement (A ou B)
de deux s
sydrements g EAUB g, réallsz; événement A
e, réalise I'événement B
Contraire A= Cad A est_Pévénement confraire de A i 7
d'un A et A sont des dvénements y
événement contraires / m
g EA & g €& ‘A | e, réalise 'événement A = _
si et seulement si
e; ne réalise pas I'’évdnement A
Fvénements _ 1'événement (A ef B) est impos-
incompatibles ANB=0 sible PP
AetB I'événement A et I'événement B
sont disjoints  jsont incompatibles
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__2.2, Probabilité d'un événement

pmee==1 Définition

Les exemples 5I}qudl.lctif;5 du paragraphe 2.1 suggdrent la présentation d'un modéle mathématique pour
la fréquence th eqr1111re=_d un évene_men‘l. c’est la probabilité de cet événement ; celle-ci permet de mesu-
rer les chances de réalisalion de 'événement.

IDéfini
aq élﬂl‘lt lI'univers des événementls d’une Expé']'ienge_ aléa[oir_e’
on dit que 'on a défini une probabilité P sur . lorsque, i tout événement A de 9., on peut associer
un nombre réel appelé probabilité de A et noté P(A) vérifiant les conditions suivantes :

— la probabilité d'un événement est comprise entre 0 et 1 ;

- la probabilité de I'événement certain est 1, celle de I'événement impossihle est 0 ;

— la probabilité d'un événement est la somme des probabilités des événements élémentaires qui le
composent.

P - 224 0 R Rl 5, 5 i

oo

Pour loul événement A de i, 0 <P(A) <1
P est une probabilité sur U signifie que P)=1; P[@) =0
SiA={e5 i &) alors P(A) = £P((e)

Exemple 1

91 &tant 'univers des éventualités e, b, <, d; e d’'une expérience alaloire, déterminons la probabilité’
‘sur 9 telle que : M= A O TS S S W —

% P(lal) = 2 P({b}) = 2 P({c]) = 4 P({d]) = 4 P({e]}

|Calculons la probabilité des événements A, B, C définis par : A ={a; bl, B={c;e), C={bjcid.

Détermination de la probabilité P Calcul de P(A), P(B), P(C)
Ona:U={a;b;c;d;e) Ona: A=l{a;bl, B={c;e), C=lb;ec;dl
d'oir: doit:  P(A) = P(la)) + P((b)) = 0,6 |
P(U) = P[[[IH -;-)P({bll +P(le}) + P(d}) + P(le}) = 1 P(B) = P(le]) + P(le]) = 0,3
10 P(le]} =1 : -
donc:P(le]) =01 : P(lal}=04 ; P(b)=0.2 RIGHAIOH Rl Rl b .
P({c)) =02 ; P({d}) = 0,1 '

eEme===1 Propriétés i
9 étant 'univers des éventualités d'une expérience aléatoire, P une probabilité définie sur A, la défini-
tion des probabilités et les opérations sur les ensembles permettent de démontrer les propriétés sui-
_vantes.

[Propricic : e O | |

Si A et B sont de:;;( événements incompatibles, alors P(A U B) =P(A] + P(B).

B Probabilité de la réunion de deux événements incompatibles

Démonstration guidée

—Poser A = la,, ..., a) et B= {bl, g bm], déterminer A U B.

~ Exprimer P(A), P(B) et P(A U B) en fonction des probabilités des événements élémentaires.
—lustrer par un diagramme.
Exemple 2 | A— e
Ona:Anp- (%]

d'od : P(A U B) = P(A) + P(B)
=06 +0,3=09
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B Probabilité de 15 réunion de deux événements

o T I — G e
] Eropre [} . !

i AN S ) : > - e — B.-I
5i A et B sont deux événements quelconques, alors P{A U B) = P(A) + P(B) -P(A N B)

Démonstration quidée
— Vérifier que les éveénements (AN B), (AN E), (AN B) sont incompatibles et ont pour réunion B,
—llustrer par un diagramme

Exemple 3 e TRV YN Y P 7R R g T e o
Revsio & eniglo ot A hons PRGN g
Ona:ANC=(b) et P(b)) =0,2

donc:P(AUC) = P(A) +P(C)-P(A N C)
=0,6+0,5~0,2=0,9.

B Probabilité du contraire d'un événement
IRiopiicicn R

Si A est le contraire d'un événement A, alors P(A) = 1 - P(A).
Démonstration quidée

L'événement A et I'"événement A sont incompatibles et leur réunion est 9,

Exemp]e4 _ N e s
Revenons A Vexemple 1 et dbduisons Pllc; dsel) '

Ona:la;b}=A et {c;d;el=A

donc :Pcsd;el) =P(A)=1-P(A)
=1 = ﬁ,ﬁ = ﬂ,"]:.r

TABLEAU RECAPITULATIF

- Propriétés des probabhilités Mlustrations:

Fvénement impossible
Evénement certain

P{@)=0;P) =1

Réunion d’événements SiANDB=0
incompatibles

alors P(AUB) = P(A) + P(B)

Réunion d'événements

quelconques P(A U B) = P{A) + P(B)-P(A N B)
__________————__
Contraire _
d'un événement P(A)=1-P(A)
__-___-_-_-_'_'————__
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—2.3., Calcul des probabilités
Equiprobabilit
Définition = Propriété’
9 est Punivers des éventualités d'une expérience aléatoire,

- On dit que cette expér
mentaires lorsque tous 1

des événements élémentaires

P une probabilité définie sur 9.

re d'équiprobabilité des événements élé-

U ont la méme probabilité.

— Dans ce cas, pour tout événement Adeql, P(A) = card A ?
- - L - card9

EEI‘I‘IE'!’QUE

ience aléatoire a lieu dans un cad
es événements élémentaires de !

Une expérience aléatoire qui a lieu dans Je cadre de I'équiprobabilité des événements élémentaires doit
étre explicitement mentionnée, '

Cependant, la tmd}'r:ion veul que le dispositif et la description de I'expérience aléatoire permettent de
reconnaflre celle qui a lieu dans le cadre de Iéquiprobabilité des événements élémentaires.

Ce cadre est suggéré dans un énoncé de probléme par certaines expressions.

— Pour les lancers, les dés, les pices de monnaie... sont supposés parfaitement équilibrés et leur face
porte des signes.

— Pour les tirages, les boules, les jetoms, les cartes..

% Ji - sontindiscernables au toucher, de plus « on tire au
asard ».

Des modeéles de références en calcul des probabiliiés

B Tirage d’une boule — Lancer d’un dé parfait

Exemple

Eﬁqe urne contient six boules indiscernables au. O'ﬁ__fanqe un, dé__,t_:;j_l;ii’gue 'pa'rfait'eme'nt équilibré
toucher, numérotées de 1 4 6. On tire une boule | ‘dont les faces sont numeérotées de 1 46 ; on litle:
{de cette urne et on note son numéro. numéro inscrit sur la face supérieure.

- Quelle est 1a probabilité d’avoir un chiffre pair ?-

Quelle est 1a probabilité d’avoir un chiffre plus grand que 4 7

L'univers des éventualités
Tirer d'une urne une boule indiscernable au tou-
cher et lire son numéro est une expérience aléatol- | supérieure est une expérience aléatoire dont 'uni-
r¢ dont 'univers % des éventualités est défini par : | vers 9L est défini par:

U=1{1;2;3;4:5;6].

Les boules étant indiscernables au loucher, cette
expérience aléatoire a lieu dans le cadre de 1'équi-
probabilité des événements élémentaires.

Lancer un dé cubique et lire le numéro de la face

Le dé étant parfaitement équilibré, cette expérien-
ce aléatoire a lieu dans le cadre de 1'équiprobabili-
té des événements élémentaires.

Le calcul des probabilités
A est I'évenement « le chiffre obtenu est pair » ; B I'événement « le chiffre obtenu est plus grand que 4 ».

Ona:A=(2:4:6] ; B=1[5:8).

; 2 _ 1
don:P(A)= 244 -3 _ 1, pp)-cadB_2

card U card AL =L

B Tirage d’une carte

Exemple

%Dn tu'e aiu-'h'hsfér;tl..'ﬁné caﬂe d’un jeu de 32 cartes comprenant quatre « couleurs » : Pique, 'Il'éﬂe,l
‘Carreau, Coeur, _ _ s
?Chaque L-”ﬁﬁuléurs' » est composée de 8 cartes : I'As, le Roi, la Dame, le Vale!,_lle 10, le 9, les, le7.
{Quelle est la probabilité de tirer un Tréfle ? Un As 7 La Dame de Ceeur 7 une carte rouge 7

\(Le Pigue i‘-'-f.;lﬁ"'lﬁﬂe;snnt';nﬂifs'- le Carreau et le ‘Cozur sont rouges).
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L'univers des éventualités

Tirer au hasard une carte d'un jeu de 32 cartes est une expérience aléatoire dont l].um‘{’;'a“ q;, des évep.
tualités contient 32 ¢léments. Les cartes étant indiscernables, cette expérience a licu dans le cadre de
Péquiprobabilité des évenements élémentaires.

Le calcul des probabilités

cardA _ 8 _ 1
A est I'éveénement « I3 carte tirée est un Trafle », P(A) = ardl, 327 4
y _cardB _4 _ 1
B est 'évinement « la carte tirée est un As », P(B) = card® 32 8
o _cardC _ 1
C est I'évinement « la carte tirée est la Dame de Ceeur », P(C) ard ®, 32
cardD _16 _ 1
D est 'événement « la carte tirée est rouge », P(D)= du 32 2

® Tirages simultanés
Exemple

Un sac contient dix boules indiscern ables au toucher dont six rouges R;, R, R;, R, R Ry !j._-_']'.lilti."&}
Toires N; N,, N, N,. On tire simultanément, au hasard, trois boules du sac et on nuterlen;s-;lcpu{gg;js;;[
{Calculons 1a probabilité de chacun des événements suivants: g o
| A «les trois boules tirées contiennent au moins une rouge » ;
28 Y B «les trois boules tirées contiennent au plus une rouge ». _
Les événements de Pépreuve

Une éventualits

Le dispositif de I'éprenve & Teseeinns:

Description de I'éprenve

Lecture
de I'énoncé

Un sac conlient 10 boules
indiscernables au toucher
dont : 6 rouges et 4 noires

— On tire simultanément
(au hasard) trois houles
— On note les couleurs

— Un ensemble de 3 boules

sre o E : ensemble des boules
Modélisation E=IR, R, R, R,, R,, Ry,
Nl' Nz' Na! Nii

— Une partie de 3 éléments
de E (c’est une combinai-
son de 3 éléments de E) ;

R,, N, N) ; N,, R,, R,)...

L'univers des éventualités

Désignons par 9 "univers des éventualités, On a : card a1 = C:ﬂ

Le calcul des probabilités

Les boules étant indiscernables au toucher et tirées au hasard,

mentaires.
— FEvénement A

« les trois boules tirées contiennent an moins une
rouge »

Un élément de A est une partie de E constituée par ;

une boule rouge el deux boules noires (1)
soit { deux boules rouges et une boule noire  (2)
trois boules rouges

(3)
Pour obtenir un élément de A de typs (1) & chacune
des 6 boules rouges, on assm:iel c!euzx des quatre
boules noires ; leur nombre est C xC,.

De méme, le nombre d'éléments de A de type (2) est
G % Ce-
Un élément de A de type (3) est une combinaison

de 3 éléments de al'ensemble des 6 boules rouges :
leur nombre est C..

doti: ecard A= C;, X qu +.C: ® EE + Cg =116
card A _ 116 _ 29
donc : P[A]:mrdm—ﬁ-ﬁ— 50"
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on a I'équiprobabilité des évinements &l6-

— Evénement B

« les trois boules tirées contiennent ay plus une
rouge »

Un élément de B est une partie de E constituée par:
{ trois boules naires
soit 4

une boule rouge et deux boules noires

d'ol : carﬂB=C3+C;xCi=4+ﬁxﬁ=4u
dﬂnn: P[B)_—.Ci@ = 40

1
cardq 120 3"



B Tirages successifs avec remise

Exemple
'Un sac  contient huit boules’ mdlscemah
N, Nz, N,. On tire au hasard:une houle
|tire au hasard une deux:eme Imule,

edu 'sac; on note sa couleur, on la remet dans
on-note sa conleur, : .

|

les an toucher dont cinq rouges R—x R, R, R4, lli et trms nmres{

e sac, pms on/

\Calculons les probabilités de chacun des événements suivants ; ;
, A « les/ deux boules tirées sont de couleurs dlﬁerentes e ; {

B . B« les deuxhuules tu'ees ‘sont de la mﬁme cuuleur e EARFL R e S
Les événements = —
reo T o Ayttt e R R B T ualité
de I'épreuve Le dispositif de I'épreuve | Description de I'épreuve qﬁi f.:;’:::;l;t
Lecture — On tire une boule

Un sac contient 8 boules

de I'énoncé et
indiscernables au toucher

(au hasard)
— On note sa couleur

— Un ensemble ordonné

dont : 5 rouges et 3 noires | _ gﬁ {;; Bur;l_l'zt i Bl de 2 boules
— On nole sa couleur
Modélisation E : ensemble des boules 1% tirage | 2°tirage ||_(jn couple d’éléments deE
E=(R. R, Ry, R, R, N,|[ 1boule | 1boule |f(cestun élément deExE):
N tirée tirée (R.,N,): (R, R,) ...
2 parmi8 | parmis ||Re N i(Re Ry

D’univers des éventualités

Désignons par U I'univers des éventualités, Ona: U =E x E ; card 9L = 8% = 64,

Le calcul des probabilités

Ici encore, 1'épreuve a lieu dans le cadre de I'équiprobabilité des événements élémentaires.

— Evénement A
« les deux boules tirées sont de couleurs différentes »
A est constitué par les éléments des ensembles sui-

vants : [R]l Rz: Rg! qu,-Rg.] x INII'N-ZJ Nﬂ-] 3
(N}, N,. N;) X (R, Ry, Ky, K, K|
doli: card A=5%3+3%x5=30
; _cardA _ 30 _ 15
donc : P(A]—m—m—az

— Evénement B
« les deux boules tirées sont de la méme couleur »
B est constitué par les éléments des ensembles sui-

vants: [R,, R, R, R, 1'*‘.ﬁ}><1B;1,F€.2 R, R, R, ;
{N,, N,, N} x INI, N,,

d’oti: card B = 5z +32=34

dong : P[B]-EI%L %_32

o Vérifier que I’événement B est le contraire de 1'évEnement A.

W Tirages successifs sans remise
Exempfe
lUn sac

t:untlent hult boules indiscernables au toucher dont ¢ cing ruuges R1 ]Ei'.z R., Rﬂ, R et trois nmress
N On tire au hasard une boule du sac, on note sa couleur, on ne la remet pas: dans le sac pms

run t:re au hasard une deuxiéme boule, on note sa couleur.
|Calculnns les pmbahihtés de chacun des événements suivants :
i

-------

« les deux boules tirées sont de couleurs différentes »
[ B « les deux houles tirées sont de la méme couleur » .

Les évenemenis

de I'épreuve Le dispositif de I'épreuve

Description de 'l"é'prauire

Une éventualité
de l'épreuve

Lecture

by Un sac contient 8 boules
de 'énoncé

indiscernables au toucher

— On lire une boule
(au hasard)

- On note sa couleur

— On tire une 2¢ boule

— Un ensemble ordonné
de 2 boules différentes

dont : 5 rouges et 3 n0Ires | (4 hasard) _
— On note sa cauleur
s iils 1% tirage | 2%lirage ||_ Up couple d’éléments dif-
Modélisation e ensembleRdESﬁ 0; ESN' 1 boule 1boule ||férents deE ¢
E=[R, Rz_' gr et e T tirée tirée (R.,N,):(R,.R)
|_ N,, Ny parmi 8 parmi 7 ot L e S LR
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L'univers des éventualilés

Désignons par U 'univers des éventualités. On a: card
Le calcul des probabilités ;

Ici encore, l’é;reuve a lieu dans le cadre de l"‘iltllliIJrD]:'?bil'i‘té des évenemonts 6l
- Evénement B ~ Evénement A
« les deux boules tirées sont de la méme couleur» |« les deux boules le con
B est constitué par les arrangements de 2 éléments | 1'événemen £ apmen

de (R, R?'} R, R, R;) et ceux de 2 éléments de|dong: P(A}=1 ”P:EB]

m___Ag__.?x&.:Eﬁ.

émentaires.

lirées sont de couleurs différentes »
' traire de I’événement B,

{N'l'lNzl r__Iﬂ%—B—:%—g‘r
d'm‘ltcardB=ﬁ§+A§=g—:+i—f_—.4x5+zx3=za

donc: P(B)=S@dB _26_13

onc (B) card®, = SB35

pmemm=m Autres exemples de calcul des probabilités

B Lancer d'un dé cubique truqué
Exemple S ) A fo T —
'On lance un dé cubique parfaitement équilibré dont une face est marquée (a), delX 1aces Sont mar
\quées (b) et trois faces sont marquées (c) ; un tel dé est dit frugué. On nole la lettre marquée sur laj
|face supérieure du dé immobilisé. _ 3 A g il My
‘Quelle est la probabilité pour que la face supéricure soit marquée (a) ? soit marquée (b) 7 soit mar-
-quée (c) ? ' ' : - wotaeds

L'univers des éventualités :
Pour cette expérience, tous les résultats possibles constituent I’ensemble ((¢) ; (b) ; [c}}. Pour un _te] nni-
vers, les événements élémentaires ((a)l, {(b)}, {(c)} ne sont pas équiprobables. Le dé étant parfaitement
équilibré, nous pouvons nous placer dans le cadre de I’équiprobabilité des événements. ¢lémentaires en
prenant pour univers l'ensemble des six faces du cube. U =Ufy 1 £ 1 /5303 i fs i Jes

la face f] étant marquée : {a) ; les faces f, et f, étant marquées ! (b) ; les faces £, f; et [ étant marquées : (c).

Le calcul des probabilités

A est I'éveénement « la face supérieure est marquée (a) », P(A) = 2:23% = -%—
B est l'événement « la face supérieure est marquée (b) », P(B) = c‘ardB =2 -1
cardt. 6 3
G est I'événement « la face supérieure est marquée [c) », py=CdC _ 3 _ 1
' ' cardl 6 2

B emargue

Dans certains cas, le choix d’un univers correspondant & I'équiprobabilité des événements élémentaires
est toujours possible, le calcul des probabilités est alors plus aisé.

B Lancer d'un dé cubique pipé
Exemple B
'On lance un dé cubique dont les six faces sont numérotées de 1 i 6, Le centre de gravité de ce dé'ne|
‘coincide pas avec son centre, on dit que ce dé est pipé. Bt
Ce dé est tel que les événements élémentaires {1}, (2], (3] ont 1a méme probabilité
f_lg'duuhle de la probabilité de chacun des autres événements é‘lémen?nires. s
'Quelle est la probabilité p définie sur I'univers 9 de celte expérience aléatoire ? ; W)
| Quelle est la probabilité d’avoir un chiffre pair ? perience aleatoire 7 |
L'univers des éventualités ' - RS
L'univers % de cette expérience aléatoire est défini par: U ={1;2:3:4- 5 : 6)
Le dé n'étant pas parfaitement équilibré, les événements élémentaires "EE lsu ; 6). _

t :
Le calcul des probabilités 1t pas équiprobables
—~ Evénements élémentaires _
Ona: P({1)) = P((2]) = P({3]) = 2 P({4}) = 2 P({5]) = 2 P((6])
or:  P((1)) +P((2)) + P(3}) + P({4]) + P({5}) + P([6}) = 1
d’ou: 9P(6l)=1 i |
donc : P([4]) = P({5})) = P([6}) = 5 + Pl =Pd2) =P(3}) = _g_

probabilité étant/

|
f
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- Déﬁgﬂ;“s IPzar ;"L_l_';fi‘uénement «le numéro de la face supétieure est un chiffre pair ».
PA)=Pl2) +P(l4h +P(6h =2 + L , 1 _ 4
IR B e B

@ Probabilité et proportionnalité
Exemple

e e —— - = e T —

R R I T o o T T T T et R i e

|On considére une cible de tir & I'arc de rayon 0,8 m comme indiqué ci-contre.

b mns - - a e ) 4
Lorsque la fléche alteint la cible, le tireur note ¢ nombre de points inscrits |
!dans la couronne ou se trouve la fléche, !

0.2m

Sachant que la probabilité d'atteindre une couronne est Prupurtiunnelié;.é;]l:
Taire de cette couronne, trouver la probabilité des événements slémontaires,

e e e ik o s D R A e VU S

AR SN 8 e A

FL'univers des éventualités
L'univers U des événements est tel que : 9L = {4, 6, 8, 10)
i étant un élément de A, notons p(i) la probabilité d'atteindre la couronoe margquée i,

Le calcul des probabilités

— Calculons les aires des couronnes de la cible : |~ Examinons la proportionnalité entre la probabilité
d’atteindre chaque couronne et 'aire de cette couron-
numéros 10 8 6 4 18

aire(m?) 0,195 |0,377 | 0,698 |0,879 p10) _ p8) _ pl6) _ p@)
0,125 0,377 0,628 0,879

— Utilisons la somme des probabilités des événements élémentaires p(10) + p(8) + p(6) + p(4) = 1

= 0,377 0,628 0,879
— On obtient : p(10) + 0.125 pl10) + m—»p[w] + TZEPHU) =1,
d'on : 16,07 p(10) =1 ; p(10) = 0,062.
donc : p(8) =0,188 ; p(6)=0,313 ; p(4)=0,437.

B Pourcentage et probabilité

Exemple
Dans une population E, 15 % des individus ont une maladie M_. Parmi les individus atteints'de la mala-'
die Mn* 20 % ont une maladie M,. Parmi les individus non atteints de la maladie M_, 4 % ont la mala-'
die M,. _
On prind an hasard un individu de la population E. A et B désignant respectivement les événements
‘suivants : « individu est atteint de la maladie M, », « I'individu est atteint de 1a maladie M,, ».
'Quelle est la probabilité pour qu'un individu de E soit atieint : - _ '

i' (1) de M, et M, ? (2) uniquement de M, 7(3) uniquement de M, 7 (4) d'aucune de M, et M, ?

Traduisons cette situation par :

un arbre de choix

des pourcentages

A ' LECTURE DELENONCE | ATTEINTEDE M, ATTEINTEDE M;, | 'LES RESULTATS)
(1) éléments de E ayant M, et M,, yM/Mb (1) P(ANB) = 0,03
15 , 20 _ 3 -

100 ~* 100 ~ 100
(2) éléments de E ayant M, et n'ayant pas M,
15 B8O 12

100 * 100 ~ 100
(3) éléments de E n’ayant pas M, et ayant M,
85 4 3,4

| 100 * 1700~ 100
(4) éléments de E n‘ayant ni M, ni M,

85 96 _818

100 © 100 ~ 100

'e&‘ﬂf&;a._‘" on

M, (2) P(ANE) = 0,12

/A*WMIJ (3) P(ANB) = 0,034

) %3 GOl

def--.Mb' (4) P(ANE) = 0,816
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——1IP. Opérations sur les ensembles finis et calcul des probabilitgs

H Tableau récapitulatif _ - =
OB =ANB | [ @
Complémentaire de la réunion AUB ;i
4
. T
Complémentaire ANE =AUB | [@
de l'intersection '

Différence symétrique AAB = (A\B) U (B\A) |

A1 —
(@

B Exercice commenté
Une enquéte menée auprés des familles d’une
commune en 1999 a propos de I'équipement de
leur foyer, donne le résultat suivant ;
. B0% ont une cuisiniére 3 gaz

21% ont un téléviseur

25% n'ont ni cuisiniére & gaz, ni téléviseur.

Evénements

On désigne par :
C, 'événement « a une cuisinitre 4 gaz »
T, I'événement « a un téléviseur »

On en déduit que :

CNT est 'événement « a ni cuisinidre & gaz, ni téléviseur »

— |

On jnterroge une famille de cette uummunnﬂ
prise au hasard. !
Quelle est Ia probabilité qu'elle ait : |
(1) une cuisiniére a gaz ]
(2} un téléviseur
(3) une cuisiniére i gaz et un téléviseur
(4) une cuisiniére 4 gaz ou bien un téléviser

1
|

CNT est I'événement « a une cuisinidre & gaz ¢t un téléviseur »

CUT est I'év@nement « a une cuisinisre & gaz ou un
CAT est I'événement « a une cuisinizre a gaz on hi
Calcul des probabilités )
Des données du probléme, on déduit les résultats suivants :

P(C) = TEEJU‘U =080 ; P(T)=2L =021
PCAT) = %55 = 0,25.

Calcul de P{CHH

Ona: PLNT)=PCUT)=1-PCUT)= 0,25

donec: P{CUT)=1-0,25=0,75.

Calecul de P(CNT)

Ona: P(C)+P(T)-P(CNT) = P(CuUT)

d'ol : P(CNT) = P(C) + P(T) - P[CUT_] =0,8+0,21~0,75 = 0,28
Calcul de P{CAT)

CAT et CNT sont disjoints et leur réunion est CUT,

donc: P(CAT) + P(CNT) = P(CUT) '

d'ott:  P(CAT) = P{CUT) - P([CNT) = 0,75~ 0,26 = 0,49,

308 Probabilité

télévissur »
&N un téléviseur

@

WCUT] = 0,75

| P(CNT) = 0,26 |

ﬁ[CﬁT] = 0,49
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Analyse combinatoire

1 On désire répartir 6 journaux dans 11 casiers
pominalifs. De combien de fagons peut-on le faire dans
chacun des cas suivants. '

1. Chaque casier peut contenir au plus un journal et :
aj les journaux sont distincts ;

b) les journaux sont identiques.

2. Chaque casier peut contenir un nombre: quelconque
de journaux et :

a) les journaux sont dislincts ;

b les journaux sont identiques.

2 Une enquéle a été réalisée auprés d'un échan-
tillon de 800 personnes sur leurs pratiques cullurelles.
Les résultats suivants ant été obtenus

— 400 personnes sont allées au cinéma au moins une
fois an cours du trimestre précédent (ensemble C) ;

— 155 sont allées au théilre (ensemble T) ;

— 110 sont allées au cinéma el au concert (ensemble

{CNT) ;

- 65 sont allées au théitre et au concert (ensemble

(TNM]) ;

—20 sont allées au cinéma, au théitre et au concert

(ensemble (CNTAM).

1. Combien de personnes ne vont qu'au cinéma ?
2. Combien de perscnnes n’ont aucune activité cultu-

relle ? ;
On utilisera un diagramme de VENN et les opérations

logiques sur les ensembles pour trouver et justifier les
résultats obtenus.

3 Une enquéte comporte dix gquestions, A chacu-
e d'elles, on peut répondre soil par oui, soit par non,
soit s'abstenir.
Quel est le nombre de fiches réponses différentes pos-

sibles 7

B Un touriste européen veut visiler trois villes de
1'Ouest de la Céle d'lvoire parmi les cing suivantes :
Danané, Man, Biankouma, Duékoud, Guiglo.

Combien d'ilinéraires peut-il concevoir ?

5 Une classe de 30 éléves qui décident de dési-
gner un chef de classe, deux adjoints, deux respon-
sables de I'entretien. Ces cing €)éves forment un comi té.
Celle classe est composée de 12 gargons inlernes, 12
gargons exlernes, 3 filles externes et 3 filles internes.
De combien de fagons différentes peut-on composer le
comilé si I'on veut que ;

a} le chef soil interne 7
b les adjoints soient de sexes différents 7

6 On rappelle qu'en numération décimale, un

nombre est divisible par 3 si et seulement si la somme:

de ses chiffres sl divisible par 3. s
a) Combien y-a-t-il de nombres de deux chiffres dont la
somme de ses chiffres est 97 Méme gueslion pour 127

A\

FxercicesZ~

b} Dénombrer ainsi les nombres & deux chiffres divi-
sibles par 3. .
c) Comparer avec le nombre de multiples de 3 qui
s'écrivent avec exactement deux chiffres.

7 On lance simultznément deux dés non trugqués
donit les faces sont numérolées de 1 & 6 et 1'on note les
deux numéros obtenus sur les faces supérieures.
Caleuler les probabilités des événements suivants
a) la somme des numéros obtenus est égale 46 ;

b} la somme des numéros obtenus est impair ;

¢} la somme des numérps obtenus est pair ;

dj la somme des numéros obtenus est supérieure 4 8 ;
e} la summe des numéros oblenus esl inférieure a 4.

B. n Gtant un entier naturel supérieur ou égal & 2,
on considére la fonclion fde B vers [ définie par :
Sl = (14 x)"

a] En utilisant la formule du binféme de Newton et en
dérivant f{x), démontrer que pour tout npm_bre‘ réel x:
CL+2C2+..+nC =n(1+x)"".

b) En déduire que::
Cl+2C2+..+nC? =n2v!
etque: CL-2C2+..+(-1)""nC] =0.

[Probabilité d’'un événement

9 Un centre de réunions comporte deux salles

numeérolées. 1 et 2. )
Onnote $, I'événement « la salle numeéro 1 est occupée »

et'S, l'événement « la salle 2 est occupée ».
On sail que :
—les deux salles ont autant de chance d'élre’ occuo-
pées I'uné que 'autre ;
—la probabilité que I'une des deux salles soit occu-
pée est égale 30,9 ;
— la probabilité que.les deux salles soient accupées:
en méme lemps est égale 4 0,5.
1. Les événements §, et S, sont-ils indépendants ?
2. Exprimer chacun des événemenls suivants & l'aide
des événements S, el.8,, puis caleuler leur probabilité ;
a) la salle numéro 1 est libre ;
D) les deux salles soient libres ;
¢} l'une des salles au moins est libre ;
¢} une seule salle est libre ;
e] la salle numéro 2 est libre, sachanl que la salle numé-
ro 1 est occupée.

10 Un dé dont les faces sont numérotées de 1 & 6
ésl truqué de telle maniére que l'apparition du numéro
5 est deux fois « plus probable » que l'apparition des
autres numéros.

g) Calculer la probabilité de Yapparition de chague
numéro.

b} Calculer les probabilités des événements suivants ;
— obtenir un nombre pair ;

— obtenir un nombre impair.
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11 Un dé dont les faces sont numérotées de 1°a 6
est truqué de telle manidre que la probabilité d'obtenir
chaque numeéro de 1 4 6 est proportionnelle & ce numéro.
a) Quelle est la probabilits de sortie de chaque numéro.
b) On lance une fois ce dé, quelle est la probabilité d'ob-
tenir un numéro supérieurd 3 ?

N 12 On lance deux fois de suite un dé cubique par-
fait"dont les faces sont numérotées de 1 3 6 de fagon &
fp}*mer un nombre de deux chiffres : le résultat du pre-
mier lancer donne le chiffre des dizaines, celui du
second lancer celui des unités,

Calculer la probabilité des événements suivants :

A « Le nambre obtenu est pair » 4

B « Les deux chifires du nombre obtenu sont identiques » ;
C « Le nombre obtenu esl supérieur ou dgaled 51 »;

D « Le nombre obtenu contient au meins un 6 ».

_ 13 On lance deux fois de suite un dé cubique par-
fait dont les faces sont numérotées de 1 & 6 et I'on note

a le résultat du premier lancer et b le résullat du second
lancer.

On considere alors I'éguation du second degré :

2+ av+b=0.
Calculer la probabilité pour que cette squation admette
des solutiens (distinctes ou confondues.)

14 On considére un dé cubique parfait dont une

face porte le chiffre 1, deux faces le chiffre 2 et trois

faces le chiffre 3.

On lance une fois ce dé et on désigne par p,, p, et p, les
probabilités d'obtenir respectivement 1, 2 et 3.

a) Déterminer p,, p, et P

b} On lance trois fois ce dé ; déterminer la probabilité
d'eblenir ;

— deux fois le chiffre deux |

— aucune fois le chiffre 3 ;

—une somme égale 4 4.

15 Un dé est Jancé 160 fois.
1. Calculer la probabililé que le point 1 se présente 25
fois, 26 fois, 27 fois.
2. Calculer la probabilité que le point 1 se présente un
nombre de fois compris entre 25 et 27.
3. Le total des probabililés obtenues en 1. différe de la
probabilité obtenue en 2. Pourquoi 7 '
4. Quelle est la probabilité, avec six jets d'un dé, d’ob-
tenir & chaque fois un résultat différent 7

16 Une urne contient trois boules rouges at deux
boules noires indiscernables au toucher, L'expérience
aléatoire consiste & lirer une boule, deux fois de suile,
lors de tirages avec remise. _

a) Quels sont les évenements élémentaires de cetta
expérience 7 Combien ya-t-il 7 .
b) Déterminer la probabilité de.chacun des événements
spivants :

« tirer une boule rouge au premier tirage » ;
R, « tirer une boule rouge au second tirage » ;

R,MNR, ; R,UR,.

17 On considare un sac contenant trois boules
blanches et trois boules noires. On tire au hasard et
simultanément trois boules.
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fvants : :
sﬂu.ﬂ on obtient au moins une boule blanche » ;

B « on obtient au moins deux boules noires » ;
C « on obtient au moins une b_m_:]e de chaque cg o
2. --né’ﬁnir i’_événemem_ :_“mB par une phrase simple
puis calculer sa probabilité.

48 On tire deux cartes dans un jeu de 52 cartes,
1. La seconde carte est tirée aprés remise de la premj.
re dans le jeu (tirages i]:l_fiépand_ants].
a} Quella est la probabilité de tirer deux as ?
b) Quelle est la pruhab;]l.lt.é de tirer au meins un as ?
¢} Quelle-est la probabilité que la seconde carte tirgg
soit un as ? .
2. La seconde carte est tirfe sans qu’on ait préalable.
ment remis la premiére dans le jeu (tirage exhaustif),
aj Quelle est la probabilité de t?re:r deux as 7
bj Quelle est la probabilité de tirer au moinsunas?
¢} Quelle est la probabilité que la seconde carte tirgs

soitun as ?

19 Une urne contient quatre jelons marqués res-
pectivement 1, 2, 3 et m [m € R* }..Om tire au hasard un
jaton dans I'urne. On note P,, P,, P, et P, les probabili-
tés respectives de tirer le jeton marqué 1, 2, 3 et m,

P,, P,, P, et P, constituent dans cet ordre une suite

arithmétique de raison —13—

1. o} Monbrer que : P, = :11_6'
b} Calculer P, Py et P
2. On considére X la variable aléatoire qui, a chaque
tirage, associe le nombre marqué sur le jeton tiré
a) Définir la loi de probabilité de la variable X,
bj Calculer m sachant que 1'espérance mathématique de
Xvaut 2.
D'aprés Bac

20 Deux boules de coulenrs différentes, rouge et
noire, sont réparties dans trois cases de couleurs diffé-
rentes, rouge, noire et jaune.

1. On suppose que chaque case ne peut contenir plus
d’une boule,

a) Combien y a-t-il de répartitions possibles des deux
boules dans les trois cases 7

b} En supposant toutes ces répartitions équiprobables,
calculer la probabilité de chacun des &vénements sui-
vants : ' o o

A « chaque boule est dans la case de sa couleur # 3

B « la case jaune est vide » ;

C «la boule rouge est la seule dans la case ayant sa cou-
leur »,

2. On suppose que chaque c ir plus
Dind o _ q ase peut contenir p
a) Combien y a-t:il de répartitions possibles des deux
boules dans les trois cases 7

b} En supposant loutes ces répartitions équiprobables,

calculer la probabilité d L o
Bdéfinisan1. b). e chacun des événements A ¢

7 31 On lance 100 fois une pigce en l'air et on note
S totés (pile P et face F) obtenys successivement.

;‘11:1;‘9 est la probabilité pour qu'on obtienne 50 fois
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2% Deux joueurs, Pigna et Gouanda, lancent
simultanément chacun un dé dont les faces numérolges
de 14 6 ont la méme probabilité de sortie. Le gagnant
est celui qui obtient un nnmbre.slriclemﬂn['supérieur &
celui de l'autre. La partic est nulle si les deux joueurs
obtiennent le méme numéro.

1, Quelle est 1o probabilité que Pigna gagne 7

2, Quelle est la probabililé que Gouanda gagne ?

23 On sail, par des enquétes. médicales, qu'un
individu appartenant 4 la population d’un certain pays
a la probabilité 0,01 d'étre atteint par une maladje Aet
Ja probabilité 0,05 d"étre atteint par une maladie B.

1. Si ces deux alfections sont indépendantes, Eﬁmhien
de sujets atteinls de 'une au moins des deux aflections
deil-on s'attendre & trouver dans un échantillon de
10 000 sujets pris au hasard dans 1a population ?

2. Combien de sujets atteints de la maladie B doil-of sal-
lendre & trouver sur 500 sujets alteints de la maladie A,

28 Considérons une population ob le nombre de
méles est 1a moitié du nombre de femelles. Des études
statistiques onl montré que dans celle population 6%
des méles avaient le caractéré albinos el 0,36 % des
femelies avaient ce caractdre,

1. Quelle est la probabilité pour qu'un individu pris au
hasard soit albinos 7

2. Quelle est la probabilité pour qu'un albinos de cette
population soit méle ?

25 Cinq individus ont &té témoins dun fait
donné. Parmi eux, on sait que deux seulement sont
menteurs mais on ignore lesquels. On questionne deux
témoins au hasard sur le fait congidéré de fagon indé-
pendante, ;

Quelle probabilité a-t-on :

a) d’obtenir & chaque fois une description véridique des
faits 7

b} d'oblenir deux versions contradictoires ¥

¢} d'obtenir deux versions fausses ?:

26 Deux clubs de football A ef B ont respective-
‘ment 18 et 15 joueurs susceptibles de jouer dans leurs
équipes. Le joueur X appartient au club A et le‘joueur
Y appartient au club B.

Pour le prochain match, les joueurs sont tirés au sorl
dans.chaque équipe.

Quelle est la prababilité. d’avoir X et Y qui jouent au
cours de ce prochain maitch 7

27 Une caisse contient péle-méle 10 cubes
oranges, 20 cubes blancs et 5 cubes verts, tous de la
méme laille,

1. Quelle est la probabilité de pouvoir faire le drapeau
de la Céle d'Ivoire :
a) en prenant simultanément 3 cubes ?

J en prenant simultanément 4 cubes ? .
2. Quelle est la probabilité, en prenant simultanément
El__ cubes I'un aprés ’autre sans remise, d’obtenir dans
Vordre le drapeau de la Cote d'Ivoire ?

28 un parachutiste saute d’un -avion et atterrit
pé:a.ssal:emﬁnt sur un terrain déboisé de 1 hectare
entourd d'une forat,

Dans ce terrajn il y a:
—un espace cultivé rectangulaire de 50 métres de
long et 30 métres de large ;
—un plan d'eau [ormant un triangle rectangle isocé-
le de 100 métres sur les cétés de I'angle droit ;
—une cible circulaire de 20 métres de diamétre qui
représente san objectif.
On suppose que la probabilité pour qu'il tombe sur une
partie donnée du terrain est proportionnelle & 'aire de
cette partie.

1. Définir 'ensemble des éventualités et calculer la pro-
babilité de chaque événement élémentaire. '
2. Calculer la probabilité qu’il rate la gible mais n’atter-
risse ni dans |'espace cultivé ni dans le plan d'eau.

3. Calculer la probabilité qu'il atterrisse dans I'espace
cultivé ou dans le plan d’eau.

29 Un pére et son fils achétent un cadenas. Le
vendeur du cadenas communique & l'acheteur une
combinaison sécréle a quatre chiffres permettant d'ou-
vrir-le gadenas. Cetle combinaison est un nombre com-
Pris entre 0000 el 9999,

1. Arrivé chez lui, le fils ne se souvient plus de la com-
binaison communiquée par le vendeur.

Quelle est la probabilité qu'il ouvre le cadenas au pre-
mier essal 7 au deuxidme essai 7 .
2. Le pére se souvient seulement que la combinaison du
cadenas comporte deux fois le chiffre 2 et deux fois le
chiffre 4,

Soit fe un élémentde [1;2;3;4;5; 6).

Déterminer la probabilité p, pour que le pere arrive a
ouvrir le cadenas au A*™® gssai,

30 Un autobus réncontre sur son trajet sept feux
tricolores. Pour chacun de ces feux, le rouge dure 30
secondes, 1'orange dure 10 secondes et le vert dure 20

secondes. Les sept feux ne sont pas synchronisés et les

aléas de la circulation font que 1'état d’'un feu devant
lequel se présente l'autobus ne dépend pas de 1’état des
feux précédents.

1. Calculer la probabilité pour que sur son trajet 1'auto-
bus rencontre exactement irois feux verts.

2. Calculer la probabilité pour que sur son trajet I'auto-
bus rencontra an moins un feu vert:

31 Dans une population vulnérable, la probabili-
té pour qu'une personne quelconque contracte une
maladie au cours d'une année est de 0,4 pour une mala-
die M el de 0,6 pour urie maladie M'. '
« Conlracter la maladie M » et « contracter la maladie
M’ » sont deux événements indépendants. Pour-une
personne choigie au hasard, calculer la probabilité das
évenements suivanits :

A « contracter les deux maladies M et M’ » ¢

B « contracter au moins une de ces deux maladies au
cours-de la méme anxée » !

C « ne contracter aucune de ces deux maladies au cours
de la méme année ».

32 Deux cars A et Bdﬂi\"ﬂﬂt E.I'l.".i‘.VEl‘ﬁ la gare rou-

tibre & la méme heure. Leurs arrivées sont considérées
comme des évenements indépendants.
1. Sachant que ces deux cars ont des probabilités de 0,9
pour le car A el de 0,8 pour le car B.d’arriver & I'heure,
quelle est la probabilité pour qu'au moins un des deux
cars soit ponctuel ?
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2. Quelle est, dans les mémies conditions, la probabilité
pour qu'au moins un des deux cars soit en retard 7

33 Une machine a écrire comporte 42 touches
parmi lesquelles se trouvent & chilfres, 26 lettres et 8
symboles divers,

1. On considére une enfant qui ne sait pas lire sur une
touche et on admet alors que la probabililé qu'elle frap-

peune touche déterminée est 1a méme quelle que soit
celte tonche.

aj Quelle est la
leltre 7

b) Cette enfant se prénomme Nongba. Quelle est la pro-
babilité pour qu'elle frappe une lettre de son prénom ?
Méme question si cette enfant se prénomme Mariam,
¢} Quelle est la probabilité pour que Nongba frappe la
derniére lettre de son préncm 7

2. Nongha frappe successivement 6 touchaes, Quelle est
la probabilité pour qu'elle frappe son prénom 7

probabilité pour qu'elle frappe une

3% On admel que pour un avion & plusieurs réac-
teurs la probabilité (risque) de panrne de l'un de ses
réacteurs en vol est indépendante de 1'état (panne ou
non) des aulres réacteurs, el qu'elle est la méme pour
chacun d'eux. .

On note g cette probabilité ; elle est égaleda 1—p, ol p
est la probabilité qu'un réacteur soit en état de fone-
tonnement,

On admet aussi que I'avion peut poursuivre son vol si
au moins la moitié des réacteurs sont en &tat de fonc-
tionnement.

Comparer la sécurité offerte par un biréactenr par rap-

port & celle offerte par un quadriréacteur en fonction de
la valeur de p.

35 Onze couples, dont le couple Kong, doivent
lirer au sort quatre personnes pour présenter leur
mutuelle de développerient aux responsables de la
commune. Les tirages sont supposés équiprobables,

1. Calculer la probabilité de chacun des événements
snivants :

A « aucun homme n'est désigné » ;

B « monsieur Koné est désigné » ;

C « le couple Koné est désigné » ;

D « deux hommes el deux femmes sont désignés » ;

E « deux couples sont désignés ».

2. Les évenements A et B sont-ils indépendants 7
incompatibles ?

3. Les événements B et E sont-ils indépendants 7
incampatibles 7

36 Paradoxe du Chevalier de Mérs
(Probléme posé a Blaise Pascal par le Chevalier de Méré
en 1654.)
« A-t-on plus de chances d’obtenir un six (au moins
une fois) en langant un dé équilibré 4 fois ou d’oblenir
un double six {(au moins une fois) en lancant deux dés
équilibrés 24 fois 7 »
1. Premiére situation : on lance un dé équilibré 4 fois de
suite. Calculer la probabilité d» ’6vénement A « on
obtient au moins un six 5.
2. Deuxieme situation : on lance deux dés équilibrés 24
fois de suite. Calculer la probabilité de 1'événement B

« on oblient au moing une fois un double six »,
3. Conclure.
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37 Probabilité et fonclions numériques
Une urne contient 42 boules indiscernables ay touchey.
1l y a n houles blanches et.n boules Youges (n est y,
ontier naturel] ; toutes les avires boules sont vertes, Iy
a au moins une boule de chaque couleur dans |'urpg,
On tire au hasard et simultanément 3 boules de I'umpg_
1. Déterminer l'ensemble A des valeurs que peut
prendre le nombre n. . -
2. On suppose que 1. = 8 dans cette question, On dop.
nera les résultats & 10~ prés par l:'léfn.ut._
a) Quelle est la l,;:-rcul:aahilit«é'l"1 d? tirer une boule dq
chaque couleur (c'est-A-dire d’obtenir une boylg
blanche, une boule rouge et une b!:mlg verte) 7
b) Quelle est la probabilité P, de tirer 3 boules vertes 7
3, On considare la fonction fde la variable x définje sy
[1;20] par: _
Slx) =—2x7 + 4222,

Ltudier les varialions de £ (On montrera que f posside
un maximum sur [1 ; 20] pour.x= 14.) _
4, Dans cette question, on suppose que n appartient 4 A
défini 3 la question 1. On note P(n) la probabilité d'ob-
tenir une bouls de chaque couleur,
a) Déterminer P(n). __
b) En ulilisant les résultals obtenus au 3., déterminer Ia
valeur ny de n pour que P(r) soit maximum,
Calculer P(n,} a 107 par défaut.

D'aprés Bac

38 Probabilité et suites numérigues

1. U, et U, sont deux urnes. U, contient 6 boules
blanches et 4 baules noires ; U, contient 8 boules
blanches et 2 boules noires, D'une des deux urnes choi-
sie au hasard (il y a équiprobabilité pour ce choix), on
extrail une boule que I'on remet dans 'urne, Sila boule
était blanche, on recommence le tirage dans la méme
urne ; si la boule était noire, on recommence le tirage
dans V'autre urne. Cette régle esl appliquée & chaque
lirage et on suppose qu’a l'intérieur de chague umne les
tirages sont équiprobables,

On désigne par P, la probabililé pour que le nitme tirage
se fasse dans I'urne U, (n est un entier nature] non nul),
a) Déterminer P,

bj Déterminer P,
On se rappellera que le second tirage s'est fait dans T,
soit parce que le premier tirage a 6td une houle blanche

dans U, scit parce que le premier tirage a été une bouls
noire dans U, .

c) pu:%,mnntr'er- qu'il existe une relation de récurrence
vérifiée par la suite (P ) de la forme :

. Pour loul enlier naturel n [n22], P, =aP__, +b
ou a el b sont das nombres réels que I’

2, (u,) est la suite réelle définie par:

1
w, = £ 1 nsa

5 u-'u-‘l. + 5
a) Déterminer le no
q:léfinie-par B = un
trigue.
b} En déduire que la suite () est convergente.
Trouver alors la limite de P quand n tend vers + =
D'n p_l:'és bac

on déterminera.

mbre téel o pour que la suite (v,)
~ o [n € N*] soit une suile géomé:



P:obabilités
conditionnelles
et variable aléatoire

il i __Pour des événements soumis & des confraintes causales (en géné-
fique, en économie, ...) l'avénement des variables aléatoires réelles
! a permis la modélisation et 'élaboration de lois de probabilité.
e Grdce au concept déterministe du hasard,

développé depuis le XVIF siécle
par des savants telsque -
e _.

les probabilités ont connu

£ ‘essor. prodigieux en

" - s’appuyant sur des bases

- mathématiques solides
‘élablies par les travaux

* du mathématicien russe.
Kolmogorov en 1933,

: .Iac;quzs 1" Bernoulli
mathérnatimen suisse — 1654-1705.
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—1.1.. Définition - Propriétés
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Probabilités conditionnelles
B Exemple introductif 1 R _ P
'Une classe de Terminale SE est constituée de 45 éléves dont 9 filles et 36

gargons. T
On demande des volontaires pour former une équipe de football mixte. On obtient 3 filles et 30 gar¢ons.|
'~ Parmi les 45 éléves, on choisit un (ou une) au hasard. |
\Calculons la probabilité de chacun des événements suivants :
- « I'éléve chaisi est une fille »
« I'éléve choisi est un volontaire »
« I'éléve choisi est une fille volontaire »
|= Parmi les éléves, on choisit une fille au hasard. 7 TR
Calculons la probabilité de I'événement « la fille choisie est une volontaire ».

® Premiére expérience aléatoire o m—— P — _
Evénementis X ' _Filles [Gargons| Totaux
Parmi les 45 élaves, on «choisit un (ou une) au hasard, Volontaires 3 30 33
Lunivers des éventualités de cette expérience aléatoire est |— T 5 12
représenté par le tableau ci-contre. Nonvolontaires| & -
Désignons par : F I'événement « 1'6lave choisi est une fille »
G I'événement « 1'6léve choisi est un gargon »
V 1"événement « 1'é1éve choisi est un (ou une) volontaire »
N I'événement « 1'éléve choisi est un (ou une) non volontaire »
denc, F N V est I'événement « 'slave choisi est une fille volontaire ».
Calcul des probabilités
Cette expérience a bien entendu lieu dans le cadre de I'équiprobabilité des svénements élémentaires,
dF _9_1 cardV _33 11 cald(FNV) 3 1
d'ﬁ:?F =£—=—-:—~JP‘J=———=—=——: s ——— = . = .
Oft:+ PAF) card 45 5 W) card®, 3515 TENYV) card U 45 15 °
® Enchainement de deux expériences aléatoires
Evénements

«la [ille choisie est une volontaire » est un évenement de I'univers at,

Cependant cet événement

riences aléatoires suivantes
— 1™ expérience Parmi les 45 éldves, on en choisi
—2¢ expérience Parmi les 9 filles, on en choisit

Calcu!l des probabilités

Désignons par Pi(V) la probabilité d’avoir une valontajre sachant que 1'éléve chois;

i R : ' _ choisi est une fille.

On dit que PF(‘Vi: est la probabilité de V sachant que F est réalisé ou plys si ' ;

babilité de V sachant F. © OU plus simplement P(V) est la pro-

_ ,_cad(FNV] g3 ¢
Ona: PV)= cadF - 0°73 Pe(V) 2 P(F N v),

Expression de P{V) en fonction de P(F N V) ef P(F)
card (F 1N 'V)
card (F N V) _ card 91,

Totaux 9 36 45

peut étre considéré comme provenant de I’

enchafnement des deux expé-

t un (ou une) au hasard ;
une au hasard,

P(F N V) P :
Ona: P.V)= = - ; Fnwv
B card F card F P(F) ' P(V) = PR (1)
card
P est une probabilité sur o
En effet, a I'aide de la formule (1) et de la défnit ) - . A
bilts mer AL a définition d'upe probabilité, on vérifie que P, est une proba-

314 Probabilités conditionnelles et variable aléatoire



Propriété = Définition

% est I'univers des éventualitss d'“ne-exPériance aléatoire,
B un événement de U de probabilité non nule,
L'application P qui a tout événement A de 91 associe le nombre réel L2 1 B)

a EE - P B

qy ; elle est appelée probabilité conditionnelle sachant que B est réalisé E )
{A) (encore noté P(A/B) ) est ko ' ; s g

;?‘Ejﬁ{!i ilité de A sachun{ }3 appelé la probabilité de A sachant que B est réalisé ou simplement la

est une probabilité sur

P(A N B)
PlA) = P®) PyA) est la probabilité de A sachant B.

P(A N B) = P(A) x P(B) = P,(B) x P(A) ; (P(B) = 0 ; P(A) = 0).

B Exemple des deux machines

'Une usine de conditionnement de café abrite deux machines qui travaillent en chaine. Les féves de’
café décortiquées et séchées passent dans la 1™ machine pour torréfaction, la 2° machine a alors pour
fonction de moudre les féves de café grillées. ' i
‘Des experts ont estimé 4 : _

0,002 la probabilité pour que la 1™ machine tombe en panne,
0,003, la probabilité pour que la 2* machine tombe en panne,

! I],E 1a probabilité pour gue la 2* machine tombe en panne lorsque la 1™ est en panue.
‘Calculons : '

—la probabilité pour que les deux machines tombent simultanément en panne ;
- —la probabilité pour gue la 1™ machine tombe en panne lorsque la 2° est en panne.

Evénements

Désignons par ; T 1'événement « la premiére machine tombe en panne »
M I'événement « la deuxitme machine tombe en panne »
donc : T N M est I'événement « les deux machines tombent simultanément en panne ».

Calcul des probabilités |
Ona: P[T)=0,002; P(M)=0,003; P.(M) =06
or:  P(T N M) =Py (M) xP(T) = P,(T) x P(M)
d'ot: P(T N M) = Po(M) x P(T) = 0,6 x 0,002 = 0,0012

P(TNM) _ 00012 _
P(M) ~ 0,003

PulT) =

§

mEmm=m Evénements indépendants en probabilité

BActvie
Ugrlll::[ll::ldili:z:rilﬁpuﬁ;e:::t: d:hzlun-- jeu de 32 cartes et on note sa couleur et sa valeur.
- On désigne par: A 'événement « la carte lirée est un Trefles
\ B l'événement « la carte tirée est un Roi» |
E I’événement « la carte tirée ;sii l;n As noir ».
~ Calculer ; P.(A) : P.(B) ; Pgla) i PulE) .
~ Comparer : P?fi]]ali' [1{} + P(B) etP,(B) ; P(A N B) el P(A) x P(B) ;
T P(A) et El;[Al i P(E) et P4(E) P(A N E) et:P{&} * P(E).
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On peul constater que Ia probahilité « la carte tirée est un Trefle » n'est pas modifiée par la réalisation
de I'événement « la carte tirée est un As»,
On dit que ces deux événements sont indépendants en probabilité.

ment « la carte tirée est un As noir ».

On dit que ces deux ¢événements ne sont pas indépendants en probabilité.

Définition

On dit que deux événements d'un univers sont indépendants en probabilité, lorsque la probabilitg
.de-‘l’.“ln n’est pas modifice par la réalisation de 'autre. ¥ :

|

A et B sont deux événements d'un univers. .|

(1) P4(A) = P(A), lorsque P(B) # 0 |

L]

A et B sont indépendants sief seulement si (2) P,(B)}= P(B), lorsque P(A) #0 :
(3) P(A N B) = P(A) x P(B)

H Exemple

On peut aisément vérifier que :
— dans l'exemple introductif du 1.1 (croisement des deux critéres : &tre une fille ou non ; étre volontaire
ou non)j, I'événement F et I'évenement V ne sont pas indépendants ;

— dans l'exem

s ple du 1.1 (panne de deux machines), I'événement M et I'événement T ne sont pas indg-
pendants.

mmgE== Probabilités totales

B Exemple introductif 2

‘Deux urnes indiscernables (1) etTZ] -Eunt'ig;nent des houles .~ .
‘indiscernables au toucher. ' - o sl
L'urne (1) contient 4 boules rouges et 2 boules noires.
L'urne (2) contient 3 boules rouges et 1 boule neire.

/On choisit une urne (au hasard), on tire (an hasard) une boule |
'de cetie urne et on note la couleur de la boule. :

iCalculons la probabilité pour que la boule tirée soit rouge; -

L'univers des éventualités

— L'épreuve décrite est un enchainement de deux expériences aléatoires -
choisir une urne ; tirer une boule de cette urne.

— Lunivers % de cette épreuve est conslitué des 10 boules des deux urnes.

— Désignons par :
9, I'évenement « la boule tirée provient de I
R I'événement « la boule tirée est rouge » ;

On remarque que : U = U, U U, et U, N U, = &,

Calcul des probabilités

— L'événement R est la réunion des deux évinements disjoints suivants :

R N U, « Jaboule tirée est rouge et provient de 'urme (1) »
R N4, « la boule tirée est rouge et provient de I'urne (2) »
d'oii: P(R)=PRNY,)+PRNU,)
or: PR NA,) =Py (R) xP(A,} ; PRNA,)= Poy,(R) X P(U,).

urne (1) » ; AU, « la boule tirée provient de 1'ume (2) »
N « la boule tirée est noire »,
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" L'évé_nen_:gnt au, et l’é‘félﬂemﬁﬂi U, sont équiprabables et forment une partition de U,
donc: P(U,) =P(U) =5 (car U, Ny, =g et AUy U, =),

— Par ailleurs,

P.. (R) est la probabilité de tirer une bhoule rouge de I’
d'ou: P(R) =Py (R) xP(UL,) + Py, (R) x P(A,)

S 2.1 8.1 1y
PR} = 3-X 5 + X 5=30

—Notonsque :RNMN=@ et RUN =9,

urne (2}, donc P%[R'] =T

B Partition d"un ensemble

ID&finition®

B,, B,, ..., B, forment une partition de 9,
signifie que
B,, By ..., B, sont deux & deux disjoints et B,UB,U..UB, =4

B,, B,, B, forment une parlition de 9.
sjgniﬁe gue

B,NB,=@ ;B,NB;=@; B,NB, =D ;

B, UB, UB,=%.

H Formules des probabilités totales

Plus généralement, en utilisant la définition de la partition d'un ensemble et la propriété des probabili-
tés conditionnelles, on obtient la propiété suivante :

e S S Zai e e DESES S ——

B,: B,, i , B, forment une partition de I'univers U..
- © pour tout événement A, PA)=PANB,)+..+ P(ANB)
® pour touti (1 <i<n), P(A N BJ =P,(A) xP(B)

ME XOFCICOS T i s o A s

l.a On considere deux jetons indiscernables au 1.c  On lance une pitce de monnaie truquée, telle
toucher. L'un de ces jetons a deux faces numé- que la probabilité d'obtenir PILE est Tlf

rotées 1 ; l'autre jeton a une face numérotée 1
et une face numérotée 2, _

On place les jetons dans un sac, on tire au
hasard un jeton et on lit Ie chiffre inscrit sur la

— 8i I'on obtient FACE, on tire au hasard un
jeton d'un sac contenant neuf jetons indiscer-
nables ai toucher numérotés de1 & 9.

face visible puis le chiffre inscrit sur l'autre — Si I'on ohtient PILE, on tire au hasard un
face., jeton dun -autre sac contenant cing jetons
Sachant que le premier chiffre lu est 1, quelle indiscernables au toucher numérotés de 1 & 5.
est la probabilité pour que la deuxiéme face 1. Calculer la probabilité pour que le nombre
soil numérotée 1 7 obtenu soit impair.
2. Quelle est la prababilité pour que I'on ait
b on lance successivement denx dés cubiques obtenu PILE en langant la pigce, sachant que le
parfaits dont les faces sont numérotées de 1 & nombre obtenu est pair 7

6. Sachant que le chiffre lu sur lo premier dé
est 3, quelle est la probabilité pour que la
somme des deux chiffres soit paire 7
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_1.2. Calculs des probabilités conditionnelles

mem=mm Utilisation d’arbres de probabilité

B Exemple introductif 3

Revenons & 'exemple introductif du paragraphe 1.1.

- i suivants :
* La situation aléatoire de ce probléme peut étre traduit par les tableaux sV

L'univers U des éventualités

Filles: | Garcons | Totaux
Volontaires 3 30 33
Non volontaires| 6 6 12
Totaux 9 36 45

Les probabilités des événements

Filles | Gargons | Totaux
T 1 10 | 1
Volont‘ﬂ”ﬁ s 15 15
el 2 4
Non volontalres| 75 TE =
T3 | 2
Totaux 5 15 1

® La situation aléatoire de ce probléme provient d'un enchainement de deux
expériences aléatoires conduisant 2 des probabilités conditionnelles.
Une telle situation peut &tre traduite de manidre performante par un arbre.

- Le premier niveau de I'arbre

Il traduit la premitre expérience aléatoire et donne la partition F, G de %U.

L'évenement F et I'événement G sont représentés par deux branches issues PE)

d'un méme point. Sur chaque branche est inscrit la probabilité de I’événe- )
ment correspondant.

Le prenueinwea.u. pnsse_de un seul nceud, 1'origine. POY)
— Le deuxiéme niveau de I’arbre F

Il traduit la deuxiéme expérience aléatoire et donne la partition V, N de L. P N]
les probabilités des branches sont des probabilités conditionnelles. KN

Ce niveau posséde deux nceuds, un en ]'aunre.,eu .

— Un chemin aléatoire de I'arbre

Un chemin est constitué d'une branche 4 chacun des niveaux. AE PLN)
Par exemple, le chemin —F—N ci-contre représente 1'événement N

F N N « 1'éleve choisi est une fille non volontaire ».

On calcule la probabilité d*un chemin en appliquant la propriété des probabilités conditionnelles :

- L'arbre de probabilité
1% piveau
(1™ expérience)

2% nivean
(2% expérience)
P

PV 1/3

P(G) : 1215
Pe(N): 1/

Probalité

Probalité conditonnelle

P(F N N) = P(F) x P4(N)

Probabilités des chemins aléatoires

P(F N V) = P(F) x Po{V) = 1=
P(F N N) = P(F) x Pg(N) = 2

P(GN V) =P(G) x P (V) = %%

PG NN = P(G) x () = 2

B Construction et utilisation d'un arbre de probabilité

La construction et 1'utilisation d'un arbre
- & chaque niveau, les événements for

pondéré, utilisent les principes suivants :
ment une partition de 1"univers -

— & partir du 2° niveau, les probabililés des branches sont deg bil
~ la probabilité d'un chemin est égal au produit des probahili
— la probabilité d'un événement est la somme des pr

probabilités conditionnelles )
tés des branches ;

obabilités des chemins qui y conduisent.
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pmmesm Des modeéles de référence en probabilité conditionnelle

@ Tirages successifs

TS me contient CIng DOUIes el o e e o e e 8 e e i S S

W s i : utnucherdn t trois" ESP, fa = |
'On lire successivement (et au hasard) deux r dont trois rouges et deux noires. |
bt Tirages effociubs. ) boules de cette urne et on note leurs couleurs dans V'ardre

On considére les deux cas suivants : 1; Les tirages successifs sont avec remise ; J
- 2) Les ti[‘aggg successifs sont sa' e |
| : 1l3#a L] & ns remise. i
l:c_a_]gulﬂllﬁ {ﬂ thab}h‘h'a d i{rg]: une boule noire en premier et une boule rouge en second '
: _ la probabilité de tirer une boule rouge 6 secomd, ge en second,

Pour chacun des cas, construisons un arbre de probabilité,

Ces deux tirages successifs s’effectuent dans ] : T ' ot :
(lorsque 1'on suppose les boules 'n“mérmée;} e cadre de 1’8quiprobabilité des événements élémentaires

- Tirages successifs avec remise

i) Tirages successifs sans remise
1 tirage 2° tirage 1% tirage 9¢ tirage
2/5 '

g 2.,3_68 ’ = .-m '
d'oti : P(NR) = 2x 2= 5. | don: PNR)= Zx 3= 2= 2
— Tirer une boule rouge en second a pour probabilité la somme des probabilités des chemins correspondants :
e ] [&] i e (R}~ [&]
d'ot : P(NR) + P(RR) = = x &+ 5% 5= 4, ’ d'ol: P(NR) + P(RR) = £x o + 3x 2 - &

B Choix d’une urne puis tirage d'une boule
'Revenons & 1'exemple introductif des probabilités totales.
Deux urnes indiscernables contiennent des boules indiscernables

‘au toucher,
‘~'urne (1) contient 4 boules rouges et 2 boules noires,

—'urne (2) contient 3 boules rouges et 1 houle noire.
On choisit une urne, on lire une boule de cette urne el on note la

cauleur de la boule tirée.

Représentons cette situation a

Utilisons les mémes notations que précédemment.
Choix de I'urne Tirage d'une boule

Jéatoire par un arbre de probabilité. o e

Probabilités des chemins aléatoires

P[GIL.I'HR]=-%—><%=%
POL, NN)= 2 x 2=+
P(U, NR) = X 4= >
PO, NN) = +X 4=+
Ona: R=(4, NR)U (A, NR)et (4, NRIN (AU, NR) =2
dol: P(R)=P (4, N R)+P (U, NR) =4+ =25 PN) = 1~ P(R) = 77.
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—2.1.. Loi de probabilité — Fonction de répartition

Un exemple introduct if sera traité en plusieurs étapes, ce qui nous perméeitra de dégager progressivemen;
des nouvelles notions.

eemmmm Variable aléatoire numérique
B Exemple introductif 4 - 1 ¢tape

AT, sz R ———— L
axe est partagée en dix secteurs |

coloriée en quatre zones comme V'indique |

‘Une roue mohile autour d'un
de méme aire et est
1a figure ci-contre.
‘1™ expérience aléatoire :
\On’tourne la roue, aprés immobilisation de celle-ci, on note Ia |
jzone indiquée par le repére. (Voir figure.) o

- Déterminons une probabilité P définie sur Punivers % des éven-
itualités de cette expérience aléatoire.. ' 2

e e

s T g T e

e g A i e e S AL e e R —

L'univers U de Pexpérience aléatoire — 1

Les éventualités de cette expérience aléatoire sont : zone noire, zone rouge, zone blanche, zone grise.
Nous notons respectivement ces zones par :N;R;B; G;
d'on: U =[N;R;B; Gl

Une prababilité P définie sur 9L

La roue étant divisée en sectenrs de méme aire, on peut admettre raisonnablement que cette expérience
aléatoire a lieu dans le cadre de I'équiprobabilité d’événements élémentaires liés A I'univers suivant :
(B, iB, i Ry iRy i By i Bgi Ny Gy Gy s Gygle

Nous admeltons donc que la probabilité P définie sur U est telle
portionnelle & l'aire de cette zone.

Or: P(N) + P(R) + P(B) + P[G) =P(U) =1
don: PN)=5 =01
P(R) =2 P(N) = 0,2
P(B)=4P(N)=0,4
P(G) =3 P(N)=10,3.

que la probabilité d’une zone est pro-

B Exemple introductif 4 - 2° étape

|' - e e C e 8 Ml b e S S i e

S oxompls intmodagti 1 o aléatotee décrlte) o G GG
2¢ expérience aléatoire . T . 1800F
Un joueur qui tourne la roue perd ou gagne une certaine | R S00F
somme d'argent suivant la régle de jeu ci-contre. B

Examinons l'univers des éventualités numériques 1ié A cette OF

régle de jen, v | i it
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Lunivers de I'expérience aléatoire - 2

A chaque éventualité e, de AU, on associe lg gain algé-
brique x; du joueur. ’

On dit que I'on 2 défini une variable aléatoire ; on Ia note
X (X est une application de U dans R},
Ona:X(@)=(1000;500;0;-500).

X(%t) est 'univers des éventualités de cette 2° o érien
aléatoire (il dépend de la regle de jeu 'intruduitef.p =
Les événements de Punivers X{9)

« Le joueur gagne 500 F » est un évdnement de Iunjver:
X&) ; il est noté :_'{X = 500) (c’est I'image par X de l‘évi
nement « La zone indiquée par le repére est rouge »),

1000

Définition
Lorsque & chaque éventualité e, d’une expérience aléatoi = 2
-on dit que I'on a défini une variable n'fgftq&e pﬁmé;;:llri: jli[:n e s R

' 9 est I'univers des éventualités de 'expérience aléatoire, ' x,
X est une application de U dans [,
| L'événement « X prend la valeur x; » estnoté : (X = x). a > R
TR x

Loi de probabilité - Fonction de répartition

o] s i
H Exemple introductif 4 - 3¢ étape

a partir de la probabilité P définie’sur . =~ o2 i ' i

s e

e e b R AR LR e S S e 'y

Une probabhilité définie sur X{)
Il s'agit, pour tout événement E de X(U), de déterminer P’'(E) A I'aide de P et de X ;
pour cela, on pose :  P'([500)) = P({R, ; R,))
P’((500}) sera donc noté : P(X = 500).
On fait de méme pour chague événement élémentaire de X(%). On vérifie que P’ est une probabilité défi-

nie sur X(A).

Illustration de la situation aléatoire

Zone repérée G R N
Galn algébrique x; | - 500 500 | 1000
P(X=x) 03 0,4 0e | 01

002 1

Définition —
ar une variable aléatoire X, on associe la probabilité p. de I'éve-

Lo ach - ; ise oire A, a.pr o
R aewaleur S oed Joi de probabilité de X (ou I distribution de X).

nement (X = x;), on 'ﬂit que l'on a déﬁn_i la
| o -' V&[Ei'._ir?fﬂé-’}x*i el
Laloi de probabilité d’une variable aléatoire X _(.-f"- —

peut étre présentée par un tableau e | IO I
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lExe;nple introductif 4 - q¢ étape B o RO

IRevenons  la situation aléatoire de I'exemple:  introduct t1a loi de: Prohahlllté dela vanahle a]@ga

i—Par un dlagrasume en bitons représentons gfaPhi'i‘“’mm
lmra X.

1= Désignons par (X < x) I'événement « X prend des valeurs mférl_eures ou B.gal!!S_ A X », X étant nn-
‘nombre réel. ' '
ﬁtuﬂmns Fapplication F: R — [0 ;1]

[y 2 CIxT
.L..-'_.'......._.__» i

e O R s PRSI, o e utiieiats gt SRR W S
Délermmauun de P(X = x) ol x, € X(U) Détermination de PXsx)oux; E X()
Formules explicite de F
Tableau de la loi de probabilité x<-500 Flx)=
T 1000 ~500x<0 F(x) = P{X=-500) 0,3
o RN B L 05 x<500 Flx)=F(=500+PX=0) =0z
PX=x)| 03 0,4 0,2 01 500<x <1000 F(x)= F (0) + P(X = 500) = 0,9

1000% x F(x) =
F est appelée la fonction l:le répartition de X.

Diagramme en bétons de la Ioi de probabilité de X | Représentation graphique de F
1 11 —

Definition® : : SN i
"On appelle Jonction de répurtmon d'e J'ﬂ varmb]’e aIaulmre X l'appllc:atmn F: R—>][0;1]
x — P(X <x).

F est définie par les formules explicites suivantes : i
pour x<ux, , Fx)=0 !
pour x;sx<x,, , Fl)=Flx_)+PX=x)

pour x <x 3 F[x} 1 !

Conséquences

F est une fonction croissante en escalier.

mmesmma Exemple du lancer trois fois de suite d’une piéce de monnaie equnhbrée

Unj ;nueur lance trois fois de suite une piéce da munnme parfmtemenl éc uﬂlhre F
mhaque apparition de PILR et il perd 100 F pour chaque: apparition de IFgN‘.‘.E 5 Il gagne EDHF ];Iﬂllf:

'~ Déterminer la prnhahl]ﬂé P sur 'univers 4 des événements de l'expénence aléatoire : Jancer !rais
ﬁus de suife une pidce de monnaie éqmllbme E

'~ Définir. par un ttableau la variable aléatoire X donnant le
'~ Déterminer la loi de probabilité de X.
'~ Déterminer la fonction de reparhtmn FdeX.

_Cunstrun:e le diagramme en baton de 12 loi de probabilité de X et 1a renrésentat A, E_-""':"%f:"""'-;_
fonction de répartition F de X g e etila mprésen.‘_m;'“nzﬂral’ﬁ%ﬂﬂ%d'f'l{

gdin pour chaque éventualité de AU,

————a

s e e L e S e =

Probabilité P sur I'univers ‘Ul des événements de I'expérience aléatojre : lancer trois fois de suite une
piéce de monnaie équilibrée. ancer . Is d¢ 3

= [PFP ; PPF ; PFP ; FPP ; PFF ; FPF ; FEP ; FFF)
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La pitce de monnaie était supposée
]'équiprobabililé des événements ¢lg
Donc la probabilité d'un événement

parfaitement é
mentaires, '

quilibrée, cette expérience a lieu dans le cadre de

élémentaire de AU est —;—-

variable aléatoire X donnant le gain pour chaque éventualits de q

:ﬁeﬁ%ﬁﬁ:d"_"mi': =) PR PPE PEP FPP PFF FPE FFP FFF
Yaleurs prises par X | 600 300 300 300 0 0 0 300
d’oil : X(AU) = (- 300; 0 ; 300 ; GoD)
Probuabilité sur I’HM;FEI"S X() ou loi de probubilité de Ia variable aléatoire X
p;=P(X=-300)=% : p =PX-=300)= i % | -30] o [ 300 | eo0
. 3 — -
p,=PX=0)=4 i Py =PX=600)=3. PX=x)| L - %

Fonction de répartition F de la variable aléatoire X

Du tableau précédent donnant la loj de
la fonction de répartition F de X.

probabilits de X, on déduit le tableau ci-dessous qui détermine

X | —e  —300 0 300 600  4oo
E\WASX). O I8 T o +E__ T - 1

Diagramme en bétons de la lof de probabilité de X

Représentation graphique de la fonction de
répartition F de X '

1+ —
E -+ !—?
21 : :
s . '.
. T 8 : i
—'-_? .' '
-300 0 300 600

WE X @I CICOS B o o s o At o o

2.0 X est une variable aléatoire dont la loi de pro-
babilité est donnée par le tablean ci-dessous.

! 0 2 2

i 0.4 03 02

Compléter la tableau qui détermine la fonction
de répartition F de X et representer graphique-

-3
0,1

menl F.
o P 0 g 5 +es
fm| C1 [ 0 [

2b  Hestune variahle aléatnire dont la fonction de
répartition F est donnée par les formules expli-
cites suivantes :

pour x<-2 Flx)=0
pour —2<x<1 Fix) =02
pour 1£x<3 Fix}==04
pour B3<€x<5 Flx)==0,7
pour 55X Flx)==

Représenter graphiquement F.
Déterminer la loi de probabilité de X.
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__9.9. Espérance mathématique — Variance — Ecal‘t-'type

peomemmm Définition - Propriété
B Exemple introductif 4 — 5° étape

|Sachiant que Ia probabilité d'un événement est la fréquence théorique de cof Gvinemen! g
une estimation du gain moyen sur un grand nombre n de parties exécutées par le joygys -

S i =

R T i SR

o - e

Gain algébrique moyen du joueur

5 R S ]

T T

e e T e

e

Pour un grand nombre n de parties exécutées par un joueur, on obtient le tableau suivapy .

i

o

T = s
Nombresdesorties: | 0,3n 0,4n 0.2n 0,1n 3
Ganalgéorique. | -500%03n | Ox04n | 500x09n | 1000%0,1n 50n

Le gain algébrique moyen du joueur est donc de 50 F ; c’est l'espérance mathématique de ], Varigh,
aléatoire X, on la note E(X).

Calcul pratique de E(X)
x| -500 0 500 1000 Totaux
P 03 04 0,2 0,1 1
xp. | -150 0 100 100 50 E(X) =50

Interprétation en terme de jen

Lorsque E(X) > 0, le jeu est avantageux pour le joueur.
Lorsque E(X) < 0, le jeu est désavantageux pour le joueut.
Lorsque E(X) =0, le jeu est dit équitable.

'Déf _

X étant une vai'inhle aléatoire prenant les valeurs x,, x,,... X avec les probabilités respectives
Py Py + Py, 01 appelle espérance mathématique de X le nombre réel noté E(X) définie par :

EX) =x,p, +x;p, + o +x.p_ = il‘ripi :

' T ey Bl A= = e e g
. ;—--_ a 1

intion o

e T S T e Sy

E(X) est donc la moyenne des valeurs X, pondérées par les nomhres réels Py

B emargue

L'espérance mathématique est un indicateur de tendance centrale, mais elle ne donne aucune informa-

tion sur Ia fagon dont sont groupées les valeurs de la variahle aléatoire autour de l'espérance mathéma-
lique.

d’oix la notation pour E(X).

B Exemple des deux loteries

"Au cours d’'une kermesse de 1a commune,

_ . deux loteries comportant chacune 1 000 numéros sontmises;
Emu-F.' : Ak Letag, _ un gros lot de 100000 F. =T s
Désignons par X la variable aléaloire mesurant le Désignons par Y la varial;la aléat;a.:i-ra mesurant le
gain dans cette 1™ loterie. gain dans cotte 2° |oterie,
Qe =y s ".'=I1MD=1HH1 Ona: y =1000 ; yz‘—_...zyjn:@ﬂ:{]
T, e 1
PJ&PE'G-;“ Proso = 1000 P1=P3 = =Pioy = TH00

; 1 1 1000

ar . E(X) = E.I-IIP; ar: E{Y] =P, + Ey! jo
B 1 ; _ i=2 i ;

d'oii: E(X)=100x Toog X 1 000 = 100. d’od: E(Y) =100000x% —L— + 0 x 999 _ 400,

1000
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On en déduit que : E(X) = E(Y),

Définition
X étant une variable aléatoire
:Fp Do e Py E(X) étant noté m,

Prenant les valeurs -

X, =y X, avec les probabilités respectives:

_On appe]]ﬂ variance de X le nombre rée] noté V(X) déRnje par:

V[K] = E{X - m]z =P1{.1'1 —_ m}.a..[.

- On appelle écart-type de X, le nombre réel notg

# Autre expression de la variance

et Pl —m)? = i P; (- m)?.

o{X) définie par : o(X) = V().

e T it ® 3 3
Ona: V_(X]__lgipi[.t‘. m) _E_Ipﬁﬂ_zm%pgﬁnglpr.

Or igp,xf=m=E(X] P Ep=1 & P =E(X?)

donc :

VIX) = E(X?) - [ EX)P? |

pusz==n  Exemples de calcul de E[X), V(X), o(X)

B Exemple des deux loteries
Ona:V(X) =E(X?) - [E(X))?

1000
= Xxfp, — 1002
=1

_,fl_) % 1000 — 1002

i
= (1002 1000/

=0 _
La 1 loterie est un jeu équitable.

Ona:V(Y) =E(Y?) - [E(Y)]?

- 2y — L) _ 1pg2
= (100 0002 x - 2-) - 100
=107 -10*> 0
La 2° ]oterie est un jeu avantageux pour le joueur.

B Exemple du lancer trois fois de suite d'une piéce de monnaie équilibrée

Calcul de l'espérance mathématique

X —300 0 300 600
P —;— %- % -;-134 Total
%P = 0 ke & 150 E) = 150
Calcul de la variance et de Vécart-type
Ona: V(X) = E(X?) - [ E(X)]=.
X 90 000 0 90 000 360 000
P % -g- % % Total
sty | B 0 T | R | soom  |eoey=s0000

d'at :

V(X) = 80 000 - 150 =67 500 ; ofX) = /V(X) = /67 500.

ME XCTCICOS BLots Lo o A s o o i

2c

Un dé cubique pipé dont les faces sont numé-
rolés de 1 4 6 est tel que :

P(1) = P(2) = P(3) = P(4) = 0,175 ; P(5) = 0.2 ;
P(6) = 0,1.

On lance le dé deux fois de suite ; on note &
chaque lancer le numéro de la face supérieure.

Un désigne par X la variable aléatoire qui
donne la somme des deux chiffres ohtemus,

1. Déterminer la loi de probabilité de X et
construire son diagramme en batons. '
2. Calculer E(X), V(X), ofX).

3. Déterminer la fonction de répartition de X et
construire sa représentation graphique.
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9.3 Epreuve de Bernoulli — Loi binomiale

memmmm  Définition — Propriétés
B Exemple introductif 5 - 1™ étape o
‘Lors d'un/lancer d'i dépaffaig‘uiﬁer&"lédé_fﬁErﬁﬂﬁnmﬂ“mtd'aPPﬂlﬂrSUccﬁszlréﬁum

|_ PR e e e e e e Sl e | ; 5 = i i 8 _"'-;;"_:'1;_
G 8otk »Etf:CHEC le 6 ne Sﬂl't:'Pf_i.s_ljﬂ?! e e Y e e S R b A
Déterminons la probabilité P, définie sur I'univers des doux éventualités de catte épreuve algyy,

_ S

On désigne par : S '6vénement « le 6 sort », E Pévénement « le 6 ne sort pas », P, la probabilitg déﬁn};
sur l'univers des éventualités (S ; El. '

En tenant compte de I'équiprobabilité des événements élémentaires liés & la sortie de chacung g

1

5 ES sy
- L} - _— = e * = P(E] =
faces du dé parfait, on obtient : p = P,(S) = R ]

Une telle épreuve est appelée épreuve de Bernoulli de parametre p.

"Definition! . = — S ——
'On appelle épreuve de Bernoulli, toute épreuve aléatoire ne conduisant :‘I“.-%ﬂﬂ-“xi@"enmﬂlilﬁﬁ appe.
lées SUCCES noté S et ECHEC noté E ou 5. Aot

La probabilité p du succks est appelée paramétre de 1'épreuve de Bernouilli. ;

B Exemple introductif 5 - 2° étape

e —r—————— P,

'On lance cing fols de suité le dé ef on note dans T'ordre de paration S ou E selor qiie le 6 sort ou rion,

:Déterminons la probabilité d'ebtenir exactement 2 SUCCES. | f e U

e L S e N — E R | - e 2

Cette nouvelle expérience aléatoire est la Tépétition cing fois de suite de 'épreuve précédente de Bernoulli.
Ces répétitions sont faites de mani@re indépendante puisque le résultat d'un lancer n’influe pas sur calui
du suivant,

Cette expérience aléatoire est appelée schéma de Bernoulli de paramétres 5 et p.

Désignons par: P la probabilité définie sur I'univers des éventualités de ce schéma de Bernoulli,
A l'événement « le 6 sort exactement deux fois ». _

— Déterminons la probabilité d'un événement élémentaire de A,

Considérons I'événement élémentaire ESEES ; il est contenu dans A. Com pte tenu de |'indépendance des
lancers,

on a : P(ESEES) = P, (E) x P,(S) x P, (E) x P, (E) x P,(S)

14% . £5)?
-rxg=(g) x(F)"
On en déduit que les événements élémentaires de A sont équiprobables et ant chacun pour probabilité

PP,

~ Déterminons le nombre d'événements élémentaires qui composent A.

ESEES peut étre illustré par les cases ci-contre : I_E I S[E[E |§|
Former ESEES revient & choisir 2 cases parmi les 5.

Oronsaitqu'ilya G: maniéres de faire ce choix, d’ol : P(A) = q % p?x gt

Définition!

On appelle schéma de _Bmo_ulﬁ une suite de n épreuves de'Bernnulli"iﬂenﬁques_et. indépendantes:

Le nombre n des épreuves de Bernoulli et la probabilité p du succés [
sont appelés paramétres du schéma de Bernoulli.
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g Exemple introductif § ~ 3° étape
(On considere I variabl aléatoire X, qut a chargse & A e TR e S
[:gﬁiﬁ?ﬁE'i"é:i"f‘"ﬁfﬁﬁmﬁrﬁ-.!ﬁ'- de/ SUCCES: [.%J =< kc;:lg;;u., éventualité du schéma de Bernoulli défini ci-des-,
‘péterminons la Ioi de probabilité de X. ' |

B S P e o e —— ]

dﬁa! p[x=2]_=P[A]='C§>‘: PPxg. - e
De la méme manitre, on établit que : P(X = k) = G;‘ XpEx bk 0< k<],
On démontre et nous admettons les propristés suivantes :

s - . —

—— e e T e &
e b s

% est un schéma de Bernoull, suite de n épreuves; S —
pla probabilité d‘-aYnir un SUCCES, q celle d’avoir un & CHEC,

X la variable aléatoire qui & chaque éventualité de % associe Je nombre &k de SUCCES (0 € k £ n).
~La loi de probabilité de X est définie par : B(X = k) = C*x pk x a-k.
Cette Joi de probabilité de X est appelée loi binomiale & paramétres rE et p.] GHpe

- L'espérance mathématique et la variance de X sont définies par: EX)=np ; V(X)=npgq.

Exemple d’étude d’une loi binomiale

(Une étude statistique dans un pays d’Afrique montre que lor

ey e

s d’une naissance, la probabilité d'avoir

‘une fille est de 51 %. i :
‘Considérons dans ce pays une famille de trois enfants sans jumeaux. On s'intéresse au nombre pos-
sible de filles de.cette famille. Etudions pour cela l1a'succession des trois naisances. e R

Schéma de Bernoulli
Dans cette famille de trois enfants sans jumeaux, la naissance d’un enfant est une épreuve de Bernoulli, car
elle n'a que deux éventualités : Fille (notée F) et Gargon (notée G).

Considérons le schéma de Bernoulli constitué par la succession des trois naissances que l'on suppose iden-
tiques et indépendantes.

Chaque éventualité de ce schéma de Bernouilli est un triplet formé par F ou G.

Univers des éventualités du schéma de Bernoulli

. 054

FFG
U - FGF

: FGG
GFF
GFG
GGF
GGG

Loi binomiale
Désignons par X la variable aléatoire qui 4 chacune de ces éventualités associe le nombre k avec 0 < fc <3,
Ona: PX=k)= Ck p*g**, avec p=0,51 ; g=049 ;
doli:  P(X=0)=Cp%° =(0,49)° = 0,1176

P(X=1)=Clplg* =3x0,51x(049) =0,3673

P(X=2)=Clp%' =3x(0,51)2x049 =0,3823

P(X=3)=C3p3¢® =(0,51) = 0,1326.
Espérance mathématique, variance, écarl-fype de X
EX) =np=3x0,51=1,53 ; V(X)=npg=38x0,51%x049=0,7497 ; o(X)=V(X) = /0,7407 = 0,8656.
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Travaux-pratiques=—mmere

iz s
- ] L
e A hE s R el
el | S e s

—TIP1. Tres faible probabilité de gagner au tiercé |

Exercice commenté

T

fr— —y N ——

eSS S S S e i Triomphe dimanche p;‘n b
|11y anra vingt (20} chevaux an départ du grand Prix de ’Ax Eo : o rachajn 31,0
::zghlé?::;?;:%h[npl}:ﬁmp. Cette course servira de support aux Paris Mu“;:ﬂs Urhains (B, g7y s e
'Quarté et Quinté +. Seule nous intéresse 'arrivée des trois (3) premiers chevaux ,c est-adirg |, L
(s “or A VPordre d'arrivée des trois prem; oo
G le tiercé dans Vordre consiste i trouver le nom et _ o Miers
!gg:: l: Ii:::ée tl:;:: lﬁndésordre consiste seulement & trouver les m:ml:l des t'mslpremlers- Daqu_mﬁ
partie on admet, & priori, que les vingt chevaux ont la méme chance de gagner Ia COursp [hmﬂlhéEJ
| d’équiprobabilité), el

5 e - ; ' érotés 3;5; 7. ' 2
‘1. Un turfiste (joueur) joue dans l'ordre les chevaux num

\a) Calculer 1a probabilité pour que le joueur gagne le tiercé dans Pordre. '

|b) Sachant que la mise du joueur est 300 FCFA. Calculer le montant du tiercé Eagnant en SUppos
‘le jen équitable.

') Le PMLU. supporte des frais estimés 4 20% des recettes. - ‘ 5l
igglculEr dans ce cas le montant du tiercé gagnant sachant que le EM.U. veut réaliser un bénéfige

g ]
\10% sur les recettes. G |

|
|
ant

!2.:'1'_,1_'11 turfiste a joué dans I'ordre les chevaux numérotés 9 ; 10 5 11. Caleuler la Probabilits qu'a cal
!-iﬁi;l'éur de gagner le tiercé dans le désordre.

3. On suppose dorénavant que les vingt chevaux sont de valeurs inégales : |
i —Les chevaux numérotés 11 i 14 ont une probabilité individuelle gie gagner égale 4. 0,8, |
. _—Les chevaux numérotés 15 i 20 ont chacun la méme probabilité de gagner. i
Calculer la prababilité que le triplet (4 ; 11 ; 18) soit le tiercé dans I'ordre. : r
St Al e e e e Al = = R |

]
1
|

] & -
- - b Pk ' e e e o TR T . ab B by (VR e Sk - it

1. Un turfiste joue dans I'ordre les numéros 3 ;5 ;7
a) Probabilité pour que le joueur gagne le tisrcé dans I'ordre

Premiére solution

I1 ¥ a équiprobabilité done ; 1
— le 4. a une chance sur 20 de gagner, soit une probabilité 5 de gagner
—le 11 n’a plus qu'une chance sur 19 d’8tre deuxieme soi

t une probabilité 41}@ d'étre deuxidme.
— enfin le 18 a une chance sur 18 4’

ire troisieme soit une probabilité 711_'3 d’étre troisizdme.
Ces trois événements étant indépendants (en probabilité), la

prababilité de leur intersection est le pro-
duit des probabilités de chacun d'sux,

— G 1 1 1
dotr ; R L e P A

EEITIEFQLIE

Cette question s’apparerite & un schéma d'urne finie avec lirage sans remise on tirage exhaustif.

Deuxiéme solution (utilisation de Panaly,

se combinatoire)
Désignons par Q 'ensemble des tiercés dans Pordre. On a 1 Cardy = A}, =20 %19 x 18 = 6 B40.
Désignons par E l'évépement «(3;5:7) est e tercé gagnant ».
Comme il ya équipl‘ﬂbﬂbili{é_-dﬂs_tiercés, ona:

P E . my 1 R ST - =
Pl3;i5;7)= J0% 10 X 18 —m—u.ﬂnums#n,nums

P(3;5;7) =15 x10-5
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Le jeu est équitable. Montant Sdut |
gjn a j 300P(Q)=SxP(3;5;7) terceé gagnant en FGFA,

S =300 FCFA x g8ag =2 052 000 F CFA

¢) Le PM.U. ne verse au joueur que (100 — 20 —
LJ; sl b i 20 —10)% des recettes,

2-052 000 FCFA X 70
100 =1 436 400 FCFA

| Montant du tierce Bagnant : 1 436 400 FCFA

2. Calcul de la probabilité que les numeéros 9 ; 10 ; 11 donnent le tiercé dans le désordre.

c'est-a-dire 70% des recettes.

—Le 9 peut accuper la 1™, 1a 2° oy g 3¢

i-dire une probabilié de % place, doncle 9 a3 chances sur 20 de figurer dans le tiercé, c'est-
2o

- Un raisonnement analo ) " 1
daﬂ:; ire ok gue donne 2 chances sur 19 an 10, c'est--dire une probabilié de % de figurer

Iy Le. 1:1 ”n’a Plus qu'une chance sur 18 d'étre placé, c'est-#-dire une probabilié de 1 d'tre troisizme &
l'arrivee. 18
Donc la probabilié que 9 ; 10 ; 11 soit Ia « combinaison gagnante » on non est :

8 ,.2.1_ 6

20 719718 T 6840
La probabilité que 9 ; 10 ; 11 soit le tiercé gagnant étant - d’apres ce qui précade, la robabilité que
9; 10 ; 11 soit le tiercé dans le désordre est : 6640 © P TR P 2

6 _ 1 _ 5
6840 ~ 5840 - 6840

3. Les chavaux sont de valeurs inégales.
Calcul de la probabilité que (4 ; 11 ; 18) soit le tiercé gagnant.
— Déterminer la probabilié P, de chaque cheval numérots de 15 a 20.
Dans chaque s'ﬂus-ensemble-h, Zy Biviey 10), AL, 12, 18,.5.24], [15, 18, 20}, il y a équiprobabilité des
événements élémentaires, d’oir : (0,05 x 10) + (0, 08 x 4) + 6P, =1
(la somme des probabiliés est égale & 1, ot P, désigne la probabilié de chacun des chevaux numérotés
de 15 & 20). '
On a immédiatement : P, = 0,03
* Justifier que la probabilié pour que (4 ; 11 ; 18) soit le tiercé dans I'ordre est obtenue par :
0,08 0,03 .
! - = 145,1 x 1076
0.05 % T 505 X 1-(0,05+0,08)
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—TP2 Loi binomiale et contrdle de qualite

Exercice commenté I ———

s A TSR

e e des plotes Felettug s

O e e 000 SIoees HAal o7 sout Uafottususes: Le controle fes PISEES VRIS telan Ty,

.probabilités conditionnelles suivantes : hahilité de 0,97.

" _sachant qu'une pidce est bonne, on I'accepte avec mﬁ,l::ﬂ l:::ll;li:ﬂelilé de 0,99.
‘~sachant qu'une pidce est mauvaise on la refuse avec une p EE

fl Quelle est la probabilité qu’une pidce soit défectueuse ?

1 T - s ; ¢e est 0,00018.
2. a) Démontrer que la probabilité quune piéce soit défectueuse ;t a:tc::%i;:‘; .
Eb?fné!ﬂ_ﬂntrer que la probabilité gu'une piéce soit bonne et 1?'_5[;“5 o i
[F’I"C?!?“lel' la probabilité qu'il y ait une erreur dans le contrdle.

13,51 'on contréle 5 pidces defapai tnd épendante qu'elle est lla_@p_:tft_.)b'ihhﬂité'qll?ﬂ.'f-ali.t' exactement deux
|errenrs de contrdle ? 3 erreurs de controle? '

e e i —

i . =
e e e e S i

Désignons par : A 1'événement « la pitce est défectueuse » et B I'événement « la piece est refusés »

on cbtient : A 'événement « la piéce est bonne » et B I'événement « la piéce est acceptée »

Ona: P,(B)=0,99 et Py(B)=097
1. Probabilité qu'une piéce soit défectueuse : P(A) = 0,018.
2. a) Probabilité qu’une piéce soit défectueuse et acceptée : P(ANB) = P,(B) x P(A).

On applique la formule des probabilités conditionnelles.
Ona: P,B))=1-P,(B)=1-0,99=0,01

d'odi:  P{ANB) = 0,01 x.0,018 = 0,00018 [ P(ANB) = 0,00018
b) Probabilité qu’une piéce soit bonne et refusée : P(AUB) = P5(B) x P(A).

Or: P;(B)=1~-P;(B)=1-0,97 = 0,03

d'ot:  P{ANB) = 0,03 x 0,982 = 0,02946 | P(ANB) = 0,02248|

c] Il y a une erreur dans le contréle si :
— soit la pidce est bonne et refusée i.e. ’événement (ANB) est réalisé, )
— soit la pigce est mauvaise et acceptée i.e. 'événement (ANB) est réalisé.
Désignons par E ’événement « avoir une erreur dans le contréle ».
Ona: P(E)=P[(ANB) U (ANB)] =P(ANB) + P{ANB) = 0,0018 + 0,02946
car (ANB) et (ANB) sont incompatibles.

[P(E) = 0,02064 |

3. Probabilité d'avoir des erreurs

Désignons par D I'événement « il y a exactement deux erreurs dans le contrale ». On a ici une variable
binomilale de paramétres 5 et 0,02964, car soit il y a une erreur dans le contrdle avec une probabilité de
0,02964, soit il n'y'a aucune erreur de contrile, d'ol : '

P(D) = CZ(0,02964)% (1 — 0,02964)° | PD) = 8,02.10°F |

e Calculer de méme la probabilité qu’il y ait 3 erreurs de contréle.
Cette probabilité vaut : C3 (0,02964F (1 - 0,02964F.
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—1IP3, Probabilité conditionnelle et suite arithmético-géométrique

Exercice commenté

; a‘est un nombre réel. On considére la suite (u,g"dé 'naﬁ,hre‘s téels définie par: |

pour tout entier naturel non nul n, u

laj (v;) est la suite de nombres réels définie par:

‘ne1 == "ﬁ u, + -ﬁ— et la condition initiale u; = a. l

\ pour tout nombre entier naturel non nul n, v,=13u -4

Démﬂlﬂl‘ﬂr que (v,) est une suite géométrique et détermmer sa raison Ic. Exprimer v_ en fonction de neta.
b} Prouver que : pour tout nombre entier naturel non nul n, = A

'¢) Déterminer la limite de la suite (x,).
L

2.Un professeur oublie fréquemment les clés de sa salle de classe.

.l

+(e- 143]( 13;1)" E

13 |
I
i

'Pour tout nufnbre entier naturel non nul n, on note E, I'événement « le professeur oublie ses clés le
jour n » E, 'événement contraire de E_, P_la probabilité de E etq, celle deE,.
'On note a 1a probabilité P qu'il Duhlm ses clés le premier ]Dl_ll‘ On suppose - en outre que IES deux'

'conditions suivantes sont réalisées :

= sl le jour n, il oublie ses clés, la probabilité qu’il les oublie encore le jour suivant (n + 1) est i—

'—'si le jour n, il n'oublie pas ses clés, la pruhablhte qu’ll les oublie le jour suivant (n + 1) est

'1—0' G
\Pour cela, on pourra d’abord calculer les prubahllltés conditionnelles Py (E_,) et Pg-(E, ).

uJ Démontrer que, pour toutn =1, P P +

n+1

En dedmre I'expression de P__, en fonction de P,

e e e LS

b) A Y'aide des résuliats de la¢ quesbml 1. donne_.r I’expression de P, en fonction de a et n. La limite p I

de. P, dépend-elle de la condition lmtlale a?

3 Etlll.'lﬂ de la suite [u ]
(i) est la suite définie par :

{ u1=_¢i 3 N 4 [ EN*]
uﬂ+l'-_i-ﬁun i0 n :

a) Démontrons que la suite (v} définie par :
v, = 13u, - 4, esf une suife géométrique.
s Calculer : v.,= 13 —4

* Démontrer que : o, (13u —4)

vn+1 = i-ﬂ_ Yn
e Conclure ¢n utilisant la définition que _[xzn'] est
une suite géométrique de 1° terme v, et de raison k

v1=13u1—4=13a—4 et fc:-—%
yn-1
15)

b} Prouvons que : u, = Iig +{a- ;T%j(“ i"ﬁ)"d"

Onobtient: v, =(18a— 4](—

Ona: vn=13u—4;uﬂ=1l3[ﬂ +4)
n—-‘l
¢) Calculons limu,

. ayn-1 _ _3 '
Ona: 11111(—1—0) =0 (car | 1g| <1).
dong : limu_ = -

r 13

- - 4
Par conséquent la suite (it,) converge vers 73 -

S Rl 1 1
2. Un professeur oublie ses clés.
a) Démontrons que : 4
pour tout n de N*, P, —EP,I+—!I

Ona: Pg(E, )= ﬁ' et Pg(E, )= 1_{_)

Appliquons la formule des probabilités totales 8 E,

etE .
Ona: P, =P[Enﬂ} [m=1]
P .y =PFg (B, )xPE,)+Pz(E ) xPE)
1 1p
=1gn* m‘In ioEnt {1 P).
Donc: P .,=- 1::] Pn + 11]

b) Déterminons une expression de P, en fonction
deaetn '
Puisque P; = a = u, et.que (P,) et (u,) vérifient la
méme formule de récurrence,

alors, pourtoutn21, P, =u,.

w(-10)

** La question 1. prouve que (P,) converge vers

donc : P=----i3 (a -

P = limu,_= i—%, limite qui est indépendante de la
condition initiale P, = u, = a.

Probabilités conditionnelles et variable aléatoire 331



I\

M

[Probabilités conditionnelles

1 Un sondage effectué dans une région monta-
gneuse & propos de la construction d'un barrage donne
les résullats suivants :

=65 % des personnes interrogées sonl contre la
construction de ce barrage ;
—parmi les personnes qui sont contre cette
construction, 70 % sont des écologistes ; ;
— parmi les personnes favorables a la construction,
30 % sont des écologistes. _
On note C l'événement « la personne interrogée est
contre la construction » et G I'événement contraire.
On note E I'événement « la personne interrogée est éco-
logiste ».
Calculer les probabilités p(C), p(E/C), plC/E).
D'aprés Buc

2 Une usine fabrique des stylos A bille. Une étude
statistique a montré que 90 % de la production ne pré-
sente pas de défaul.

Chaque stylo.est soumis 2 un contréle de fabrication. Ce
conlrle refuse 94 % des stylos avec défaut et accepte
92 % das stylos sans défaut.
On choisit au hasard un stylo avant son passage au
contréle. .
On désigne par D I'événement « lo stylo est accepté a
l'issue du contrale ». '
Calculer les probabilités des évinements sujvants :

1 © le'styla est accepts et n'a pas de défaut » ;
E, « le style est accepté et a un défaut »,
: D’aprés Boe

3 Dans cet exercice, les résullats demandés
seront donnés sous forme de fractions irréductibles.
On dispose d'un dé a 6 faces, parfailement équilibrg,
dont 2 faces sont bleues, les autres faces étant ronges.
On lelance 5 fois de suite, les lancers sont indépen-
dants,

1. Quelle est la probabilité d'oblenir 4 fois une face
bleue et une fois une face rouge, dans cel ordre 7

2. Quelle est la probabilits d'obtenir 4 fois une. fuce
bleue et une face Touga 7 '

D'aprés Bae
& Paul aime le chacolat, mais il doit suivre ug
régime pendant une année.
Le premier jour, il ne mange pas de choeolat. 5 un jour
donné n, (1 € n < 364), Paul ne mange pas de chocolal,
il y a une chance sur 5 qu'il n'en mange pas le lende-
main. Si ce méme jour, Paul mange du chacolat, il va
une chance sur 2 qu'il n'en mange pas le lendemain_
Pour n = 1, on désigne par F, l'événement « Pay] ne

mange pas de chocolat le jour n » et par P, la probabili-
té de F,.

. 7
xeruces%

Chaque affirmation suivante est-e]]a vraie g
1

a)P (F,/F) = 5

b)Pourn23,onaP(E/E )= -é— et P (F/F—

R = .%_

A\

u fﬂl.m&e?-

Sp .4l

ﬂ}FUﬂIﬂzzpﬂnaPn-_-_ﬁ -1 2

e (S
djPournz1,onalb, -5 = & x (- 0,31

n

D'aprés Conpouys FESIG,.mss

Variable aléatoire

5 Une association organise une tomh
billets, au nombre de 500, sont vendus.
L'un des billets permet de gagner un lot d'une valeur ds
62 000 francs, 9 billets permettent chacun de gagner it
lot d'une valeur de 7 000 francs, 50 billets. Permettant
chacun de gagner un lot d'une valeur de 50p franes, Jgq
autres sont perdants.

1. On choisit au hasard un billet. Tous les billets ont [a
méme probabilité d'étre choisis.

Déterminer la probabilité de chacun des év
suivants :

A « le billet choisi gagne un lot d'une valeur de 7 g
francs » ;

B « le billet choisi est perdant ».

2. Les billets sont vendus 500 francs. Que rapportera [a
lombola au réserier de lassociation 7

3. On appelle gain d'un billet la différence entre e mon-
tant du lot et le prix d'achat du billet,

On désigne par X la variable aléatoire qui associe 2
chague billet choisi au hasard le gain de ce billet.

a) Denner les différentes valeurs de X.

b) Donner la loi de probabilité de X,

¢) Calculer J'espérance mathématique E(X),

ola, Toris leg

Enements

[ On jette en méme temps un dé cubique dont les
faces sont numérotées de 12 6 et une pidce de monnaie

parfaitement équilibrés, Og convient d'associer & celte
expérience le nombre indiqué sur Ia face supérienre du
dé sila pidce de Monnaie marque pile, et le double de
ceé nombre si la pidce marque face.

On considére X 1a variable aléatoire « nombre ainsi
obtenu »,
1. Donner la loi de probabilit de X

2. Caleuler I'espérance mathématique, la variance et
Iféi::m-t-lype de X,

T On jette successivement el indépendamment
sur une table 2 dés tétragdriques réguliers dont les faces
Sont numérotées de 14 4, On considare la variable aléa-
toire Z égale 4 XY on X esl le nombre lu sur.Ja fn‘ce_
Supérieure du premier dé et Y le nombre lu sur la face
supérieur du deuxieme dé,

1. Donner 1a loj de probabilité de Z.

2. Caleuler Y'espérance mathématique, la variance el
'l'éﬂ_al'l'-'l}'pa de Z.

332 Probabilités conditionnelles et variable aléatoire



8 Un tournoi de foothall s

LA - : e déroule
équipes. Chaque équipe doit rencontrer yng Eui:I;?fl :
fois seulement les 4 autres, B
1, Combien y-a-t-il de matchs joués 7
Combien chaque équipe joue-t-elle de matchs 7

2. A chaque rencontre, on admet que chaque équipe a
de faire match ny] ou de

la méme probabilité de gagner,
perdre.
]:\ chaque rencentre, on attribug :

— 2 points & l'équipe victorieuse ;

-1 point & chaque équipe s'il ¥ a match nu

— 0 point 4 I'équipe perdante, '

On considére X la variable aléatoire « le nombre de
points oblenus par une équipe 2 la fin du tournoi »
D'tinnei;]}a luli_ de probabilité de X. '

3. Calculer l'espérance mathématique. 1a vari:
I'écart-type de X. PIADS TR

9 Ontire an hasard 3 cartes d'un jeu de 32 cartes,
On considére la variable aléatoire X « nombre d'as
tirés »,
1, Donner la loi de probabilité de X et calculer l'espé-
rance mathématique, la variance et I'écart-type de X
dans les cas suivants ; '
a) on tire les trois cartes simultanément ;
b} on remet dans le jen la carte tirée avant d'en tirer une
aulre.
2. Comparer ces deux résultats.

™ 10 Un jeu consiste 2 lancer deux fois de suite un

dé cubique non pipé dont les faces sont numérotées de

1486,
On considére la variable ‘aléatoire X « somme des
numéros sortis ».
1. Donner la loi de probabilité de X.
2. Calculer l'espérance mathématique, la variance et
I'écart-type de X.
3. Donner et représenter la fonction de répartition de X.
En déduire la probabilité des événements :

X<4 3 5<X<8 et X290

4. Le joueur perd 1000 Fsi X €4, nfrancs si5 X =8

et gagne 2000 Fsi X29.
Délerminer n pour que l'espérance mathématique du
‘gain soit nulle,

11 Une urne contient deux boules noires et une
boule blanche; On tire une boule. Si la boule est
blanche, le jeu est lerminé. 8i la boule est noire, on la
remet dans I'urne el on procéde & un nouveau lirage
d'une boule. Le jeu esl terminé si la boule est blanche,
la houle est remise dans l'urne si elle est noire, el on
procéde A un nouveau tirage d'une boule, ¢l ainsi de
suils, '

Le nombre de lirages & effectuer pour voir apparaitre
une boule blanche, et donc pour voir se terminer la jeu,
est une variable al6atoire.

1. Donner la loi de probabilité de celte variable aléaloi-
re. Vérifier que la somme des probabilités correspon-
dantes est égale & 1.

2. On désigne par X la variable aléatoire ainsi définie.
Calculer :

a) la probabilité que X > 5 ;

b la probabilité que X < 7 ;

c) la probabilité que 5 < X < B, _

3. Calculer |'espérance mathématique da X,

12 On dispose d'un dé pipé dont les faces sont
numérotées de 1'% 6. Lorsqu'on lance ce dé, on suppo-
5¢ que la probabilité d'apparition d'une face dont le
numéro est pair est le double de Ja probabilité d'appa-
rition d'une face dont le numéro est impair.

1. Calculer les probabilités d'obtenir chaque face.

2. Une personne qui lance le dé obtient les résultats sui-
vanis :

~si la face 1 ou la face 6 apparatt, elle gagne 1000 F ;
—si la face 3 apparait, elle ne gagne rien ;

— sl une autre face apparait, elle gagne 500 F.

On considére la variable aléatoire X « gain du joueur ».
a) Donner la loi de probabilité de X.

b) Calculer l'espérance: mathématique, la variance et
l'écart-type de X.

c) Dorniner et représenter la fonction de répartition de X.

13 Dans une urne, il y a 18 houles blanches et 10
boules rouges, indiscernables au toucher. On considere
I'épreuve qui consiste & extraire au hasard, l'une aprés
Fautre el sans remise deux boules de I'urne.

On esl dans une situation d'équiprobabilité. On donne-
ra pour chaque résultat la valeur exacte et une valeur
approchée & 10?2 pris.

1, Déterminer la loi de probabilité de 1'événement E «.la
premiére boule tirée est hlanche ».

2, On répate cinq fois de suite 'épreuve précédente ;
aprés chaque épreuve les' deux boules tirées sont
remises dans I'urne. Les dix épreuves élémentaires sont
donc indépendantes.

On désigne par X la variable aléatoire qui 4 chaque par-
tie de dix épreuves associe le nombre de fois que se
produit I'événement E.

a) Expliquer pourquei X suit une loi binomiale ; préci-
ser les paramétres de cette loi.

b) Calculer la probabilité de 1'événement F « E se pro-
duit exactement deux fois ».

14 On considere une épreuve aléatoire débou-
chant sur deux éventualités, succes et échec, de proba-
bilités respectives 0,8 el 0,2,

On désigne par X la variable aléatoire qui associe a n
épreuves aléatoires indépendantes le nombre k de suc-
cis.

On désigne par Y la variable aléatoire qui associe & n
épreuves aléatoires indépendantes le nombre Je
d’écheis.

1. Quelles sont les lois suivies par X et Y 7

Donner, en fonction de n, l'expression de :

PX=k) ; P(Y=K) ; PX=0) ; P(X21) ; P[Y =n).
2, On suppose n = 10, Calculer :

P(X=0); P(X=2); P(X<2) ; P(X>2) ;
Pespérance mathématique E(X) et I’écart-type o(X).
Tous les résultats seront donnés a 10~ prs par défaut.

[Problémes

15 Dans une entreprise, on fait appel & un tech-
nicien lors de ses passages hebdomadaires, pour l'en-
tretien des machines. Chaque semaine, on décide done,
pour chaque appareil, de faire appel ou non au techni-
cien. Pour un certain type de machines, le technicien
constate :
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- qu'il doit intervenir la premiére semaine ;
— que s'il est intervenu la ni*™ semaine, la prnhab:';lité_
quil inlervienne la (n + 1)*™¢ semaine est égale 3 -
- que ¢'il n'est pas intervenu la n*™ semaine, la pmha?i-
lité qu'il intervienne la (n + 1) semaine est égale & ig’
On désigne par E, I'événement « le technicien inter-
vient la n*™¢ samaine » et par P, la probabililé de I'évé-
nement E,_, '
1. Déterminer les nomhres :

P(E), P(E,,,/E,) el P(E,, /E)
puis en fonction de P, :

P(E,,,NE,) et P(E

nea By

2. En déduire que pour tout nombre entier naturel n
non nul :

elp i
Pmi - 20 Pn + 10"
3.Onpose:q =P - ..?.;.

a) Montrer que la suite (g,) est une suite géométrique.
b) En déduire l'expression de P, en fonction de n.
€} Pour quelles valeurs de l'entier n, la probabilité que
le technicien intervienne la n®™® semaine est-elle infé-
rigure & io* ;
Daprés Bac
16 Probléme des trois portes .
Vous &tes sur un plateau de télévision, & un jen dont le
Prix est une voiture. Devant vous, il y a 3 portes far-
mées et wn animateur, Derritre 'une de ces 3 portes se
trouve la voiture 4 gagner,
L'animateur, qui sait ol se trouve la voiture, vous
demande de désigner 'une des 3 portes. Votre choix
fait, il n'ouvre pas la porte que vous lui avez désipnée,
mais I'une des 2 autres, dertiére Jaquelle ne se trouve
pas la voiture (il peut en effet toujours ouvrir une porte
derritre laquelle il n'y a pas la voiture et qus vous
n'avez pas désignés).
Des lors, il vous permet de changer d'avis, c'est-3-dire
qu'il vous demande si vous maintenez votre choix ini-
tial ou si vous changez votre choix initial en désignant
l'autre parte encore fermée. Votre choix est maintenant
décisif car il ouvrira la porte que vous désignerez fina-
lement : si la voiture est derriére, vous gagnez, sinon,
vous avez perdu.
Que faites-vous. 7 C'est-d-dire mainlenez-vous valire
choix initial ou le changez-vous, votre but étant bien siir
d'avoir la plus grande probabilité de gagner la voilure |
N.B. : Née vous méprenez pas, car ce problame est be] el
bien un probléme de probabilité conditionnelle |

17 Une usine de montage fabrique une série de
cellulaires. La fabrication comporte deux phases.
La premiére phase fait apparaitre un défaut e dans 2 %
des cas ; la seconde phase fail apparaitre un défaut §
dans 12 % des cas.

1. Un cellulaire est tiré an hasard. On définit les évene-
ments suivants : ;

A « le cellulaire tiré présente le défaut « » ;

B « le cellulaire tiré présente le défaut p ».

Calculer la probabilité de chacun des é‘iﬁnema
vants _ ol gy
C « le cellulaire tiré présente les deyx défanys , .

D « le cellulaire tiré ne présente aucun deg deuy dé'

2. Au cours de la fabrication, on prélave 4, ha:ams i
successivement huit cellulaires: On gopg; dne sarg g
nombre de cellulaires fabriqués est asses . l—?“‘* le
que l'on puisse supposer que les Lirages sgn inﬂépnu:
dants. On admel gue la probabilité quyy coll ?e.""
choisi au hasard dans la produclion ne présmte: _
des deux défauts oo ?L B est {]:;isasal leyy
On désigne par X la variable aléatoire gy e
chague Erélévement de huit cellulaires fg nu:ﬁ:;e&
cellulaires sans aucun des deux défauts o et B. B
a) Expliquer pourquoi X suit une loi binomialg i Prég
ser les paramétres de cette loi. ' -
b) Déterminer la probabilité de I'événement F Quatse
cellulaires au moins n'ont aucun des deux défays %

B ». On donnera la valeur exacte de cette probabilirg
puis une valeur approchée au millidme prés par a4 i

18 Une entreprise de transport de matériauy g,
construction utilise dix camions. Pour chacun d’eny 1,
probabilité de 1'événement « tomber en Panze un joyy
donné » est 0,036 quel que soit le jour. On SUppose que
les: éventuelles pannes sont indépendantes et répé:ﬁgs
dans la journée.

On désigne par X la variable aléatoire qui & tout jour
ouvrable associe le nombre de camions tombés p
panne cs jour-1a.

1. X suit une loi binomiale. Donner les paramétres dg
cette lod. _ _

2. Calculer espérance mathématique E(X) de g
variable aléatoire X. Que représente E(X] 7

3. On choisit un jour au hasard. Délerminer une valeur
approchée & 107 prés de la probabilité de I'événement
A ¢ 5 camions au moins tombent en panne ce jour-1j ».
4. Les bureaux de I'entreprise sont onverts 250 jours par
an. On désigne par Y la variable alatoire qui & toute
année de 250 jours assacie le nombre de jours ot se
produit I'événement A,

Dans ce qui suit, on prend P{A) = 0,008.

a) Déterminer la loi de la variable Y.

bj Calculer 1'espérance mathématique E(Y) de la
variable aléatoire Y, :

¢] Calculer 0%(X) et o¥(Y), variance de X et variance de Y.

d] Calculer la covariance Oyy des variables aléatoires X
et Y, notée aussi cov(X ; Y).

19 p est un nombre réel (0 < p < 1). Un coureur
s'entraine sur un parcours comportant n haies numéro-
\ées de 1 & n. Pour chaque nombre entier natarel { tel
que 1 <i<n, la probabililé de renverser la ni*™= haie est
p. Le courenr poursuil son parcours jusqu'a la nitme
hale quel que soit le nombre de haies renversées, On
désigne par X la variable aléatoire définie comme suit :
X =n+ 1, si aucane haio n'esl renversée ;

X =k, si fe est le numéro de la premitre haie renversée.
aj Calculer en fonction de p et k la probabilité P(X = k.
Préciser P(X =1) et P(X = n + 1). Vérifier que l'ona:

o PX=1)4+PX=2)+.. +PX=n+1)=1
b) Caleuler ]..'e_spé[ancg mamématfqﬁe de X en fonction
de n et p. ' D'aprés Bac
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